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A    MONS  EIGNEUR 
.     LE     COMTE 

DE  NOAILLES, 

Duc  de  Moucky ,  Grand  d'Efpagne 
de  la  première  clajje  ^  Lieutenant- 
Général  des  Armées  du  Roi ,  Che- 
valier dejes  Ordres  y  de  la  Toijon 
d'or  &  Grand -Croix  de  V  Ordre 

.  de  Malthe  ,  Gouverneur  des  Villes 
êC  Châteaux  de  Verfailles  &  de 
Marly  y  Lieutenant-Général  de  la 
Province  de  Guyenne  y  ôCc.  ôCc.  ôZc. 

Monseigneur, 

L^ouvRAGE  que j^ ai  V honneur  devons- 
préfentera  un  rapport  ejfentielavec  cette fdencc 
fublime  qui  apprend  k  conduire  les  armées  & 
à  repoujfer  les  ennemis  de  l'Etat.  Si  la  Tac^ 
tique  a ,  pour  ainjl  dire  ,  changé  de  face  de^ 
puisenviron  un  fiecle  ^  fi  elleafait  de  nos  jours 
des  progrès  étonnans  ,  âefi  aux  Mathémati^ 
ques  dont  le  goût  eftji  généralement  répandu , 
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guc  nous  devons  cette  révolution.  Un  Ouvrage 

qui  renferme  les  découvertes  les  plus  intérejf^ 

Jantes  des  Géomètres  anciens  &  modernes , 

n^avoit-il  pas  droit  ^  Monseigiteur  , 

de  paroître  fous  vos  heureux  aufpices  ?  JFfe- 

ritter  des  vertus  &  des  talens  militaires  des 

Héros  de  votre  illujlre  famille  ^  vous  avcf^ 

prouvé  à  Ettinghen  ^  &  dans  toutes  les  oc* 

cajions ,  que  vous  étie[  digne  d^unc  fi  noble 

origine.  Pendant  la  paix  ,  au  ^milieu  de  /V- 

dat  que  donnent  la  naijfance  0  les  dignités , 

au  milieu  du  tumulte  de  la  Cour ,  vous  pen^ 

fe:^  y  vous  vivez  en  f âge  ,  protégeant  les  ûirts 

&  cultivant  les  Sciences.  Mais ,  Monsei* 

GNEï/R  y  je  dois  mefouvenir  que  vousaime[ 

à  mériter  des  éloges  y  non  à  les  entendre ,  & 

qu^on  s^expofe  à  vous  déplaire  y  quand  on 

entreprend  de  vous  louer.  AuJJî  ne  mefuis-ie 

propojc  ,  en  vous  faifant  l^ hommage  public 

de  mon  Livre  ,  que   de  vous  donner  une 

foible  marque  de  la  vite  reconnoiffance  dont 

je  fuis  pénétré  pour  les  bontés  dont  vous 

daigne^  m' honorer. 

Je  fuis  avec  un  profond  rejpe3  > 
MONSEIGNEUR, 

Votre.  trcs-h"mSlo  &  trés-obcklàm 
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P  RÉLIMINAIRE. 

« 

V/uoiQUE  les  Grecs  aient  enricRî  la 
Géométrie  de  très -belles  découvertes  ^  Ôç 
qu  ils  aient  beaucoup  travaillé  fur  quelques 
Courbes  ,  '  principalement  fur  les  Seflions 
Coniques  )  je  ne  puis  me  perfuader  que  leurs 
Géomètres  aient  Êdt  ufage  de  ce  genrç 
d'Analyfe  que  nous  appelions  Algèbre.  En 
effet  y  avec  quelque  fom  qu  on  parcourre  les 
Écrits  des  anciens  Grecs  y  6c  fur-tout  ceux  dé 
Pappus  qui  a  fait  la  coUeâion  de  leurs  admi- 
rables découvertes ,  on  n  y  trouve  aucun 
Veftige  de  notre  Analyie. 

Le  feul  Diophante  a  £iit  un  Ouvrage 
d'Algèbre  en  Langue  Grecque  y  mais  quoi- 
qu  on  ignore  le  temps  auquel  il  a  vécu ,  tout 
le  monde  convient  néanmoins  qu'il  a  écrit 
après  la  nmlfance  de  Jéfus-Chrîft.  On  pré^ 
tend  qu* U  avoit  compofé  treize  Livres  fur 
FAnalyfe  algébrique.  Guillaume  Xîlandre 
a  donné  une  traduûîon  Ladne  des  fix 
premiers  ^  imprimée  à  Bafle  en  \^j6  :  lea 
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autres  paroiflent  perdus.  Bacchet  de  Mazie- 
rac  en  donna  une  édition  Grecque-Latine 
en  i6ii.  Enfin  le  célébré  Fermât  en  fit 
paroître  une  autre  en  i6jOy  accompagnée 
de  plyfieurs  Notes  très-intéreiTantes* 

Diophante  ne  traite  nullement  de  ce 
genre  de  Problêmes  ^  que  nous  appelions 
déterminés ,  il  parle  feulement  de  cette  et- 
^ece  de  Problèmes  fémi-déterminés  qui  re- 
gardent les  quarrés  ou  les  cubes  des  nombres  ^ 
pour  la  folytion  defquels  il  faut  éviter  les 
quantités  radicales ,  ce  qui  demande  fouvent; 
beaucoup  d'induflrie. 

Avant  qu'on  connût  en  Europe  les  Ou* 
vrages  de  Diophante ,  FAlgebre  des  Arabes 
étoit  déjà  affez  répandue,  r.  Lucas  Paccioli 
fit  imprimer  le  premier  un  Livre  fur  l'Al- 
gèbre,  qui  a  pour  titre  :  SummaArithmeticct 
&  Geometrice ,  j?roportionumque  &  proporno* 
naliiatum.  Si  nous  en  croyons  WaUîs  ,  Tédi* 
tion  en  parutà  Venife  en  14^4.  L'Auteur 
de  cet  Ouvrage  avoue  qu'il  a  pris  beaucoup 
de  chofes  de  plufieurs  Savans  qu'il  nomme  ^ 
tels  que  Léonard  de  Pîfe ,  Jordan ,  &c. 

F.  Lucas  parle  fort  au  long  de  l'Arithmé* 
tique  &  de  r  Algèbre  ;  mais  il  ne  va  pas  au- 
delà  des  Équations  du  fécond  degré,  C'eft  là 


PRELIMINAIRE,     vîj 

aulli  que  les  Arabes  s'étoient  arrêtés.  De 
forte  que  F.  Lucas  &  les  autres  Analyftes 
Européens  qui  l'ont  précédé  n*ont  fait  autre 
chofe  que  fimplifier  ce  que  les  Arabes  leur 
avoient  tranfmis.  Cardan  ^  s'appuyant  fur  le 
témoignage  de  Léonard  de  Pile  y  aflure  que 
nous  devons  l'invention  de  TAlgebre  à  Ma* 
homet  j  fils  de  Mofis.  A  celui-là  Ton  peut 
joindre  un  autre  Mahomet  de  Bagdad  ^ 
Geber ,  &  d'autres  dont  les  noms  font  à 
peine  connus  ;  6c  il  eft  douteux  s'ils  fe  font 
occupés  de  TAlgebre  ,  ou  feulement  de 
Vétuae  de  T Aftronomie» 

Les  Auteurs  qui  ont  écrit  avant  Cardan  j 
tels  que  Michel  Stifeli  ;  bien  plus ,  plufieurs 
de  ceux  qui  ont  travailla  depuis  Cardan  ^ 
comme  Pierre  Nonnius  ,  Profeffeuf  de  Co- 
nimbre ,  n'ont  rien  ajouté  à  cette  Science* 

.  En  1  y4y  parut  te  grand  Art  de  Jérôme 
Cardan  de  Milan ,  Ouvrage  dans  lequel ,  ou- 
tre la  réfolucion  cfes  Équations  Quadratiques  ^ 
on  trouve  encore  celle  des  Équations  Cubi- 
ques. Ce  Géomètre  avoue  ingénument  que  la 
méthode  de  réfoudre  les  Équations  du  troi- 
fiéme  degré  appartient  à  Scipion  Ferrea  de 
Boulogne.  Celui -ci  cacha  pendant  long- 
temps fa  découverte ,  ne  l'ayant  commune- 
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quéç  qu'au  feul  Antoine  Florîdo ,  Vénitien  ^ 
fon Auditeur.  Ce  dernier  ayantpropofé dans 
un  combat  littéraire  ^  à  Nicolas  Tartalea  quel* 
ques  Problèmes  qui  fuppofoient  la  réfolu* 
tion  des  Équations  du  troifieme  degré  ^  fbn 
adverfaire  travailla  avec  tant  de  fuccès  qu  il 
trouva  enfin  la  folutioa  defîrée.  Tartalea 
découvrit  la  règle  à  Cardan  ,  mais  ne  lui 
communiqua  point  la  démonftration.  Celui- 
ci  à  force  de  méditations  &  de  travaux 
trouva  &  perfedionna  cette  démonftration } 
&  comme  il  fut  le  premier  qui  la  rendît  pu-- 
plique,  on  a  z^^tMé  formule  de  Cardan  celle 
dans  laquelle  le  réfout  unç  Équation  du  troi** 
(î^émç  degré. 

Dans  le  même  Ouvrage  de  Cardan  on 
trouve  une  autre  découverte  plus  admirable 
encore ,  je  veux  parler  de  la  réfolution  des 
Équations  du  quatrième  degré ,  que  nous  de- 
vons, au  témoignage  même  de  ce  Géomètre, 
à  Louis  de  Ferrariis ,  fon  Auditeur,  Raphaël 
Bombelli  la  publia  dans  fon  Algèbre  en  1^74^ 
Depuis  ce  temps-là  on  a  fait  très-peu  de 
découvertes  relativement  à  la  réfolution  des 
Équations  ,  6c  il  nous  manque  encore  &  il 
nous  manquera  fans  doute  encore  long- 
temps une  méthode  générale  pour  refon- 
dre celtes  qui  pafTent,  le  quatrième  de^ré  ; 
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cependant  Vincent  Rîcati  a  trouvé  la  ma- 
nière de  réfoudre  les  Équations  de  tous  les 
degrés  lorfqu'elles  ont  certaines  conditions 
qui  les  rendent  fufceptibles  d'une  formule 
femblable  à  celle  de  Cardan. 

• 

Dans  ce  temps-là  les  Âlgébriftes  ne  iai- 
foient  u(age  des  lettres  alphabétiques  ou  des 
autres  lignes  ^  que  pour  indiquer  les  quantités 
inconnues ,  employant  les  nombres  pour  dé- 
fîgner  les  quantités  connues.  Cet  uiage  rén- 
doit  les  folutions  moins  univerfelles  ^  &  lorf 
que  les  données  étoient  changées  dans  un 
Problême  de  la  même  efpece  ,  on  étoit 
obligé  de  recommencer  le  calcul. 

Le  célèbre  Viete ,  François,  un  peu  avant 
1600  incroduifît  Tufage  de  donner  des  noms 
aux  quantités  connues  &  inconnues  par  le 
moyen  des  fymboles  algébriques  ;  il  appella 
cela  ï Arithmétique  Spécieufe.  On  ne  lauroit 
douter  que  cette  méthode  n'ait  fait  changer 
de  face  à  TAlgebre  &  rendu  les  folutions 
des  Problêmes  plus  faciles ,  plus  fimples  & 
plus  univerfelles. 

AprèsVîete,  Guillaume. Oughtred,  An-* 
glois  ,  publia  un  Livre  intitulé  Clavis  Ma- 
thematica ,  en  1^3 1 .  La  même  année  parut 
TAlgebre  de  Thomas  Hariot  aufli  Angloîs, 
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ouvrage  pofthume ,  dont  l'Auteur  étoît  mort 
en  1^2 1.  En  1^57  le  grand  Defcartes  donna 
fa  favante  Géométrie ,  qu'on  doit  plutôt  re- 
garder comme  un  Traité  d'Algèbre.  Ces  Au- 
teur§  firent  connoître  la  formation  des  Équa- 
tions compofées  y  &  divîferent  les  Racines  en 
hégatîves  &  pofitives ,  en  rationnelles  &  ra-^ 
dicales ,  en  réelles  &  imaginaires.  On  a  en- 
fuite  découvert  plufîeurs  autres  vérités  6c 
plulieurs  ufages  qui  ont  enrichi  l'Algèbre. 

On  ne  doit  pas  pafler  fous  filence  l'Ou- 
vrage pofthume  d'un  certain  Marin  Getald  de 
Ragule ,  qui  a  pour  titre  :  de  Cofnpojîdone  y  & 
Rejolatione  Mathematicâ  ,  imprimé  à  Rome 
en  kJjo*  On  y  trouve  une  méthode  très- 
claire  pour  conftruire  géométriquement ,  & 
pour  déterminer  les  Racines  réelles  desÉqua^ 
tions  du  premier  &  du  fécond  degré  ,  après 
qu'elles  ont  été  réfolues. 

Mais  le  célèbre  Defcartes  a  rendu  le  plu$ 
grand  fervice  aux  Mathématiques  en  appli- 
quant l'Analyfe  aux  Courbes  :  car  il  a  dé- 
montré leurs  propriétés  ôc  conftruit  par  leur 
moyen  les  Équations  Supérieures  au  fécond 
degré.  Plufieurs  Géomètres  travaillant  après 
fes  idées  ont  répandu  une  nouvelle  lumière 
fur  ces  matières  ^  parmi  lefquels  on  doit 
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compter  le  célèbre  Rabuel  ^  qui  nous  a 
donné  un  Commentaire  trèa-favant  fur  la 
Géométrie  de  Defcartes. 

Il  feroit  trop  long  de  faire  mention  ici  de 
tous  les  Analyses  qui  ont  écrit  après  Delcar^ 
tes  ;  je  me  contenterai  de  parler  de  ce  qui  me 
paroîtra  le  plus  digne  d'attention.  Première- 
ment^ quoiqu'une  Equation  ait  des  Racines, 
réelles  ^  il  eft  fouvent  très -pénible  de  les  ^ 
trouver.  Les  Analyses  ont  donné  plufieurs  * 
méthodes  pour  y  parvenir  ;   mais  le  favant 
Clairaut  paroît  avoir  épuifé  la  matière.  Bien 

Îlus ,  il  a  enfeigné  la  manière  de  trouver  les 
'aâeurs  Rationels  du   fécond  degré  qui 
peuvent  divifer  une  Formule  donnée. 

Le  fubtil  Taylor  ayant  propofé  ip  cer- 
tain Problême  à  tous  les  Mathématiciens 
non  Anglois ,  Jean  BernouUî ,  Jacob  Her- 
man  ,  Gabriel  Manfredi  &  Julien  de  Fa- 
gnan  découvrirent  la  méthode  de  réfoudre 
plufieurs  Binômes  &  Trinômes  en  Faâeurs 
réels  du  fécond  degré.  Les  Ouvrages  pof- 
thumes  de  M,  Cotes  prouvent  allez  que 
cette  méthode  ne  lui  étoit  pas  inconnue: 
puifqu  on  y  trouve  un  Théorème  très-élégant 
fur  la  divifion  de  la  circonférence  d*un  Cer« 
de  en  parties  égales  ^  qui  eft  le  fondement  do 
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cette  invention*  Il  ne  fera  pas  inutile  de 
lire  ce  que  le  célèbre  Eukr  a  écrit  fur  cette 
matière  dans  fon  Introduction  à  TAnalyfe 
des  infiniment-petits.  Le  célèbre  M.  d'Alem- 
bert  a  démontré  que  toutes  les  quantités 
imaginaires  de  quelle  forme  qu'elles  foient  y 
peuvent  toujours  fe  réduire  à  la  forme 
A-t-B-\/(  —  i),A&B,  étant  des  quan- 
tités réelles. 

Euler  a  ajouté  à  TAnalyfe  le  nouveau 
Calcul  des  Sinus  &  des  Co-(înus  ^  qui  eft  de 
la  plus  grande  utilité.  Vincent  Ricati  ne  s'eft 
pas  contenté  d'augmenter  ce  Calcul ,  il  a  in- 
venté celui  des  fmus  &  des  co-finus  hyper- 
boliques y  qui  ont  une  très-grande  analogie 
avec  les  circulaires. 

Plufieurs  Savans  ont  fait  ufage  des  Séries  5; 
ceux  fur -tout  qui  ont  traité  de  probabilités 
dans  les  hafards,  comme  Moiltmort,  Jac- 
ques Bernoulli  &  Moivre  ;  mais  Vincent 
Ricati  a  parlé  fort  au  long  de  cette  matière 
dans  un  Ouvrage  intitulé  :  de  Serkbus  reci-- 
pientibus  fummam  als:ebraicam .  aut  exponen- 

Uufage  de  l'Algèbre  dans  la  Géométrie  a 
été  perfectionné  &  augmenté  depuis  Defcar- 
tes. -Wevton  nous  a  donné  Ténumération  des 
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Hgnes  du  troifiéme  ordre  ^  mais  fans  démoni^ 
tration  &  fans  parler  des  règles  qu'il  avoit 
fuivles  ;  de  forte  qu*on  Ta  accufé  d'avoir 
écrit  plutôt  pour  fe  faire  admirer  que  pour 
inflruire.  Cependant  on  s'eft  apperçu  que  ià 
méthode  étoit  fondée  fur  le  parallélogram- 
me analytique  que  le  favant  de  Gua  a  changé 
en  triangle.  Le  célèbre  Stirling  noh-feule- 
ment  a  développé  les  principes  de  Newton  , 
il  a  même  corrigé  avec  foin  les  erreurs  qui 
étoient  échappées  à  ce  grand  homme.  Après 
lui  M.  Nicole  nous  a  donné  dans  les  Mé^ 
moires  de  TÂcadémie  des  Sciences  l'énu-^ 
mération  des  Lignes  du  troifiéme  ordre  ^  en 
développant  tous  les  principes  que  Nevton 
avoit  pu  fuivre.  M.  de  bragelogne  a  auffi  en^ 
trepris  rénumération  des  lignes  du  quatrième 
orore  ;  mais  fon  travail  eft  impaiîàit.  U  a 
parlé  fort  au  long  des  points  multiples^  mais 
j1  n  a  prefque  rien  dit  des  branches  infinies. 
Le  célèbre  de  Gua  a  développé  dans  un  fà^ 
vant  Ouvrage  les  ufages  de  TAnalyfe  Carthé- 
fienne  pour  la  recherche  des  propriétés  des 
Lignes  géométriques  d'un  ordre  quelconquêi 
Ce  Mathémadeien  auroit  y  pour  ainfi  dire , 
épuifé  cette  théorie ,  s'il  n'étoit  tombé  dans 
une  efpece  de  paralogifine  ^  en  voulant  ju- 

er  des  Séries  par  leur  feul  premier  terme. 

ette  recherche  a  été  en&i  finie  par  Cramer 
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dans  fon  Livre  intitulé  :  Introduâion  à  FA" 
nalyfe  des  Lignes  courbes  algébriques.  Cet 
Ouvrage  in-4^.  de  680  pages  a  été  imprimé 
à  Genève  en  1 7  jo.  U Auteur  y  fait  ufage  du 
Triangle  algébrique ,  ce  qui  rend  fes  opéra- 
tions longues  &  pénibles  ;  il  ne  parle  d'ail- 
leurs ni  des  courbes  qu'on  appelle  tranfcenr 
dames  ^  ni  des  courbes  à  double  courbure. 

Peu  de  temps  auparavant  avoit  paru  Pin-- 
troduàion  à  FAnalyje  des  in/îniment-petits  de 
M.  Euler ,  Ouvrage  latin  ^  en  deux  volumes 
in-4^  Cet  Auteur  traite j  comme  Cramer, 
des  branches  infinies  dés  courbés  &  de  leurs 
genres  y  des  points  de  contaâ  y  des  rayons 
ofculateurs  y  des  points  fmguliers  y  des  points 
conjijgués  ou  folitaires  y  des  points  multiples  y 
£cc.  Ces  Savans  font  d'accord  dans  les  con- 
féquences  y  quoique  leurs  méthodes  foient 
différentes  :  mais  celle  d'Eulerxft  plus  fa- 
die  à  entendre  fie  à  retenir* 

Outre  les  Ouvrages  dont  nous  venons 
de  parler ,  il  y  en  a  plufîeurs  autres  dont 
nous  croyons  devoir  faire  mention  ,  telle 
eft  TAlgebre  de  Jean  Wallis  ,  Anglois  , 

Ïu'on  trouve  dans  le  fécond  Tome  de  fes 
)uvrages }  le  Chevalier  Newton  dans  fon 
Arithmétique   univerfelle  ,  Ouvrage  très- 
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digne  d'un  fi  grand  Géomètre  ;  le  Marquis 
de  Lhôpital>  qui  dans  fon  Traité  des  Seââons 
Coniques  parie  des  équations  fupérieures  au 
iecpnd  degré  ;  le  célèbre  Bofcovicli^Clairau^ 
dont  TAlgebre  a  fait  tant  de  bruit  ;  Maclau- 
rin  ,  Saunderfon  >  Emerfon  ;  TAJgebre  de 
M.  Bezout ,  celle  de  M.  T  Abbé  Marie ,  celle 
de  M.  TAbbé  Bofiut  qui  a  parti  en  1773  ;  I* 
traduction  françoife  de  celle  c^  M.  Euler  ^  en 
deux  voL  in-8^.  qui  a  paru  la  même  année* 
Nous  avons  renfermé  dans  notre  Ouvrage  les 
découvertes  &  les  méthodes  les  plus  dignes 
d'attention  qu*on  trouve  dans  les  Livres  dont 
nous  venons  de  parler,  6c  nous  ayons  tâché  de 
les  mettre  à  la  portée  desc  efprits  mécUocres* 

Le  J^ere  Relneau  de  rOrat;olre  nous  â 
donné  en  1708  un  Cours  complet  intitulé 
VAnalyfe  démontrée.  Il  faut  convemr  que  cet 
Ouvrage  a  formé  plufieurs  Mathématiciens  ; 
mais  parce  que  dans  ce  tempsrlà  les  découd- 
vertes  des  grands  hommes  y  fur-tout  dans  le 
calcul  intégral ,  étoient  très-fréquentçs ,  cet 
Ouvrage  eft  aujourd'hui  très-imparfait.  Je 
ne  dois  pas  palTer  fous  filence  le  Cours  de 
M*  Wolf  ;  mais  cet  Auteur  n  a  donné  quç 
les  premiers  élémens  de  TAlgebre.  La  cé- 
lèbre Marie  Agnefî  a  nublie  en  1 748  de 
iavantes  Inftitutions  analytiques  en  deux  vo^ 
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lûmes  în-4*^.  Cet  Ouvrage  Italien ,  qui  a  été 
reçu  avec  applaudiflement  y  a  eu  le  plus 
grand  fuccès  ^  &  il  n*eft  plus  poflible  au- 
|ourd'hui  de  fe  le  procurer  à  quelque  prix 
que  ce  foit.  Enfin  vinceni:  Ricati  &  Jérôme 
Saladini  ont  compofé  de  concert  des  Ins- 
titutions analytiques  en  deux  volumes  in-foL 
Dans  le  premier  Tome,  en  3po  pages,  on 
trouve  rÀlgelye  6c  fon  application  à  la  Géo« 
métrie  avec  le  Calcul  des  iinus  &  des  co-finus  ^ 
&  un  Traité  de  lignes  courbes  algébriques  ; 
mais  il  n'y  tû  pas  queilion  de  courbes  trans- 
cendantes ,  ni  ^  double  courbure.  Le  fe^ 
cond  Tome,  en  j6^  jp^g^>  traite  du  Calcul 
Différendel  &  du  Calcul  Intégral ,  j  en  ren- 
drai compte  dans  le  Difcours  Préliminaire 
qui  précédra  la  (econde  Farde  de  ce  Cours  de 
Mathématiques  :  mais  cet  Ouvrage  latin  eft 
peu  connu  en  France. 

'  Il  nous  refie  maintenant  à  donner  une 
idée  tant  de  la  méthode  que  nous  avons 
fuivie  ,  que  des  matières  que  nous  stvon^ 
traitées.  Nous  avons  divifé  notre  Ouvrage 
en  deux  parties  ;  la  première  ,  dont  nous 
allons  rendre  compte ,  renferme  le  Calcul , 
la  Géométrie ,  les  Courbes  algébriques  ^  leé 
Courbes  tranfcendantes  6c  à  double  cour^ 
bure.  Dans  le .  premier  Volume  je  traite 

dabord 
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d'abord  des  règles  ordinaires  de  rArithmé* 
tique  y  des  Fraâions  ordinaires  6c  décimales  ^ 
de  Tévaluadon  des  fraâions  ,  de  la  multi-* 

Slication  âc  diviûoii  des  Nombres  complexes* 
e  pafle  tout  de  fuite  à  TAlgebre  y  dont  j'ai 
développé  les  règles  le  plus  clairement  qu  il 
m'a  été  poflible;  je  n  ai  pas  oublié  de  don- 
ner la  méthode  de  trouver  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  deux  quantités  ^  mé« 
thode  utile  dans  la  réfolution  des  équations  ; 
je  viens  enfuite  à  la  formation  des  puifTances 
des  Monômes  &  Polynômes  ^  à  Textraâion 
des  Racines  ^  au  calcul  des  Radicaux  &  des 
ËxDofans ,  6c  je  démontre  la  fameufe  For- 
mule du  Binôme  de  Newton  :  fuivent  les 
raifons  6c  les  proportions.  Je  parle  bien- 
tôt après  des  progreflions  anthmédques 
6c  géométriques  ;  je  développe  enfuite  la 
la  théorie  des  Logarithmes  6c  leurs  ufàges  "*"« 
Je  viens  après  cela  aux  Ëquadons;  je  don<* 
ne  d'abord  quelques  principes  ^  mais  j'en  fais 
tout  de  fuite  Tapplicadon  à  plufieuts  quef« 
dons  très-intéreflantes.  Après  avoir  parlé  des 
Problèmes  déterminés  ^  je  paffe  à  ceux  que 
les  Géomètres  appellent  indéterminés ,  fémi-- 

*  L'invention  en  eft  iac  au  célèbre  Neper,EcoffoSs^  fie 
on  la  regarde ,  avec  raîfbn ,  comme  une  des  plus  belles  décou- 
vertes ^  dont  les  Mathématiques  aient  été  enrichies  dans  ces 
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déterminés  &  plus  que  déterminés.  Je  réfous 
douze  Problêmes  femi-déterminés  du  premier 
degré  ,  &  cinquante-deux  des'  degrés  fupé- 
rieurs  :  car  ce  n  eft  que  par  le  grand  nom- 
bre d'exemples  qu'on  peut  fe  flatter  de  for- 
mer les  jeunes  Géomètres  ;  mais  j'ai  eu  l'at- 
tention de  rendre  les  folutions  faciles ,  &  de 
choifir  des  queilions  capables  de  piquer  la 
curiofité  des  Commençans. 

De-là  paflant  aux  ]pquations  du  fécond  de- 
gré à  plufieurs  inconnues  ,  je  donne  la  mé- 
thode de  réfoudre  ces  fortes  d'équations  , 
&  j'en  fais  l'application  à  plufieurs  Problê- 
mes intéreffans.  Je  n'oublie  pas  de  parler  des 
Equations  à  deux  termes  ^  de  celles  qui , 
quoique  plus  élevées  que  le  fécond  degré  , 
peuvent  néanmoins  fe  réfoudre  par  la  mé- 
thode du  fécond  ;  &  à  cette  occafion  je  donne 
une  formule  générale,  pour  avoir  la  racine  m 
d'une  quantité  de  cette  forme  ^"-t-  b^b  étant 
une  quantité  fort  petite  en  comparaifon  de  a\ 

Je  paffe  tout  de  fuite  aux  équations  de 
tous  les  degrés ,  dont  je  développe  la  for- 
mation î  j'apprends  à  délivrer  une  équa- 
tion des  radicaux  y  de  fon  fécond  terme  , 
des  fraâions  qu  elle  peut  contenir ,  du  coef- 
ficient de  fon  premier  terme  ;  à  changer  les 
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jfacines  gontives  en  négatives  ^  &  récipro-^ 
quement  ;  à  chat>ger  les  racines  d'une  équa-^ 
don  fans  les  connoître  ^  foit  en  les  augmen* 
tant  ou  en  les  diminuant  d'une  quantité 
donnée^  ou  enfûfant  quelles  foiçnt  à  ce 
quelles  étoient  dans  un  rapport  donné  $ 
à  trouv3&f  les  limites  des  racine^  d'une  équa^ 
don  ;.  àtifouver  les  racines  comitv^furables 
&  les  divifeurs  radoûels  tant  du  premier  que 
du  fécond  degréé  Je  traite  après  cela  de  là 
l'éibludon  des  équadons  par  le  inoyen  des 
divifeurs  d'un  ordre  quelconqueé  J'apprends 
enfulte  à  trouver  les  racines  approchées  ^ 
lorfqu  on  ne  peut  pas  en  avoir  d  exaûes  ;  à 
trouver  les  racines  égales  d'une  équation 
quand  il  y  en  aé  Je  donne  la  méthode  de  trou* 
ver  les  racines  de  tous  les  degrés  d'une  quan^ 
tité  de  cette  forme  A  -4-  y^  B ,  ce  qu'on  ne 
favoit  faire  dans  tous  les  cas  que  pour  quel^ 
ques  degrés*  Les  Equadons  du  troinéitie  &  du 
quatrième  degré  font  trop  célèbres  pour  les 
pafTer  fous  fdence  ;  c'eÛ  pourquoi  j'en  ai  parlé 
alTez  au  long^  J'ai  cru  même  faire  plaiHr  à 
mesLedeurs  en  leur  expliquant  une  médiode 
très-élégante  de  réfoudre  les  équations  du 

[uatnéme  degré  ^  que  nous  devons  au  favant 

î-ulef. 

Quoi  qu  il  n  y  âît  aucîune  piéthode ,  du 
moins  pratiquable  ^  pour  réfoudre  les  équa- 
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tions  fupérieures  dans  tous  les  cas  ^  cepen- 
dant lonqu'une  des  racfnes  peut  s'exprimer 
par  une  formule  femblable  à  celle  de  Cardan, 
on  peut  trouver  cette  racine  ,  ainfi  que  je 
Fai  fait  voir  par  plulîeurs  exemples  Ç  j*ai  donc 
cru  devoir  donner  la  méthode  générale  pour 
cpnnoître  les  Equations  qui  fe  trouvent  dans 
ce  cas.  Je  parle  enfuite  de  Tlnfini ,  des  Sé- 
ries ou  Suites  des  Nombres  figurés  &  Poly- 
gones ;  de  la  méthode  de  trouver  le  terme 
général  &  le  terme  fommatoire  des  fuites^  foît 
algébriques  ^  foit  récurrentes ,  foit  algébrico- 
géométriques.  Outre  les  Séries  récurrentes 
ordinaires  &  qu'on  peut  appeller  Séries  récur- 
rentes Jimp  les  j  j'ai  encore  parlé  d'une  autre 
efpece  de  Séries  récurrentes  que  j'appelle 
compofées  :  elles  fe  forment  d'un  certain  nom- 
bre de  termes  antécédens ,  multipliés  par  des 
quantités  confiantes ,  eh  ajoutant  à  leur  fom- 
me  une  même  quantité  pofitive  ou  négative. 

Parce  que  les  Séries  récurrentes  peuvent 
être  d'un  grand  fecours  dans  la  recherche  des 
racines  des  équations ,  j'ai  cru  devoir  déve- 
lopper les  principes  fur  lefquels  cette  métho- 
de eft  fondée ,  en  feifant  voir  par  plufieurs 
exemples  la  manière  dont  on  doit  s'en  fer- 
vir  :  enfin  je  termine  mon  Traité .  d'Algè- 
bre par  la  théorie  des  Fraâions  continues  ^ 
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dont  on  peut  faire  ufage  dans  la  réfoludon 
de  plufieurs  Problêmes.  M.  de  la  Grange  en 
a  traité  fort  au  long  dans  les  ÂddidoM*  qu'on 
orouve  à  la  fin  de  1  Edition  firançoife  des  Elé- 
mens  d'Algèbre  de  M.  Euler.  Mais  la  théorie 
de  ce  grand  Géomètre  paroît  trop  favante 
pour  être  mife  à  la  fuite  d'un  Ouvrage  auffi  élé- 
mentaire que  celui  de  M.  Euler  ;  ce  n  eft  pas 
que  nous  toyons  de  Tavis  de  ceux  qui  aflurent 
(  voyez  TAvertiflement  des  Editeurs  de  Tori- 
ginal)  qu'un  jeune  homme  qui  avoit  appris 
le  Métier  de  Tailleur ,  &  qui  ne  pouvqit  être 
inis  ]^  quant  à  fa  capacité ,  qu'au  rang  des  ef* 
prits  ordinaires  ,  avok  tion-feulement  très- 
tien  faifi  tout  ce  que  fen  Maître  Kii  enfei- 
gnoit  &  lui  diâoit  ^  mais  qu'il  s'étoit  encore 
trouvé  en  peu  de  tems  en  état  d'achever  tout 
feul  les  Calculs  algébriques  les  plus  difficiles^ 
&  de  réfoudre  promptement  toutes  les  quef^ 
tions  analytiques  qu'on  lui  propoioit.  Ce  font- 
la  de  pures  fables  qu'on  voudra  bie^  nous 
difpenfei:  de  croire^  Nous  ne  révoquons  pas 
cependant  le  Êiit  en  doute  :  nous  prétendons 
(eulement  que  le  ^ne  homme  en  queftion 
avoit  des  cÛfpofidons  plus  que  communes  ; 
parce,  que ,.  quoiqueJ'Ouvragft  de  M^  Euler 
|bit  écrit  avec  beaucoup  de  méthode  &  de 
netteté ,  un  efprit  ordinaire  ne  peut  fe  flatter 
de  rapprendre  qu'avec  beaucoup  de  peine  & 
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de  travail  \  Au  jefte  nous  avons  parcouru 
cette  Algèbre  avec  beaucoup  d'attention , 
&  quoiqu'elle  ne  foit  pas  complette ,  la  lec- 
ture peut  cependant  en  être  très-utile  aux 
Commençans.  Mais  on  trouvera  dans  la  nôtre 
tout  ce  qu'il  y  a  d'intéreflant  dans  celle  du 
favant  Auteur  dont  nous  venons  de  parler^ 
&  fur-tout  les  méthodes  qui  regardent  TAna-* 
lyfe'de  Dîophante ,  avec  plufieurs  Problêmçs 
dont  ce  Savant  n*a  point  parlé. 

Il  fçroît  difficile  de  fixer  Tépoque  dç 
lorigine  de  la  Géométrie  ;  mais  on  ne  peut 
douter  qu'elle  ne  foit  de  la  plus  grande  anti^ 
quité  :  dès  les  prenlîers  temps  on  eut  befoin 
de  mefurer  les  terreins ,  &  bientôt  après  la 
ctiriofité  porta  les  hommes  à  chercher  dès 
méthodes  pour  connoître  la  largeur  d'une 
rivière  qu'on  ne  pouvoir  paffer ,  la  hauteur 
d*une  montagne ,  la  folidité  d'une  muraille, 
&c.  on  tatotta  fans  doute  long-temps ,  &  ce 
né  fut  qu'après  bien  des  efforts  qu'on  trouva 
des  moyens  faciles  de  réullir.  Euclidç  fut  le 
premier ,  il  y  a  environ  deux  mille  ans ,  qui 
fit  la  coUeftion  des  Principes  Géométrique* 
connus  de  fon  temps  :  &  ion  Ouvrage  coftr 

• 

.  *  Cet  Ouvrage  et\  deux  volumcç  in- 8^.  a   ^té  iji^primc  4 
Lyon  en  1773*  •  -     *       ^  "" 
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facré  par  leftime  générale  des  fiécles  éclai- 
rés, eft  un  de  ces  monumens  précieux  qui 
ont  échappé  aux  injures  des  temps. 

La  Géométrie ,  comme  tout  le  monde  le 
fait,  n'eft  autre  chofe  que  la  Science  de  l'Ef- 
pace  ou  de  l'Etendue  en  longueur ,  largeur 
oc  profondeur  ;  c'eil-à-dire ,  la  Science  des 
Lignes  y  des  Surfaces  &  des  Solides.  Apres 
avoir  parlé  de  TAlgebre ,  je  viens  à  la  Géo- 
métrie î  je  traite  a  abord  des  Lignes  &  de 
leurs  propriétés ,  des  Angles  &  de  leurs  me- 
fures.  Les  Géomètres  enfeignent  communé- 
ment que  les  Angles  qui  ont  les  côtés  pa- 


parle  des  l'ég; 
triangles ,  des  Lignes  proportionnelles ,  &c. 
Je  paiTe  à  la  mefure  &  au  rappprt  des  Sur^ 
faces  y  aux  propriétés  des  Plans ,  aux  Angles 
folides ,  &c.  Je  traite  enfuite  des  Solides  y 
de  la  mefure  &  du  rapport  de  leur  furface 
&  de  leur  folidité.  Enfin  venant  à  la  Tri- 
gonométrie ,  je  développe  les  niétl^odes 
connues  de  réfoudre  les  Triangles ,  foit  rec- 
tangles foit  obliquangles.  J  apprends  à  me- 
furer  la  largeur  d'une  Rîviere  ,  la  hauteur 
d  une  Tour ,  celle  d  une  Montagne ,  la  dît 
tance  de  deux  Lieux  înacceffibles  ;  à  lever 
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yne  Carte  Géographique  ;  à  trouver  le  rap- 
port approché  qu  Diamètre  à  la  circonfé- 
rence d  un  Cercle  ;  &c. 

Reprenant  enfuite  la  théorie  (les  Sinus , 
Co-finus  ,  Tangentes ,  Co-tangçntes  ,  &c. 
j'enfeigne  à  trouver  foit  le  §inus ,  foit  le  Ço- 
finus ,  foit  la  Tangente  y  foit  la  Co-tangente 
des  Arcs  multiples»  J'applique  cette  théorie 
à  la  réfolu^on  des  Equations  du  troifiéme 
degré  dans  Iç  cas  irrédu£lible.  Enfin  je  ré- 
fous ce  Problême  :  couper  la  demi-circonfé- 
rence d'un  Cercle  en  un  nombre  quelconque 
de  parties  égales  par  des  lignes  tirées  d'un 
point  ^  iitué  fur  le  diamètre  ^  mais  hors  du 
centre  ;  TÉquation  à  laquelle  je  parviens , 
renferme  le  t)eau  Théorêmç  de  M.  Cot;es« 

Après  avoir  parlé  de  la  Trigonométrie 
plane  ou  re£liligne ,  je  développe  les  prin- 
cipes de  la  Trigonométrie  fphériqùe ,  fciençe 
dont  on  ne  peut  fe  pafler  dans  rÂftronomie, 
^  quieft  d'une  fl  grande  utilité  dans  la  na- 
vigation, j'ai  tâché  de  la  mettre,  à  la  por- 
tée des  efprits  ordinaires ,  çn  la  préfçntant 
fous  im  point  de  vue  fkcile  à  faifir ,  Çc  écar- 
tant toutes  les  inutilités  dp;it  certains  Au- 
teurs ont  y  pour  sdnfi  dire ,  accablé  qette  par-, 
^e  de  la  G^pmétriç, 
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Pour  traiter  les  chofes  dans  l'ordre  le  plus 
naturel  qu'il  foit  poflible ,  je  n'ai  pas  fait  dif- 
ficulté de  faire  uiage  de  l'Algèbre  toutes  les 
fois  qu'il  m'a  paru  qu'elle  pouvoir  fimplifier 
les  démonflrations  géométriques.  Ceux  qui 
ont  traité  la  Géométrie  avant  l'Algèbre  ont 
été  obligés  non-feulement  de  rendre  leur 
ouvrage  plus  long  y  mais  encore  de  renvoyer 
à  l'Algèbre  des  aueftions  qui  doivent  natu- 
rellement être  placées  dans  la  Géométrie  y 
inconvénient  qui  ne  me  paroit  pas  pedt« 

Tel  efl  le  premier  volume  de  notre  Cours 
de  Mathémadques.  Le  fécond  condent  la 
Géométrie  fublime  ou  la  Géométrie  des  Cour- 
bes. Les  Courbes  y  comme  tout  le  monde  le 
fçait^fbnt  de  trois  eipeces^géométriques  ou  al- 
;ébriques  y  tranlcendantes ,  &  à  double  cour- 
bure. Parmi  les  Courbes  algébriques^  les  Sec- 
dons  Coniques  dennent  le  premier  rangà  cau- 
fe  de  leur  udllté  dans  les  Arts  y  l' Aflronomie  & 
laMéchanique  :  elles  n'étoient  pas  inconnues 
aux  anciens  Géomètres  Grecs  y  qui  s'en  font 
beaucoup  occupés.  Je  commence  donc  par 
développer  les  propriétés  de  ces  Courbes  ;  je 
n'oublie  pas  de  parla:  des  Logarithmes  hyper- 
boliques ordinaires  y  des  Logarithmes  (im- 
pies ou  d'une  dimenfion,  des  Sinus  &  Co-(inu8 
hyperboliques.  Je  viens  aux  Seôioas  conl^ 


xxvj  DISCOURS 

ques  des  genres  fiipérieurs ,  &  je  fais  voir  que 
toute  équation  d'un  degré  impair  a  au  moins 
une  racine  réelle  j  &  que  fi  elle  en  a  plu- 
fieurs^'elles  font  toujours  en  nombre  impair  ; 
de  forte  que  les  racines  imaginaires  font  tou- 
jours en  nombre  pair  :  au  contraire  les  Equa- 
tions de  degré  pair  ont  des  racines  réelles  en 
nombre  pair ,  ou  n'en  ont  aucune.  Je  parle 
aufli  de  quelques  ufages  des  Seâions  Coni- 
ques ^  &  je  donne  une  idée  de  la  manière 
dont  on  emploie  la  Parabole  &  TEllipfe  dans 
la  conftrudion  des  vaiffeaux.  Je  fais  voir  aufli 
que  la  fufée  d  une  montre  doit  avoir  la  figure 
d'un  hyperboloïde  formé  par  la  révolutioa 
4'un  hyperbole  autour  de  fon  afymptote. 

.Après  les  Seâions  Coniques  ^  je  parle  des 
C)ourbes  Algébriques  de  tous  les  genres  ^ 
j'apprends  à  décrire  la  Courbe  lorfqu'on  a 
fon  équation  ;  je  traite  enfuite  de  la  méthode 
des  Interpolations  y  fi  utile  dans  TAfifona- 
mie.  De-Ià  paiTant  à  d'autres  objets ,  j'enfei- 
gne  à  tranfporter  l'Équation  d'june  Courbe  , 
dont  les  Axes  des  x  &  des  y  forment  un 
A»gfe  donné ,  à  d'autres  Axes  dont  l'Angle 
foit  différent  :  je  démontre  que  les  feules 
Lignes  droites  font  défignées  par  une  Équar 
tioa  du  premier  degré  à  une  pu  plufieurs  în- 
-connues^  Je  parle  au(U  dç  .quelques  pro- 
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priétés  de  Lignes  de  tous  les  ordres.  Je  fais 
voir  enfuîte  que  les  Lignes  du  fécond  ordre 
font  repréfentées  par  des  Équations  du  fe-' 
cond  degré  ;  j'indique  les  marques  auxquelles 
on  peut  reconnoitre  fî  une  Ligne  du  fécond 
ordre  eft  EUipfe  /  Parabole  ou  Hyperbole^ 
Je  pafle  auflî-tôt  après  aux  propriétés  des 
Lignes  du  troifiéme  ordre  ^  aux  Branches 
infinies  des  Courbes ,  fie  à  leurs  Afymp* 
toces  redlilignes  ou  curvilignes.  Je  donne  la 
méthode  de  divifer  les  Lignes  dun  même 
ordre  en  efpeces.  Les  Lignes  du  fécond  ordre 
font  au  nombre  de  trois  ;  fçavoir ,  la  Para^ 
bole ,  TEllipfe  6c  l'Hyperbole  ;  mais  les 
Lignes  du  troifiéme  ordre  ont  feize- efpeces. 
J'ai  fuivi  la  méthode  de  M.  Euler ,  qui  m'a 
paru  préférable  à  celle  du  grand  Nevrton« 
Je  parle  enfuite  d'une  autre  méthode  potu: 
trouver  les  Afymptotes  des  Courbes  :  elle 
eft  fondée  Air  les  propriétés  du  Quarré  ana^* 
lytique  ou  algébrique ,  dont  je  développe 
là  conftruéîion  6c  les  ufages  ,  pour  trouver 
les  valeurs  d'une  inconnue  par  une  Série 
qui  contienne  Tautre  inconnue  qui  £e  trouve 
dans  Téquation  propofée  :  je  traite  aufli  du 
retour  des  Suites  ^  6c  je  donne  la  méthode 
d'exprimer  un  Nombre  par  fon  Logarithme^ 
Je  parle  enfuitç  defs  diamètres  6c  du  centre 
des  Coures-,  4e  kuts  tangentes  6c  de  leur 
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courbure  y  de  leur  figure  dans  un  efpace  fini  ; 
des  Lignes  courbes  décrites  par  le  moyen 
des  inflrumens  ;  des  Courbes  dont  on  trouve 
Téquation  par  des  propriétés  données  qui  dé- 
pendent de  plufieurs  points  de  feâion  ;  des 
Courbes  femblables  ;  de%  interférions  des 
Lignes  algébriques  ;  de  la  conftru£tion  des 
Problêmes  ôc  des  Équations.  Je  réfous  plu- 
Heurs  équations  déterminées  du  fécond  degré  ^ 
&  plufieurs  Problêmes  géométriques.  Je  traite 
auui-tôt  après  de  la  conftruâion  des  Équa* 
tions  du  fécond  degré 'à  deux  inconnues^ 
de  la  réfolution  des  Équations  déterminées 
du  troifiéme  &  du  quatrième  degré ,  des 
Problêmes  déterminés  &  indéterminés  y  des 
Degrés  fùpérieurs  ^  &  je  donne  une  méthode 
par  laquelle  on  peut  facilement  conftruire 
une  équation  déterminée  dim  degré  queU 
conque  :  enfin  je  fais  voir  comment  on  peut 
trouver  les  Racines  réelles  dune  Équation 
numérique  à  une  feule  inconnue.    . 

Les  Courbes  tranicendantes  ,  qu'on  ap** 
pelle  encore  méchaniques  y  devant  faire  par- 
tie d'un  Cours  complet  de  Mathématiques  y 
j'ai  cru  devoir  parler  des  plus  fameufes  y  telles 
que  la  Ligne  des  finus  &  des  co-fmus  ^  les 
Spirales  de  différens  genres  y  la  Quadratrice 
de  Dinoflrace  i  la  Cycloïde  ^  Iji  Logarithme 
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que  y  &  je  n'ai  pas  oublié  les  Courbes  que 
M.  Leibnitz  appelle  intercendantes. 

M 

Outre  les  Lignes  dont  nous  venons  de 
parler^  qui  font  toujours  (ituées  fur  une 
iurface  plane  ^  les  Géomètres  modernes  con- 
fiderent  encore  les  Courbes  à  double  cour« 
bure,  dont  tous  les  points  ne  font  pas  pla-> 
.ces  dans  le  même  plan  ;  mais  parce  que 
la  théorie  des  Courbes  à  double  courbure 
iuppoie  celle  des  liirfaces  courbes ,  je  traite 
d'abord  des  équations  des  furfaces  courbes  ; 
&  venant  enfuite  aux  Courbes  à  double 
courbure  y  j'apprends  à  les  décrire  par  le 
.moyen  des  équations  de  leurs  trois  Courbes 
de  projeâion  y  me  réfervant  de  parler  plus 
au  long  de  ces  fortes  de  Courbes  dans,  la 
féconde  Partie  de  cet  Ouvrage. 

Jl  nous  refte  à  dire  un  mot  de  la  manière 
dont  les  Commenc^ans  peuvent  étudier  notre 
Cours  de  Mathématiques.  Ceux  qui  n'ont 
pas  le  fecours  d'un  bon  Maître  y  chofe  tare 
dans  les  Provinces  y  doivent  lire  d'abord  tout 
ce  qui  eft  écrit  en  caraâere  ordinaire  y  avec 
les  Notes  qui  y  ont  rapport  y  Notes  inutiles 
fans  doute  pour  les  Savans  y  mais  que  nous 
avons  jugé  à  propos  de  multiplier  y  afin  de 
nous  rendre  plus  intelligibles  y  nous  étant 
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propofés  d'inilruire  les  Coinmençans  ^  6c  non 
de  nous  faire  admiren  Revenant  enfuite  fur 
leurs  pas ,  ils  reprendront  le  tout ,  en  lifant 
de  fuite  rOuvrage-tout  entier  :  j'en  excepte 
la  dernière  feâion  de  la  féconde  Partie  ^  pour 
laquelle  il  ne  fera  pas  néceifaire  de  prendre 
cette  précaution*  Le  petit  caradere  contient 
(  excepté  dans  la  quatrième  feâion  de  la  f^ 
conde  Partie  )  des  choies  moins  effentielles , 
quoique  très-intéreflantes  ;  6c  ceux  qui  veu- 
lent approfondir  les  Mathématiques  &  deve-^ 
nir  vraiment  Géomètres  ^  feront  bien-^aife  de 
trouver  raffemblés  dans  un  petit  nombre  de 
volumes  les  découvertes  &  les  travaux  des 
Mathématiciens  anciens  &  modernes.  Une 
longue  expérience  nous  ayant  appris  la  ma- 
nière dont  on  doit  préfenter'la  vérité  aux 
jeunes  gens  pour  qu'ils  la  faififfent  avec  faci- 
lité, nous  efpérons  que  les  efprits  même  ordi- 
naires pourront,  moyennant  une  application 
un  peu  foiitetiue  ,  comprendre  facilement 
notre  Ouvrage  &  devenir  Géomètres  fans  le 
fecours  d'aucun  Maître  :  mais  ceux  qui  auront 
ce  fecours  pourront  faire  des  progrès  plus 
rapides ,  &  approfondir  les  Mathématiques 
en  fprt  peu  de  temps. 

4^ 


APPROBATION 

BU  Censeur    R  o  v  a  t. 

J'ai  lu  par  Torclre  «le  Monfeîgneur  le  Chancelier,  le  Coun 
complet  di  Mathématiques^  compofé  par  M.  TAbbé  Sauri.  Ce 
Cours  m'a  paru  plus  complet  que  tous  ceux  qui  ont  paru  jufqu'i 
piéfent ,  (oit  en  France ,  foie  dans  le  rcfte  de  TEurope  :  là 
Géométrie ,  l'Algèbre ,  les  Séries ,  la  théorie  des  Sinus  y  (ont 
traités  d'une  manière  auill  claire  que  profonde  ;  les  Sections 
Coniques  y  font  très>bien  développées  ^  on  y  trouve  tout  ce 

Îu'on  peut  défirer  fur  les  Courbes  tran(cendantes  &  fur  les 
lourbes  â  double  courbure  ,  avec  la  réfolution  des  Problèmes 
de  Géométrie  qui  s'y  rapportent ,  la  méthode  de  trouver  les 
racines  des  Equations  par  le  moyen  des  Courbes  &  du  quarré 
analytique. 

La  féconde  Partie  de  cet  Ouvrage  contient  quatre  Serions  : 
dans  la  première  font  les  principes  généraux  du  Calcul  diffé- 
rentiel &  du  Calcul  intégral,  les  applications  du  Calcuf  diffê- 
reniiel  aux  fous-taneemes ,  loùs-normalcs ,  tangentes  &  nor- 
males des  Courbes,  loit  algébriques,  foit  tranfcendantes ,  Seaux 
qneflions  importantes  de  maximis  &  minimis.  L'Auteur  éxa.- 
mine,  par  exemple,  qu'elles  font  les  conditions  que  doivent 
'  avoir  les  fondions  algébriques ,  pour  être  fulcepcibles  du  maXh 
mum  Se  du  minimum»  Il  explique  les  maxima  &  minima  de  la 
féconde  e(pece ,  Ids  rayons  de  courburt ,  les  points  d'inflexion 
&  de  rebrouflement ,  les  caufliques  par  réflexion  &  par  réfrac- 
tion, 3c  ru(àge  du  Calcul  diffîrentiel  dans  la  recherche  des  ra- 
cines des  Equations.  Les  notions  qu'il  donne  fur  la  nature  du 
Calcul  infimtéfimâl  ,  font  claires  &  fatisfalfantes  ;  il  paroît  "^ 

même  prouver  que  Newton  ,  Euler  fe  font  trompés  dans  l'idée 
qu'ils  s  en  fbrmoient. 

La  (èconde  Seûion  comprend  les  applications  du  Calcul  in- 
tégral â  la  Géométrie  ;  on  y  apprend  la  quadrature  &  lare£tifica- 
tion  àti  Courbes ,  la  manière  de  trouver  le  centre  de  gravité  . 
des  Solides  ,  la  méthode  inverfe  des  tangentes,  &  l'application 
du  Calcul  difltirentiel  &  intégral  aux  Courb||ià  double  courbure. 
Dans  la  troifiéme  Sedlion ,  M.  l'Abbé  Sauki  donne  la  ma- 
nière d'intégrer  les  Formules  &  les  Equations  HifFérçntielles  i  ' 
une  &  à  plufieurs  variables;  on  y  apprend  dans  quel  cas  une 
différentielle  d'un  ordre  quelconque  peut  être  intégrée  un 
certain  nombre  Ai  (bis  dans  l'état  od  elle  e(t.  Tout  ce  qu'on  a 


trouvé  de  plus  intérefl&nt  (ùr  le  Calcul  intéenl ,  depuis  que 
les  plus  grands  Géomètres  s'en  font  occupas  y  eft  renfermé 
dans  cette  Seûion ,  qui  tiendra  lieu  de  plufieurs  volumes  i 
ceux  qui  voudront  apptofbndir  cène  partie  ,  la  plus  abibraite 
de  la  naute  Géométrie.  L'Auteur  y  développe  la  nouvelle 
théorie  des  Vatiations ,  avec  les  conféquences  qu'on  peut  en 
tirer  pour  la  perfeé^ion  du  Calcul  intégral  j  il  hdt  endfin  l'ap- 
plication de  ce  Calcul  aux  questions  de  maxim'ts  êc  minimu , 
qui  ne  peuvent  k  réfoudre  par  le  Calcul  difEérentiel. 

La  quatrième  Section  renferme  l'application  de  tous  ces 
Calculs  aux  plus  beaux  Problèmes  de  Phyfique ,  de  Marine ,  de 
Méchanique  &  d'Hydrodinamicue. 

Cet  expofé  du  Cours  de  Mathématiques  de  M.  l'Abbé  Sauri 
fait  voir  qu'il  étoit  difficile  d'y  réunir  plus  d'avantages^  on  les 
chercheroit  inutilement  dans  tout  autre  Ouvrage.  L'Auteur  y  a 
mis  la  plus  grande  clarté.  Il  fubflitue  (buvent  aux  méthodes  des 
plus  habiles  Géomètres ,  des  méthodes  plus  fimples  qui  lui 
font  propres  &  qui  (ont  ingénieufès  ;  il  relevé  des  erreurs 
dans  des  Auteurs  célèbres ,  relativement  i  des  queflions  im^ 
portantes  ;  enfin  il  réunit  tous  les  genres  de  mérite  que  l'on 
pouvoit  donner  à  cet  Ouvrage*  On  pourra  par  le  moyen  de 
ce  Livre  approfondir  les  Mathémauques  plus  fiidlement  & 
en  moins  de  tenips  qu'on  &  pouvoit  le  faire  avec  le  fecours 
di&endieux  d'un  grand  nombre  de  Livres  étrangers  &  de 
Mémoires  de  différentes  Académies ,  dont  on  pourra  fe  paf^ 
ièr  au  moyen  du  nouvel  Ouvrage  de  M.  l'Abbé  Sauri. 
A  Paris,  le  premier  Mars  1771.  Signé  ^  Dblalamdb, 
de  l'Académie  des  Sciences. 


Le  Privilège  fe  trouve  au  Cours  de  Philofophie 
par  le  même  auteur» 
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I.  i^ES  MATHÀMATiQUÊs  lie  ibnrautrechofe 
que  la  fclence  de  la  grandeur.  La  grandeur  ou  ^tf^zn- 
rire  eft  une  chofe  fufceprible  d'augmentation  oii 
de  diminûtiod  2  comme  les  nombres  au  on  peut 
augmenter,  en  leur  ajoutant  une  ou  pluneurs  uni- 
tés, qu'on  peut  diminuer  en  en  retranchant  un  autre 
nombre  1  ainfi  ^  en  ajoutant  trois  unités  au  nombre 
douze  3  on  a  quiniit  \  &  feulement  Ai^ir ,  (idece  nom- 
bre Ton  retranche  quatre.  La  quantité  dont  les  par- 
ties font  fcparées,  s'appelle  grandeur  difcrete  :  tel  eft 
un^mas  de  grains  \  elle  fait  l'objet  de  l'Arithméti* 
que.  On  appelle  grandeur  continue  ,  celle  dont  les 
parties  font  unies  entr*elles  :  fi  ces  parties  exiftenc 
fucceflîvement ,  &  non  toutes  â  la  fois ,  c^eft  alors 
la  grandeur  fuccejfive  :  tel  eft  le  temps  ,  dont  le^ 
Tome  /.  A 
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parties  fe  fui  vent  les  unes  les  autres  fans  aucune  in^ 
terruption  ^  iî  les  parties  exiflent  toutes  à  la  fois ,  on 
la  nomme  grandeur  permanente  :  celle  eft  l'étenduo 
qui  fait lobjet  de  la  Gévnétrie. 

On  peut  divifer  les  Mathématiques  en  pures  Se 
mixtes.  Les  Mathématiques  pures  conHderent  la 
grandeur  en  tant  que  grandeur^  les  Mathématiques 
mixtes  contiderent  la  grandeur  en  tant  que  revêtue 
des  qualités  fenfibles  &c  phyfiques  :  comme  la  Mé- 
cbanique  y  qui  confidere  le  mouvement  des  corps  y 
l'Optique  ,  qui  traite  des  propriétés  de  la  lumière. 
Comme  nous  avons  dé|a  rendu  compte  du  plan  de 
notre  Ouvrage  ,  il  feroit  inutile  de  revenir  là-def- 
fus  ;  mais ,  avant  d'entrer  en  matière ,  il  eft  bon 
d'expliquer  ce  qu'on  entend  par  certains  termes  fort 
ufites  cnez  les  Mathématiciens. 

Un  Théorème  eft  une  prdpofition  dont  il  s'agît 
de  démontrer  la  vérité. 

Un  Corollaire  eft  une  proportion  qui  fuit  d*une 
autre. 

Un  Problême  eft  une  propofition  qui  enfeigne  lé 
moyen  de  faire  quelque  chofe. 

Un  Lemme  eft  une  propofition  qu'on  démontre 
pour  fervir  de  principe  à  un  autre. 

Un  Scolie  efl:  une  remarque  que  Ion  fait  fur  une 
propofition  déjà  démontrée ,  ou  bien  encore  la  ré- 
capitulation fuccinte  d'une  théorie  plus  étendue. 

Une  Définition  eft  une  propofition  qui  explique 
la  nature  d'une  chofe ,  ou  la  ^gnification  d'un  mot. 

On  entend  ,  par  Axiomes ,  des  vérités  fi  palpa-* 
blés  que  perfunne  ne  les  contefte  :  telles  font  les 
propolitions  fuivantes. 

Le  tout  eft  plus  grand  qu'une  de  fes  parties  ; 
deux  cbôfes  égales  à  une  troifiéme ,  font  égales  en- 
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tr*éllei  )  G  à  des  quantités  égales  oh  ajoute  des 
quantités  égales  y  ou  bieh,  lî  de  quantités  égales  on 
retranche  des  quantités  égales  ,  elles  refteronc 
égales.  ■  -  . 

.     D  E  L'ARITHMÉ  TIQUE, 

'1.  U arithmétique ^  on  la  fcience  des  nombres, 
apprend  à  les  compofer  &  décompofer.  On  entend 

far  un  nombre  j  1  ajjemblage  de  plujieurs  unités  j 
unité  e{i  une  çhofe  indivifible  *  ou  qu'on  regarde 
comme  téHe ,  mai»  c'èla  n'empêche  pas* que  certai- 
nes tinités  Ile  foient  compofées  d'autres  imités  plus 
petites  :  par  exemple  ^  l'unité  de  livre  eft  compoféer 
de  feîze  brices-  On  k  fefr  dans  la  numération  ac- 
ttielle  des  dix  carafteres  fui  vans  : 

> 

o  .1      X       i        ¥      ï    ^    .  7        8        9 

2çio^.im>«  àt^xt  troîk^: quatre*^  çloc^,  fi«  i  :(npç  t    hsf^  r,  .ntui 

Le  ô  feul  ne  iîg/iifie  rJen ,  mais  il  augmentéiia  va-' 
leur  4t9  ch'ifFres  qui  le  précédent  vers  k  gauche  i 
lexàriftére  )  ,  par  exemple  y  ne  vaut  que  trois  uni-' 
tés}  mais,  s'il  eftftiîvfd'tm  o,  en  cette  manière" 
30  ,  il  vaUt-rr^/zr^'Vdè  fftcme  le  chiffte  1.  ne  vàuc' 
que  deax:^  hfais'ftiiVi'd  tn'i  ;, en  cette  tnapiére 23  ,* 
il  vaiït  vingt-trois  :  der  forte  que  ,  dans  la  nirméra^* 
tion  aduelle  ,  la  yaîetft  de»  chiffres  va  en  augmen-^ 
tant  de  ijrçicç  i  gf nçhç^  rn  proporcipix^écuple  s 
c'eft-à-dire .,  l'unité,  d'un  chiffre  plus  à  gauche  ^  vacu: 
dix  fôîs  l'unité 'd*un  chiffre  immcdiatemtnt  plus  x. 
droite^:  dôiic',  en  allaht  de  la  droite  à  la  gauche  , 
les  unités  du  premier,  chiffre  feront  des  unités  fim- . 
pies  ;  celles  du  fécond  ',  des  dîxaines  \  celles  du  eroi' 
lîéme ,  dds  centaines  j  celles  du  qûattiéine  ;  déi 
flïiUe ,  &c;  comme  on  le  voit  ici  :  -      ^    •    • 
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Si  donc  on  propofe  d'exptim:er  en  chiffres  le  nom- 
bre cinquante  millions  cin<|  cens  douze  millecent, 
je  commence  par  les  millions ,  en  écrivant  50  j 
j'écris  enfuite  jii,  &àcôtéjepofe  encore  100, 
&  j'ai  50,  511,100,  nombre  demandé  :  mais , 
pour  exprimer  dans  le  difcours  le  même  nombre  ex^ 
primé  en  chiffres ,  après  t  avoiî  partagé  en  tranches, 
en  commençant  par  la  droite»-,  enforte  que  chaque 
tranche  contienne  trois  chiffres,  excepté  la  pre- 
miere  à  gauche  qui  peut  en  contenir  moins  j^  je  vois 
que  la  première  tranche  (car  on  fuppofe  qu'il  y  en 
a  plus  d'une ,  autrement  ce  que  nous  venons  dédire 
n!auroic  pas  lieu }  contient  des  unités  ;  la  fecondç 
des  mille ,  &  la  troifiéme  des  millions  :  ainfi ,  en 
allant  de  la  gauche  à  la  droite»  je  dirai  cinquante 
millions  cinq  cens  douze  n^ille  cent. 

n  E    U  A  D  D  I  T  I  o  N. 

} .  JJ Addition  eft  cette  opération  par  laquelle  on 
trouve  la  fomme  de  phifieturs  nombres  qu'on  veur 
joindre  enfemble» 

pROBL^Mi.  Soie  propofe  d'ajouter  enfembU  les 
nombres  73520,  701 ,  897  :  les  ayant  écrits  les  ^ms 
fous  les  autres,  les  unités  fous  les  unités^  les  dixaioes 
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fbos  les  dixaines,  &c.  on  tirera  une  barre  aa-defToas  ; 

J>renanc  enfuite  la  fomme  des  unités^on  l'écrira  fous 
es  unirés  y  on  prendra  enfuite  la  fomme  des  dizaines  , 
qu  on  écrira  ious  les  dixaines  ;  puis  celle  des  (Cen- 
taines ,  &c.  Si  la  fomme  des  unités  ne  peut  -r*  <xo 
s'exprimer  que  par  1  chiffres ,  on  écrira  .  ^  ^ 
fous  les  unités  celui  de  la  droite ,  &  Ton  re-  g 
tiendra  celui  de  la  eauche  pour  L'ajouter  à  ■ 

la  fomme  des  dixames  ;  on  fera  ta  même  7  5  ^  ^  9 
chofe  â  l'égard  des  dixaines  par  rapport  auxcentaines» 
tcc.  Ainfi  je  dirai  7  8c  %  font  9 ,  que  j'écris  fous  les 
unités  :  je  pafle  enfuite  aux  dixaines ,  en  difant  9  ôc 
X  font  1 1 ,  qui  valent  une  dixaine  &  1  o  dixaines  , 
c*cft-à-dire,  une  dixaine  &  une  centaine  >  c'eft 
pourquoi  j'écris  i  fous  les  dixaines,  &  Je  retiens  1 
pour  rajouter  à  la  fomme  des  centaines  :  je  dis  donc 
X  de  retenu  &  8  font  9 ,  &  7  font  1  ^ ,  &  5  font  2 1 , 
J'écris  I  fous  les  centaines ,  &  je  retiens  les  1  pour 
ÏQS  ajouter  au  chiffre  j  fitué  dans  b  colonne  des 
mille,  je  dis  donc  2  de  retenu  &  ;  font  5 ,  que  j'écris 
fous  les  mille  ;  je  paffe  enfuite  i  la  colonne  des 
dixaines  de  mille ,  qui  ne  contient  que  le  drifire  7 
que  j'écris  fous  cette  colonne ,  de  (brte  que  j'ai 
pour  fomme  cherchée  te  nombre  7511 9. 

4*  Problème.  Ajouter  enfin^lc  des  nombres 
eomplexer^  ^tft-ariirty  Jks  nombres  quï  contiennent 
des  grandeurs  de  différentes  efpeces  j  comme  livres\^ 
fols  j  deniers.  Il  &ut  écrire  les  unités  de  même  na« 
ture  les  unes  fous  les  autres  ,  c'é^sb-dire  y  tes  de- 
niers ,  par  exempte  y  fous  les  deniers ,  les  fots  fous 
les  fofs,,  &c.  C^  prendrît  enfuite  ta  fomme  des 
plus  petites  efpeces,  &  l'on  ver^a  fi  cette  fomme  ne 
contient  pas  une  ou  ptùfîeurs  unirés  de  Tefpece 
pkis  grande  ^  dans  ce  cas  oa  cetiendrèit  cett(s  unité» 
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ou  ces  unités»  pour  en  faire  ui)e  feule  fomme  avec 
le  nombre  (|ui  défîgne  la  fbmme  des  unités  de  la 
grandeur  fuivance  ;  on  en  feroit  de  même  pour  les 
lois  à  regard  des  livres  i  ainfi,  pour  ajouter  enfem^ 
We  le5  noipbres  qu'on  voit  ici , 


js»"'- 

3 

fols. 

^   4en« 

871 

18 
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10 
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1 

1:2  i  8  ""• 

X 

lois. 

ç   dcn. 

Je  prends  la  fomme  des  deniers,  laquelle  étant  17 
(  on  prend  les  i  o  deniers  tous  à  la  fois  )  vaut  5  de^ 
nier  s  &  i  x  deniers ,  c'eft-a-dire,  un  fol  &  cinq  de- 
niers ;  c'eft  pourquoi  écrivant  5  fous  les  deniers , 
je  retiens  un  fol  pour  l'ajouter  à  la  fomme  de  la 
colonne  fuivante  :  je  dis  donc  un  fol  de  retenu  ic 

0  &  1 8  fonc  19  &  3  font  11  »  qui  valent  1  fols  &c  i 
liv.  c'eft  pourquoi  j*écris  1  fols  fous  les  fols  ,  &  le 
retiens  i  que  j'ajoute  aux  livres;  je  dis  donc  un  de 
retenu  &  )  font  4 ,  &  1  font.(> ,  &  1  font  8  ,  aue 
j'écris  fous  les  unités  de  livre.  Je  paflTe  enfuite  a  k 
colonne  foiv^inte ,  donc  la  fomme  eft  1 1  ^  c'efl: 
pourquoi  j'écris  2  fous  cette  colonne  >  &  je  retiens 

1  pour  la  colonne  fuivante,  qui  par  ce. moyen  (  2  ) 
vaudra  1 1  :  ain/i  j'écrirai  a  ious  les  centaines  de 
livre ,  Se  I  au  rang  des  mille,  de  forte  que  la  ^lt(* 
me  fiara  iaz8  liv.  1  f.  5  den.  On  opérera <k  men^ 
s'il  s*agit  d'ajouter  enfemble  des  toifes,  pieds  & 
pouces ,  en  fe  ibuvenaat  qu^  la  coife  vi^ut  6  pied^, 
ic  le  pied  i  %  pouces. 

SçofU.  On  peut,  en  opérant  fur  les  denieirS  ou  les 
fols ,  prendre  i  1^  fois  la  ibipfnede^  dizaines  ^d^$ 
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tttikés  ,  ians  s  aHujecrir  â  paffer  des  unités  aux 
dizaines. 

Démonstration  de  l'Addition.  En  fuîvant  la 
reele  prefcrite  ,  on  prend  la  fomme  des  unités , 
ceue  des  dixaines  y  celle  des  centaines ,  &c.  donc  on 
prend  la  fomme  entière  des  nombres  propofés. 

Poufl^ûre  la  preuve  de  l'Addition ,  on  peut  re- 
commencer l'opération,  en  allant  de  bas  en  haut , 
fi  l'on  a  d'abord  opéré ,  en  allant  de  haut  en  bas  , 
ou  réciproquement  i  ic  û  l'on  trouve  la  même 
fomme  que  l'on  a  d'abord  trouvée,  c'eft  une  mar- 
que qu'a  n'y  a  pas  d'erreur  ;  car  il  n'y  a  point  d'ap- 
parence  qu'on  fatTe  la  même  faute  dans  les  deux 
opérations. 

DE    LA   SOUST RACTIOir. 

^.  Soufiratrc  un  nombre  j  ,  par  exemple  ,  de  5  , 
c'eft  ôter  5  de  5  ;  le  refte  1  eft  l'excès  du  plus  grand 
fur  le  plus  petit  :  on  l'appelle  auili  différence.  11  eft 
vifible  que  l'excès  où  la  différence  2  étant  ajoutée 
au  nombre  ^  qu'on  a  ibuftrait ,  doit  donner  le  nom«- 
bre  5  dont  on  a  fouftrait.  Il  eft  encore  évident  que 
fi  on  ajoutoit  au  nombre  5  un  nombre  10,  par 
exemple ,  en  ajoutant  le  même  nombre  au  nombre 
)  qu'on  veut  fouftraire  de  5 ,  la  différence  2  de  1 5 
à  I }  feroit  e^ore  la  même  qu'auparavant. 

6.  Problème.  Soujiraire  le  nombre  jjoz  du  nom-- 
bre  s^ooi.  Ecrivez  le  plus  petit  fous  le  /  g  ^  o  i 
plus  grand,  enfbrte  que  les  imités jépon-     *  ^  o  t 

dent  aux  unités,  les  dixaines  aux  dixaines,  

&c  Retranchez ,  en  allant  de  la  droite  5  449  5^ 
a  la  gauche  ,  chaque  chiftre  du  nombre  infé- 
rieur du  chiffre  correfpondant  dans  le  nombre 
fupérieur  ;  écrivez  la  différence  fous  chaque  co^ 

A4 
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lonne.  Si  un  des  chiffres  du  nombre  inférieur  fe 
trouve  plus  grand  que  fon  correfpondant  dans  le 
nombre  fupérieur,  ajoute?;  iq  au  nombre  fupérieur; 
mais  enfuite  n  oubliez  pas  d  ajourer  une  unité  au 
chiffre  fuivant  du  nombre  inférieur.  Cette  unité 
étant  ajoutée  à  un  chiffre  '  immédiatement  plus  i 
gauche ,  vaudra  les  dix  unités  ajoutées  Jk  nom'^ 
bre  fupérieur  (  i  )  :  a,infî  (  5  )  la  diflTérence  fera  tou- 
jours la  même.  Ayant  donc  écrit  les  deux  nombres , 
comme  oq  le  voit  ici  :  je  dis  1  de  i ,  cela  ne  fe 
peut  ;  c*efl:  pourquoi  ajoutant  i  o  à  i ,  |e  retranche 
i  de  1 1 ,  jVcris  le  reffce  9  fous  les  unités  ;  mais  je 
me  fouviens  enfuite  d'ajouter  i  au  chiffre  fuivant  o 
du  nombre  inférieur  (cela  fe  fait  feulement  par  la 
penfée  )  ce  qui  fait  i  ,  qt^î  ne  peut  être  fouflrait  du 
cIiifTre  cqrrefpondant  o  ;  j'ajoute  donc  i  o  à  o ,  6c 
je  retranche  i  de  x  o  pour  avoir  le  refle  9  y  que 
j'écris  au  rang  des  dixames  ;  &  à  caufe  de  t  o  ajouté 
au  nombre  fupérieur,  )*a|oute  i  au  chifl&e  5  du 
nombre  inférieur  i  ,  la  fomme  6  ne  peut  être  re- 
tranchée du  chiffre  correfpondant  o  ,  j'ajoute  donc 
I  o  à  o ,  d'où  retranchant  6 ,  il  refte  4 ,  que  j'écris 
à  la  différence  ;  je  me  fouviens  d'ajouter  1  au  chif- 
fre ftiivant  3  du  nombre  inférieur  pour  avoir  la 
fomme  4  ,  qui  6tée  de  8 ,  il  refle  4  que  j*écris  à  la 
différence;  de  comme  je  n'ai  rien  à  oter  de  5 ,  je 
dis  rien,  ou  o  ,  de  5  ,  il  refte  5  que  j'écris  encore 
à  la  différence ,  comme  on  le  voit ,  de  ibrte  que  la 
différence  cherchée  eft  $4499. 

Si  tes  nombres  font  complexes,  il  faut  écrire  les 
vinirés  de  même  efpece  les  unes  fous  les  autres ,  & 
fouflraire  en  allant  de  droite  à  gauche  »  chaque  chif- 
fre du  nombre  inférieur  de  fon  correfpondant  dans 
le  nonibre  fttpépeur.  S'il  arrivoic  que  le  nombre 


Calcul,  9    » 

des  àemers,par  exemple  y  dans  le  nombre  inférieur 
fut  plus  grand  que  fon  correfpondanc  y  on  ajoute- 
roic  à  ce  nombre  correfpondanc  un  fol  réduic  en  de- 
niers y  c'eft-à-dire  »  1 1  deniers  j  mais  il  fàudroic 
ajourer  i  aux  fols  du  nombre  inférieur,  afin  que  la 
différence  fut  toujours  la  même.  Si  Ion  étoit  obli- 
gé d'ajouter  aux  fols  du  nombre  fupérieur  >  on  leur 
ajouceroic  xo  fols,  c'eftr-à-dire ,  une  livre  réduite 
en  fols ,  puis  on  ajouteroit  i  livre  aux  livres  du 
du  nombre  inférieur.   S'il  s'agiflbic  de  pouces , 

Fieds,  &  toifes  ,    on  s'y  prendroic  comme  dans 
exemple  fuivant. 

ExfiMPLE.  Soït  propofé  defouftraire  Zs  toifes  ,  3 
pieds  y  10  pouces ,  de  368  toifes  ^  z  pieds  j  S  pouces. 
Aj^t  diipofé  ces  nombres ,  comme  on  le  voit  ici: 

2^8    toifes.    ^    pieds,    o    ponoas* 

aj  5  lo 


■••^ 
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Je  dis  I  o  de  8  ^  cela  ne  fe  peut  ;  c'eft  pourquoi 
j'ajoute  I  pied  ,  ou  iz  pouces,  a  8  ,  ce  qui  me 
donne  xo ,  d'où  retranchant  i  o  ,  refte  10,  que 
j'écris  fous  les  pouces.  J'ajoute  enfuite  un  pied  au 
nombre  inférieur  pour  avoir  4  pieds  ,  qui  ne  peu- 
vent s'ôter  de  1  ;  c'eft  pourquoi  j'ajoute  une  toife, 
ou  6  pieds  au  nombre  lupérieur  ,  ce  qui  me  donne 
8 ,  d'où  retranchant  4 ,  il  refte  4,  que  j'écris  fous* 
les  pieds.  Comme  j'ai  ajouté  une  toife  au  nombre 
fupérieur,  je  dois  en  ajouter  une  i  l'inférieur  ;  je 
dis  donc  5  &  1  font  f  ^  de  8  ^  il  reAe  ^  ,  que  j'-^-^-* 
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fous  les  toifes  :  |'ôce  enfuite  i  de  ^  ,  &  je  pofe  4 
à  côté  dm  y  ic  enfin  »  ocant  rien ,  ou  o  de  ;  ,  il 
refte  ;  que  j'écris  encpre  i  la  différence  y  qui  efl 
1 42  toifes  y  4  pieds  ,10  pouces. 

Pour  faire  la  preuve  de  la  Souffaraâîon,  onajou-* 
tera  enfemble  le  nombre  qu'on  a  fouflxait  avec  la 
différence ,  &  Ton  trouvera  la  même  fomme ,  fi 
l'opération  efl  bien  faite.  Si  l'on  ajoute  donc  1 5 
toifes,  3  pieds,  to  pouces,  avec  341  toifes,  4 
pieds,  10  pouces,  on  aura  )(^8  toifes,  1  pieds» 
8  pouces  :  ainfî  l'opération  ci-defTus  eft  bien  faite. 

Pour  faire  la  démonftration  de  la  Souftra6fcion  , 
il  n'y  a  qu'à  remarquer  qu'en  fuivant  la  méthode 
propofée,  on  prend  la  différence  des  unités ,  celle 
des  dixaines ,  des  centaines ,  &c.  du  plus  grand  & 
du  plus  petit  nombre  :  on  trouve  donc  la  différence 
totale  de  l'un  à  l'autre. 

DE  LA  MULTIPLICATION. 

7.  Multiplier  un  nombre  par  un  amre  y  c*ejl  pren* 
dre  le  premier^  quon  appelle  Multiplicande  autant 
de  fois  qu'dy  a  d'unités  dans  le  fécond  j  quon  nom." 
me  Mukiplicatettr  \  le  réfultat  s'appelle  Produit. 
Par  exemplty  multiplier  5  par  j ,  c'efl  prendre  5 
crois  fois,  ce  que  l'on  fait,  en  diiant,  5  fois  5  font 
X  5  »  5  eft  le  multiplicande  j  )  le  multiplicateur  j  ic 
1 5  le  produity  II  fuit  de  là  que  le  produit  i  f  doit 
contenir  le  multiplicande  5  trois  fois ,  c'eft-  à-dire , 
autant  de  fois  que  le  mulcipUcateuf  contient  l'unité. 
Pour  exécuter  facilement  la  multiplication ,  il  eft 
bon  d'apprendre  par  cœur  la  cable  fuivante  ,  doiit 
i'ufage  eft  facile  à  concevoir  i 
fi  ]t  veux  fkv^oir  ,  par  exemple  >  combien  font  7 


C  A 
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{ois  6  y]Q  cherche  I4  café  qui  répond  i 7  &  à  6,  le 
nombre  42-^ui  fe  trouve  dans  cette  café,  ell  le  pro- 
duit de  7  par  6,y  Se  ainfî  des  autres. 


I 

z 

î 

_4 

5 
6 

■7 
8 

9 

2 

4 
<; 

8 

10 

12 

14 
i<î 

18 

20 

3 

9 
12 

18 
21 

11 

17 

4 
8 

12 

i^ 

20 

14 
28 

40 

10 
15 
20 

2f 
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35 

40 

45 
1^ 

12 

Ï4 

4* 
48 

54 
60 

7 

«4 
21 

28 

M 
41 
49 

5<? 
^? 

70 

sa 

8 
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40 

4e 
$6 
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71 
80 

9 

JO 

18 

20 

i7 

45 
54 

72 
81 

90 

40 

SÔ 

70 
80 
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PaoBLEMB.  Multiplier  un  nombre  par  un  autre* 
Écrivei^  le  multiplicateur  au*de0bas  du  multipli- 
cande y  de  manière  que  les  unités  répondent  aux 
unités  2  les  dixaines  aux  dixaines  ,  Sec.  Ecrivez 
enfuite  >  en  allant  de  la  droite  i  la  gauche ,  le  pro*^ 
duit  de  chaque  cbifïre  du  multiplicande  par  les  uni- 
tés du  multiplicateur, , ayant  attention 5  loriquun 
f>roduit  contient  deux  chiâres ,  de  retenir  celui  de 
a  gâO|j^e ,  pour  l'ajouter  au  produiiifuivant,  dont 
les  unités  font  des  dizaines  du  produit  précédent. 
S'il  y  a  plufieurs,  chifiî:es  au  oiultipUcatèur ,  le  pre* 
mier  chiffire  de  chaque. produit  doit;  être  écrit  fous 
le  chiffre  correfpondant  du  rnukiplicateuc  >  ce  qui 
eft  évident  \  puifque ,  qu^md  on  mukiplie  ,  par 
exemple  ^  par  les  dixaines  du  multipliGateur  y  le 
premier  iwfie  du  produit  doit  être  an  rai^  des 
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dixaines,  &c.  Prenez  enfuite  la  fomme  de  cous  les 
produits  y  Se  voas  aurez  le  ptoduic  total  :  Pour  mul* 
tiplier  5051,  par  exemple  ,  par  15?,  af)ros  avoir 
écrit  le  multiplicande  &  le  mnltiplicateiu:  ^  comme 
on  le  voit  ici,  je  dis  ;  fois  1  font  6  ,  20(1 
que  j 'écris  foiis  le  premier  chiffre  du  mul-  *  j . . 
tiplicateur  ;  je  dis  enfuite  j  fois  5  font  ^ 

1 5  ,  j'écris  5  à  côté  de  (^,  &  je  retiens  i  :      ^  ^ 
continuant  d'opérer,  je  dis  ^  fois  o  font     ^ 

0  1        *  r  .1/      •      ?0Ç1 

O ,  &  I  de  retenu  ront  i  »  que  j  cens  ^  ^ 
a  la  gauche  du  5  >  je  dis  enfuite  5  fois  4^^95^ 
3  font  9  ,  que  j'écris  comme  on  le  voit  ,  & 
j'ai  le  produit  du  multiplicande  par  le  premier 
chiffre  du  multiplicateur.  Je  prends  de  thème 
le  produit  du  multiplicande  par  le  fécond  chiftre 
du  multiplicateur  ,  en  difant  5  fois  z  font  10; 
j'écris  o  fous  le  fécond  chiffre  5  du  premier  pro^ 
duit,  &  je  retiens  i.  En  continiiant  d'opérer  » 
je  dis ,  5  fois  5  donnent  15,  &  i  de  retenu  font 
16 y  j'écris  6  Se  retiens  1  ;  je  dis  enfuite  5  fois  o 
donnent  o ,  &  1  de  retenus  donnent  i ,  que  j'écris 
si  côté  de  6  :JQ  dis  enfin  5  fois  ;  font  15»  que  je 
pofe  ^  comme  on  le  voit.  Je  pafTe  au  troiu^e  chif- 
fre du  multiplicateur,  en  difant,  x  fois  1  eft  2 ,  que 
j'écris  fous  i  ,  c'eft-à-dire ,  sùa  rang  des  centaines  ; 
je  dis  enfuite  i  fois  5  donne  5  ,  j^ecris  5  à  côté  de 
2  :  enfuite  i  fois  o  donne  o  ',  que  j'écris  ^rès  f  ; 
enfin  i  fois  }  fait  j  ,  que  j'écris .  après  o.  J'a- 
joute ces  dififérens  produits  ,  en  diûnt ,  6  cpe 
j'écris  fous  6  j  enfuite  o  &  5  font  5 ,  que  j'écris  à 
côté  de  6.  Et  continuant  d'opérer,  je  dis  ,  i  &  (S 
font  7 ,  &  2  donnent  9 ,  que  j'écris  i  coté  de  5  ;  & 
continuant  de  même  ,  j'ai  le  produit  total  ^66^ <6. 
Démonstration  de  la  Multiplication.  Eafui?-. 
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▼ant  le  procédé  que  nous  venons  d'indiquer ,  on 
prend  le  produit  du  multiplicande  par  les  unités  » 
par  les  dixaines ,  centaines ,  &c.  du  multiplicateur  : 
donc  on  trouve  le  vrai  produit,  ou ,  ce  qui  revient 
au  même ,  Ton  prend  le  multiplicande  autant  de 
fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplicateur  • .  •  £n 
e£Fet^  en  multipliant  par  3  ,  on  a  pris  le  multipli- 
cande  5  fois  y  en  multipliant  par  5  on  Ta  pris  5  o 
fois  ,  puifqu  on  a  écrit  le  premier  chiâPre  du  pro^ 
duit  au  rang  des  dixaines  ,  en  multipliant  par  i  , 
&  mettant  le  premier  chiffre  du  produit  au  rang 
des  centaines ,  on  a  multiplié  par  100  :  on  a  donc 
pris  le  multiplicande  1^5  fois* 

Comme  dans  certains  cas  on  peut  abréger  la  mul-. 
tiplication,  il  eft  bon  d'en  faire  coniioitre  quelques- 
uns.  Si  Ton  doit,  multiplier  par  i  fuivid'un  ou  de 
plufieurs  o  il  fiUEra  d'écrire  à  la  fuite  du  multipll- 
çande^Utantde,  o  qu'il  y  en  a  au  multiplicateur  ;par 
exemple,  pont  multifliQT  25  par  100,  j'écris  15  00^ 
ce  aui  eft  évident  3  puifque  multiplier  15  par  100, 
c'e(r  prendre  le  multiplicande  1 00  fois ,  ou,  ce  qui. 
revient  aumcniè^c'eft  rendre  le  multiplicande  loo- 
fois  plus  grand  i  or ,  en  ajoutant  deux  o,  pn  rend 
le  tnulripUcande  100  fois  plus  grand,  puifque  fes 
unicés  deviennent  des  centaines ,  &  fes  dixaines  de«> 
viennent  des  mille  :  donc ,  &c.  Si  on  avoit  à  mul- 
tiplier X  5  par  un  nombre  quelconque ,  fuivi  d'un 
ou  de  pludeurs  o  ,  on  multipUeroit  i  l'ordinaire 
fans  avoir  égard  àox  o,  on  âjouteroit  enfui  te  au 
produit  autant  de  6  qu'il  y  en  auroit  au  multiplica^ 
teiir  :  ain/i ,  fi  le  multiplicateur  étoît  3  00 ,  on  mul- 
tipUeroit 2  5  par  3 ,  le  produit  eft  75  ,  i  côté  duquel  ; 
écrivant  00 ,  j'ai  pour  produit  total  7500  :  en  efiet 
le  produit  de  25  par  300  doit  ê;.re  triple  du  pro- 
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duit  de  Z5  par  loo  j  or,  7500  eft  triple  de  ^500* 

S'il  7  avoir  des  o  y  tantd  la  fin  du  multiplicande , 
que  du  multiplicateur  :  par  exemple ,  fi  on  aVôit  à 
multiplier  150  par  joo,  on  multiplieroit  15  par 
5  ,  &  l'on  ajoureroit  au  produit  75  autant  de  o 
qu'il  y  en  a,  tant  au  multiplicande  qu'au  multîpli- 
<:ateur,  &  le  produit  cherché  feroit  75000.  Pour 
en  avoir  la  raifort ,  il  fuffit  de  remarquer  que  le 
produit  de  25  par  joo  doit  être  7500,  ainfi  que 
no'us  l'avons  ait  ci-deflus  j  ôt  150  eft  10  fois  plus 
grand  que  i  5 ,  donc  le  produit  7  5  00  eft  i  o  fois  trop 
petit';  ori'doit  donc  ,  en  ajoutant  un  o,  le  rendre 
10  fois. plus  grand  :  donc,  &t. 

Remarque  l.  Cela  n'a  pas  lieu  pour  les  o  qui  fe 
trouvent  entre  les  chiffres  pofitifs  du  multiplicande 
ou  du  multiplicateur:  ainfi ,  pour  multiplier  i  ïoôq 
par  10X00,  on  doit  multiplier  11  pir  loi  ,  &*» 
ajouter  au  produit  autant  de  o  qu'il  y  en  a  ,  tant 
al:  la  fin  du  multiplicande ,  qu'à  la  fin  du  multiplia' 
cateur,  &  l'on  auta  pour  produit  m  looobo.     ,[ 

RËMARQtJE  IL  La  Multiplication  fert  i  réduire' 
lès  grandes  efpeces  en  petites^  par,  exemple  ^  'les 
toifes  en  pieds  ,  les  pieds  en  polices ,  les  livres  en. 
fols  ,  les  fols  en  deniers.  Ce  qui  fe  fait  en .  multi- 
pliant les  grandes  efpeces  par  le  nombre  qui  dé- 
fiene  combien  de  fois  la  grande  contient  h  petite 
eipece  :  ainfi ,  pour  fa  voir  combien  8  toifes  valent' 
de  pieds  ,  je  multiplie  8  pat  (î,  parce  que  ia  toife' 
contient  fix  pieds ,  le  produit  ^8  me  fait  voir  que 
8  toifes  Valent  48  pieds. 

Pour  prouver  la  multiplication ,'  on  peut  changer' 
l'ordre  des  nombres  donnés .  c'eft-à-dire ,  prendre' 
pour  multiplicande  le'  multiplicateur ,  &  récipro- 
quement *y  car  on  doit  toujours  trouver  le  même 
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produit  :  eu  etfer>  4  multiplié  par  j  donne  1 1  ;  Se  j 
multiplié  par  4  donne  auffi  1 1. 

« 

DE    LA    D  I  r  I  S  I  O  N. 

8.  La  Divi/ion  cfi  une  opération  par  laquelle  on 
cherche' combien  de  fois  un  nombre  j  par  exemple  » 
/5  fftW  appelle  Dividende^  cohticnt  un  autre  nom» 
ire  f  ^  par  exemple,  quon  nomme  Divifeor  ^  le 
nombre  3  qui  exprime  combien  de  fois  le  diyidende 
If  contient  le  divifeur  ^  ^  eji  appelle  Quotient. 

CoROLLAiRk.  De-là  il  fuit  :  1^.  que  le  divi- 
dende contient  le  divifeur  autant  de  fois  que  le 
quotient  contient  l'unité;  i^  que  la  divifion  eftunSe 
efpece  de  fouftraâion ,  puifque ,  quand  on  demande 
de  divifer  1 5  par  5  ^  c'eft  la  m^me  cho(e  que  Ci  Of& 
demandoit  de  ibuftraire 5  de  i\  autant  de  fois  qu'il 
y  eft  contenu,  c'eft-^-^lire,  3  fois  ;r  &  £  Ton  (ait  at-* 
tendon  qu  en  nAtltipliant  5  pair  y  y  on  ajoute  5.  croie' 
fois ,  il  ièra  aifé  de  voir  que  la  multiplkadbn  e& 
une  efpece  d'addition,  comme  la  divifion  eft  uneel^ 
pece  de  ibuftraâion  ;  5^.  que  parte  que  iequotient 
exprime  combien  de  fois  le  3i\rifeiir  ^ft  contioim» 
daHs  le  dividende  ,  fi  on  D^ëûd^ie^divtfeur  autant 
de  fois  qu'il  y  a  d'ui:iît^.^mS/te'(^otient%  cin  aoial 
le  dîvidenSl^de  forte^q^ie  le  ppcâuit  du  divifeur» 
par  le  quotient ,  doit  rendre  le  dividende  (  &  c'etb 
en  cela  que  confiftela  preuve  de  k  diivifioa) ,  fi  le. 
quotient  eft  êxaâ  \  mais  fi  ce  quotient  n^èft  posj 
exaA  ,  c'eft-à-<lire ,  s'il  y  a  un  refteVil  eftnécef-. 
iàire  qu'en  ajoutant  le  tp&Q  an  produit  dont  nous^ 
venons  de  parler ,  on  retrouve  le  dividende.  Paf\ 
exemple ,  fi  je  divife  14  par  5  ,  je  dirai  en  14  00m-. 
bien  de  fois  j  s  j^  trouve  4  pour  quotient  ^  mais  ;; 
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parce  q\ie  là ,  produit  du  divifear  5  par  le  quotient 
4,  étant  fouftrait  du  dividende  14  >  il  y  a  4  de- 
refte  ,  il  faut  qu'en  ajoutant  le  refte  4  au  produit 
zo  ,  on  retrouve  le  dividende  14  ;  4**.  puifqu'en 
multipliant  5  par  j  ,  le  produit  15  contient  évi- 
demment le  mnltiplicancle  5  trois  fois ,  c'eft-à-dire , 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  daos  le  multiplica-^. 
teur  ,  fi  on  divife  le  produit  par  le  multiplicaiide , 
on  doit  retrouver  le  multiplicateur  au  quotient  1  en. 
effet ,  en  divifant  15  par  5  »  on  a  j  pour  quotient. 
On  voit  au/Ii  qu'en  divifant  le  produit  1 5  par  le. 
multiplicateur  ,  on  aura  le  multiplicande  5  ,  &c 
c'efl  en  cela  que  confifte  la  preuve  de  la  multi- 
plication. 

Problème.  Divifef  un  nombre  par  un  plus  petit. 
Ecrivez  le  divifeur  à  la  droite  du  dividende,  en  \^% 
iëparant  l'un  de  l'autre  par  une  barre  ;  tirez-en  une 
autre  au-defibus  ;  prenez  |>our  premier  membre  d» 
divifton  un  nombre  de  chifiîes  capaUe  de  contenir 
le  divifeur  ;  cherchez  combien  de  fois  le  divifeur 
efl  contenu  dans  le  premier  membre  dont  nous  ve- 
nons de  parler  :  écrivez  le  quotient ,  en  commen- 
çanr  par  la  gauche  ;  multipliez  enfuite  le  quotient, 
que  vous  venez  d'écrire  par  le  divifeur  ;  ôtez  le 
le  produit  du  premier  membre  de  divifion  ;  à  côté 
du  refle  ,  ou  de  o ,  s'il  n'y  a  point  de  refle  ,  de{^. 
cendez  le  chiffre  fuivant  du  dividende  ;  divifez  le 
refle  joint  au  chiffre  defcendu ,  ou  le  chiffre  de{^ 
cendu  feul ,  s'il  n'y  a  point  de  refle ,  par  le  divi- 
feur \  écrivez  le  réfultat  au  quotient ,  &  ainfî  de 
fiiite  jufqu'à  la  fin.  Si ,  en  opérant  aiiifi  ^  Ton  s'ap-^ 
perçoit  que  le  divifeur  n'eflpas  contenu  dans  quel- 
qu'un des  membres  de  divifion.  qui  fuivent  le  pre-^ 
miér  y  on  mettra  o  aa  quotient  ;  &  il  à  la  fin  on 

trouve 
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trouve  un  refte,  on  l'écrira  à  parr,  en  le  renfermant 
encre  deux  crochets  »  {>our  Tajoucer  au  produit  du 
quotient  entier  par  le  divifeur. 

Exemple  I.    Soit  propofé  de  divifer  S 2 4.  par  ^^ 
Ayant  écrit  le  divifeur  à  la  droite  du  dividende  ^ 
comme  on  le  voit  ici ,  je  prends  8  pour  g^ 
premier  membre  de  divifion ,   &  je  dis 


xo6 


eh  8  combien  de  foii  4 ,  je  trouve  qu'il  ^ 
y  eft  2  fois,  c'eft  pourquoi  j  écris  1  au   ^^4 
quotient  ;  multipliant  enfuite  le  divifeur  par  le 
quotient,  &  retranchant  le  produite!^  8  ,  il  fefte 

0  ,  à  côté  duquel  je  defcenas  1  \  mais  ,  parce  que 

1  ne  contient  pas  4 ,  j*écris  o  au  quotient.  A  côté 
de  X  je  defcends  4  pour  avoir  24  au  troificme 
membre  de  divifion  :  je  divife  14  par  4,  &  j'écris 
le  quotient  6  ,  que  je  multiplie  par  le  divifeur  4  ; 
Le  produit  14  étant  retranché  de  14 ,  il  ne  refte 
rien,  de  forte  que  le  quotient  eftexadr^èc  égal  à2o<î. 

EjçEMPiE  IL   Soit  propofé  de  divifer  jf8  par  j^ 
Je  prends  3  5  pour  premier  membre  de  divifion  ^ 
parce  que  le  premier  chiffre  3  ne    «^'8]< 
contient  pas  le  divifeur^  je  dis  en- 


fuite  en  j  5 ,  combien  de  fois  5,  il    35     7^     \i) 
y  eft  7  fois,  j'écris  7  au  quotient j      *^8 
je  muttiplie  le  divifeur  5  par  7  »  le        5 

{>roduit  3  5  étant  retranché  de  3  5 ,  3 
e  refte  eft  o  j  à  côté  duquel  je  defcends  8  ,  pour 
dire  enfuite ,  en  .8  combien  ^q  fois  5,1  tois , 
l'écris  donc  i  au  quotient  j  &  multipliant  5  par  i  > 
je  retranche  le  produit  5  de  8.  J'ai  un  reite  3  que 
j'écris  encre  deux  crochets ,  comme  vous  le  voyex 
ici^,  ce  qui  marque  que  fi  le  dividende  eût  été  plus 
petitde.  3,  il  auroit  contenu  le  divifeur  71^  foisjufte. 
.  Ë;cEMP|.È  m.  Soit  propofé  maintenant  4^  divifer 
Tome  1.  B 
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^534  P^^  ^3*  Ayant  difpofé  le  divifeur  &  le  di videi^ 
de  comme  i  l'ordinaire  ,  je  remar-    ^ 

3ue  que  les  deux  premiers  chiffires  — ~i 
u  dividende  ne  contiennent  pas  le  'J^o  (>(f  (i5) 
divifeur  1 3 ,  c*eft  pourquoi  je  prends  '54 
oar  premier  membre  de  divifion  \i^ 
s  trois  premiers  chiffres  du  divi-  '  ^ 
dende ,  &  je  conçois  que  le  premier  chiffre  1  du 
divifeur  répond  aux  deux  premiers  du  dividende , 
en  cette  manière  ^^\  (ce  qui  a  lieu  de  même  toutes 
les  fois  qu'un  membre  de  divifion  contient  un  chif- 
fre de  plus  que  le  divifeur  }•  Je  dis  enfuite ,  en  i  $ 
combien  de  fois  1 ,  je  trouve  qu'il  y  eft  7  fois  :  je 
multiplie  le  divifeur  entier  par  7,  le  produit  161 
ne  peut  être  fouftrait  du  dividende  partiel  153: 
ainu  je  diminue  le  quotient  d'une  unité  j  1^  comme 
le  produit  1 3  8  du  divifeur  1 3  par  6  peutActre  ôté 
du  premier  membre  de  divifion  153,  je  rais  cette 
fouftraAion ,  &  je  diets  6  au  quotient.  Je  defcends  4 
i  côté  du  refte  1 5  ,  &  je  trouve  de  même  que  le 
fécond  chiffre  du  quotient  eft  6  :  je  multiplie  en- 
core le  divifeur  par  (?  ,  &  je  fduffarais  le  produit 
138  de  154,  pour  avoir  le  refte  16 ^  que  j'écris 
à  coté  du  quotient ,  comme  on  le  voit  ici. 

Remarques.  I  °.  On  fe  fert  d'abord  feulement 
du  premier  chiffre  du  divifeur  pour  trouver  le  quo-^ 
tient  ;  mais ,  parce  qu'il  s'agit  de  trouver  combien 
de  fois  le  divifeur  entier  eft  contenu  dans  le  di* 
vidende ,  il  faut  »  avant  de  mettre  un  chiffre  au 
quotient ,  multiplier  le  divifeur  entier  par  ce  chif- 
fre. Si  le  produit  peut  être  fbuffarait  du  dividende 
partiel ,  on  l'écrira  au  quotient  :  fi  le  contraire  ar* 
rive,  on  diminuera  le  quotient  d'une,  de  deux  ^ 
de  trois  ,  Sec.  unités^  jufqu'i  ce  que  le  produit 
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foie  contenn  dans  ce  dividende  ;  &  fi  le  divifeur  fe 
crouvoit  plus  graiid  que  le  membre  de  divifion  fur 
ieqael  on  opece,  on  écriroic  o  au  quotient,  x^.  11 
eft  bon  de  pafler  un  trait  fur  chaque  chiffre  qu'on 
abaifle ,  a6n  de  fe  fouvénir  qu'on  l'a  abaiifé.  3  ^.  Si 
un  refte  étoit  égal ,  ou  plus  grand  que  le  divifeur, 
ce  feroit  une  marque  que  le  divifeur  feroit  contenu 
dans  ce  dividende  au  moins  i  fois  de  plus  qu'il  n'eft 
marqué  par  le  quotient ,  il  faudroit  donc  augmeii<- 
ter  ce  quotient.  4^.  On  ne  peut  jamais  menre  pins 
de  9  au  quotient;  car  fuppofonsd  abord  que  le  mem- 
bre  de  divifion  fur  lequel  on  opère ,  contient  au- 
tant de  chiiflres  que  le  divifeur  s  que  ce  membre 
foit  99 ,  par  exemple  y  qui  eft  le  mus  grand  nom- 
bre de  deux  chiffres ,  &  que  le  divifeur  foit  10, 
qui  eft  le  plus  petit  nombre  de  deux  chiffres  ;  or 
99  ne  contient  pas  10  dix  fois  ,  puifque  x  o  fois  10 
font  1 00 ,  plus  grand  que  99.  Suppolons  en  fécond 
lieu  que  le  dividende  partiel  conàenne  un  chiffre 
de  plus  que  le  divifeur  ^  de  manière  que  l'on  ait  25 
pour  divifeur,  &  249  pour  dividende  partiel ,  il 
eft  vifible  qu'en  augmentant  d'une  unité  ce  divi- 
dende ,  on  aura  250:  mais  alors  on  ne  pourra 
plus  prendre  250  pour  dividende  partiel,  mais 
feulement  25  égal  au  divifeur,  de  lorte  que  149 
eft  le  plus  grand  dividende  de  3  chiffres  par  rap^ 
port  au  divifeur  25  ^  or  249  ne  contient  pas  25 
dix  fois ,  puifque  i  o  fois  2  5  valent  250:  donc  fi 
le  premier  membre  de  divifion  contient  un  chiffre 
de  plus  que  le  divifeur,  on  ne  peut  pas  mettre  plus 
de  9  au  quotient.  Mais  parce  que  chaque  refte  eft 
toujoturs  plus  petit  que  le  divifeur  ,  au  moins  d'une 
unité  9  fi  à  côté  de  ce  refte  on  defcend  o ,  ce  qui  le 
rendra  i  o  fois  plus  grand ,  il  s'en  faudra  encore 
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au  moins  de  i  o  unités  que  le  divifeur  n'y  foit  con- 
tenu I  o  fois  :  donc,  (î  à  la  place  de  o  on  met  9  (  qui 
eft  le  plus  grand  chiffre  qu'on  puifTe  y  mettre  )  il 
s'en  faudra  encore  au  moins  d  une  unité  que  le  di- 
vifeur ne  foit  contenu  dix  fois  dans  le  dividende 
partiel;  aindon  ne  peut  pas  mettre  plus  de  9  au  quo- 
tient pour  quelque  membre  de  divifion  que  ce  foit. 
Soit  propofé  de  divifcr  yp  par  4.  Ayant  divifé  7 

f»ar  4  »  &  fouftraitle  produit  4  (  du  quotient  i  par 
e  divifeur  4  ) ,  il  refte  j  plus  petit  d'une  unité  que 
le  divifeur  4  ;  donc  fi  à  coté  de  5  on  mettoit  o  , 
on  auroit  30,  &  Ton  voit  qu'il  s'en  faut  de  10 
itnités  que  3  o  ne  contienne  4  dix  fois  ;  par  con« 
féquent'fi  à  la  place  de  o  on  met  9  ,  il  %^n  faudra 
d'une  unité  que  le  dividende  partiel  3  9  ne  contienne 
I  o  fois  le  divifeur  4. 

Pour  faire  la  preuve  de  la  divifion^  on  multî- 


a 
1 
exa^e. 

Démonstration  de  la  Divifion.  En  opérant , 
ainfi  que  nous  l'avons  dit ,  on  trouve  combien  de 
fois  le  divifeur  eft  contenu  dans  ks  centaines , 
dixaines,  &c.  du  dividende  ;  on  trouve  donc  le 
vrai  quotient  cherché. 

Pour  réduire  les  petites  efpeces  aux  grandes  : 
par  exemple  y  les  fols  en  livres ,  on  fe  fervira  de  la 
divifion  >  &  Ion  divifera  le  nombre  des  petites  ef- 
peces y  par  celui  qui  défigne  combien  de  fois  la 
gtandecontient  la  petite:  ainfi,  pour  favoir  com- 
bien de  toifes  valent  45  pieds,  je  divife  45  par  G  ; 
le  quotient  7  &  le  refte  3  me  font  voir  que  45  pieds 
valent  7  toifes  3  pieds. 


• 
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S'il  y  a  à  la  fin  du  dividende  un  certain  nombre  de 
o ,  &  que  le  divifeur  foie  i  fuivi  de  zéros  ,  on  ef^ 
facera  autant  de  o  à  la  fin  du  dividende ,  qu'il  y  en 
a  au  divifeur.  Ainfi»  pour  divifer  ziopo  par  i  oo  ^ 
on  écrira  iio  ;  car  ^  en  opérant  aihfi ,  on  prendra.^ 
k  centième  partie  du  dividende  ,  c  eft-a-dire  / 
qu'on  rendra  le  dividende  loo  fois  plus  petit.  Si 
l'on  avpità  divifer  5150  par  looo^  parce  que  le 
divifeur  contient  plus  de  o  que  le  dividende  ,  on 
feroit  la  diviCon  a  l'ordinaire. 

9.  Avant  de  pafler  plus  loin  y  nous  allons  donner 
l'explication  de  quelques  figues  qu'on  trouve  fré^ 
quemment  dans  les  ouvrages  de  Mathématiques. 
Le  figne -t- marque  l'Addition  :  ainfi  z  -+-  j  mar* 
que  la  fomme  de  z  8c  de  5  ,  ce  figne  eft  appelle 
flus  %.  de  forte  que  5  +  5  »  ou  5  plus  5  font  8.  ^ 
figne — ^  marque  laSouftraâion  >  on  l'appeUe/Taai/u .' 
ainfi  5  —  1 ,  ou  5  moins  x  ,  vaut  j..  Le  figpe  = 
s'appelle  fignè  d'égal'uc  i  2xnCi%  • —  z==  }  veut  dire 
que  5  —  z  eft  égal  a  j.  Le  figne  X  indique  la  Mul- 
tiplication ;  de  forte  que  3  X  5  ==  x  5 ,  cela  fi^i- 
fie  que  j  multiplié  par  5  eft  égal  à  15.  Le  figne 
^  ou  >•  fignifie  plus  petit  &  plus  grand  :  ainfi  j 
<^  5  j>  7  ]>  X  fignifient  que  j  eft  plus  petit  que  5  , 
ôc  7  plus  grand  que  z;  en  un  mot  la  quantité  la 
plus  grande  fe  trouve*  toujou|:s  du  côté  de  l'ouver- 
ture ,  &  la  plus  petite  du  coté  de  la  peinte  du 
figne. 

DES    FRACTIONS. 

10.  Une  fraction  n'eft  autre  chofe  qu'une  ou 
plufieurs  parties  de  l'unité.  On  fe  fert.  de  deux 
jiombres  pour  exprimer  une  fraftion  ;  Tun  s'ap- 


y 


». 
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ElU  le  Dénominateur  y  parce  qu'il  déiîgne  laqua^ 
é  des  parties  de  runité,,  fi  ce  ibnc  des  ûeçs  ,.  /7ar 
exemple ,  ou  des  quarts  ^  &c.  l'autre  eft  appelle 
Numérateur  ;  il  marque  le  nombre  des  parties  que 
Ton  prend  x  on  écrit  le  dénominateur  au-de£[biis  d^ 
numérateur  ;  en  féparant  l'un  de  l'autre  par  uno 
ligne.  Si  donc  |e  veux  exprimer  en  nombres  les 
deux  tiers  <l'une  unité,  j'écrirai  j.  Il  n'eft  pas  difS-- 
cile  de  comprendre  qu'on  peut  regarder  le  numéra*^ 
teur  comme  un  Dividende  ^  &  le  dénominatieur 
comme  un  Divifeur.  en  effet ,  fuppofons  que  l'u- 
nité dont  il  s'agit ,  foit  un  pied ,  les  7  d'un  pied 
feront  la  même  çhofe  que  le  tiers  de  deux  pieds  y 
puifque  les  7  d'un  pied  valent  8  pouces  ^  aum  bien 
que  le  \  de  deux  pieds.  De-U  il  luit  que  tout  refte 
a^divihon  efl:  une  ftadbion  1  par  exctnple  y  fi:  l'oa 
divife  1}  par  5  ,  on  a  4  au  quotient  ,  &  3  de 
refte  ;  or  il  eft  vifible  qu'il  faut  prendre  ta  cinquié-r 
me  partie  de  ce  refte  ^  de  forte  que  le  quotient  en^ 
tier  fera  4  --h  {• 

Si  deux  frayions  ont  le  même  dénominateur,  la 
plus  grande  eft  celte  qui  a  un  plus  grand  numérareur. 
En  premier  lieu  il  eft  évident ,  par  ex.  que  j  ]>  y  ; 
eu  fécond  lieu ,  il  n'eft  pas.  moins  évident  qu'une 
fraction  fera  d'autant  plus  grande  que  fon  numéra- 
teur fera  plus  grand ,  Se  fon  dénominateur  plus 
petit ,  puifque  dans  ce  cas.  le  numérateur  contien*' 
ara  plus  le  dénominateur ,  fbit  quil  le  coi>cienne 
entièrement,  ou  en  partie  :  mais,  une  f):aéi|îon  eft 
d^autant  plus  petite  ,  que  fon  dénominateur  eft  plus 
grand  ;  ainfi  7  <;  ^  :  en  troifiéme  lieu ,,  il  eft  fk- 
cile  de  comprendre  qu'une  fraftiori  refterade  même 
valeur,  en  multipliant  ou  en  divifant  fes  deux  ter* 
mes  par  un  même  nombre  ^  cai:  la  fraâbîon  7  »»  7  ; 
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eà  effet,  dans  le  premier  cas  on  |)rend  deux  par^ 
lies  de  Tunicé ,  &  dans  le  fécond  on  n'en  prend 
lu'une  ;  mais  auffi  les  parties  de  la  féconde  fradion 
ont  deux  fois  plus  grandes  que  celles  de  la  pre^ 
miere  >  ce  qui  donne  m  même  valeur  pour  les  deux 
fraâbions.  De  même  la  fraâion  |  fe  réduit ,  en  divi« 
faut  fes  deux  termes  par  5  ,  à  la  fradion  .7=7,  &c 
la  fraâion  \  derient  |  ^  en  multipliant  fes  deux  ter- 
mes par  3« 

Une  fraébion  eff  plus  petite  que  l'unité  «  lorfque 
fon  numérateur  eft  plus  petit  que  ion  dénomina^ 
ceur^  elle  eft  plus  grande  que  l'unité ,  fî  fon  numé-^ 
xateur  eft  plus  grand  que  ion  dénominateur  :  enfin , 
elle  eft  égale  à  l'unité ,  lorfque  le  numérateur  ei^ 
égal  au  dénominateur  :ainii^=ss  x  >  ^  ^^  i^&i^  i* 
Ce  qui  eft  évident. 

Pour  réduirV  un  entier  5  en  fraâion,  il  fuffit  de 
regarder  t'entier  comme  le  numérateur  d'une  frac- 
tion y  dont  le  dénominateur  feroit  i  ;  de  iôrte  que 
5  =  I  ;  car  I  ne  divife  ni  ne  multiplie  ;  maisT ,  il 
ou  vouloit  une  fraâion  qui  eût  ua  dénominareut 
donné  f  ^  par  exemple ,  on  multiplieroît  Tentier  5 
par  3  y  pour  avoir  1 5^  <»  numérateur  de  la  fraâion 
cherchée ,  qui  feroit  -j-  =  5. 

II.  pROBLEii«a«  Réduire  deux ^aSions  au  inime 
dénominateur.  Soient  les  deux  fraâions  7,7;  mul- 
tipliant les  deuK  termes  de  la  première  par  le  dé- 
nominateur <  de  la  féconde  ,  |*ai  7  =  77  (  i  o  )  ; 
multipliant  ae  même  les  deux  termes  de  la  féconde 
par  le  dénominateur  3  de  la  premiese,  f  ai  7  =  77* 
lleft  vifible  que  te&iraâions  réduites  ibnt  de  même 
valeur  qu'avant  la  réduâion ,  &  de  plus ,  qu'elles 
lont  réduites  aa  même  dénominateui ,  puifque  te 
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dénooiinaceiir  commun  eft  le  produit  de$  d^iu  dé- 
nominateurs. 

Corollaire.  Sï  on  vouloir  réduire  trois ,  ou  un 
plus  grand  nombre  de  frayions  au  même  dénomi-« 
nateur ,  il  fuffiroit  de  multiplier  les  deux  termes  de 
chacune  par  le  produit  des  dénominateurs  déroutes 
les  autres. 

li.  Problème.  Réduire  une  fraclion  à  un  déno" 
minuteur  donné  :  par  exemple ,  réduire  la  faârion  \ 
d'iiiïe  livre  ,  en  vingtièmes  de  la  livre,  ou  en  fols  y 
multipliez  les  deux  termes  de  la  fraâion  propofée 
par  le  dénominateur  donné  lO ,  pour  avoir  y  =?  -^  j 
divifez  enfulte  les  deux  termes  de  cette  deriiiere 
.  fraction  par  le  dénominateur  5  de  la  fraftiori  don- 
née, &  VOH5  aure;?  la  fradion  cherchée^  =  1  iV 

Corollaire.  Donc,  en  fuppofant  la  fraction 
donnée,  réduite  à  fa  plus  fimpie  expreffion ,  ou  à 
fes  moindres  termes ,  la  réduction ,  dont  nous  par-^ 
Ions ,  n'aura  lieu  que  dans  le  cas  que  le  dénomina- 
teur donné  fera  divifiblc  par  le  dénominateur  de  la 
propofée  :  ainfi  la  fraction  7  ne  peut  pasfe  réduire  à 
une  fradion ,  dont  le  dénominateur  feroit  5  ,  parce 
que»  5  n'eil  pasdivifible  par  }  ^  en  effet ,  en  fuivant 
la  méthode  du  problême  ,  on  aura  d'abord  7=77  i 
diyifant  les  deux  termes  de  cette  dernière  fraâtion 
par  3  ,  on  aura  1 5  divifé  par  3  =?=  5  ;  mais  10 
n'étant  pas  divifible  par  3  ,  on  ne  pourra  pas  parve- 
nir au  réfultat  cherché. 

13.  Problème.  Réduire  une  fraclion  à  fa-  plus 
Jimple  expreffion.  Divifez  les  deux  termes  de  la 
fradkion  par  leur  plus  grand  «commun  divifeur  ;  la 
fraction  qui  en  réfultera,  fera  réduite  à  fa  plus 
/impie  expreffion  :  ainfi  la  fraftion  7^  fera  réduite 
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a  fes  plas  peâts  termes  y  en  divifanc  Tes  deux  termes 
par  5  ,  ce  qui  donnera  7  ==  77. 

14,  Problème,  Troav^r  le  plus  grand  commun 
divifeur  de  deux  nombres.  Divifez  le  plus  grand  par 
le  plus  petit  ;  fî  la  divifion  eft  fans  refte ,  le  plus 
petit  fera  le  plus  grand  commun  divifeur  cherché  ; 
s'il  y  a  un  refte ,  divifez  le  plus  petit  nombre  pat 
le  refte }  fi  la  divilion  eft  exade  »  ce  refté  fera  le 
plus  grand  divifeur  cherché/  s'il  y  a  un  fécond 
refte  ,  divifez  le  premier  refte  par  le  fécond ,  & 
ai n(î  fucceftîvement ,  te  dernier  refte ,  qui  di vifçra 
exaétement  le  ref^e  précédent  fera  le  plus  grand 
divifeur  cherché.  Si  le  dernier  refte  eft  1 ,  c'eft 
une  marque  que  les  deux  nombres  n*ont  d'autre  Ax-x 
vifeur  commun  que  l'unité  ,  dans  ce  cas  on  les  ajp-- 
pelle  premiers  emreux  :  ainfî  z  &  j  font  premiers 
entr'eux,  .      • 

£xEMPLB.  Pour  avoir  ^  plus  grand  (Rvifeur  de 
10  &  de  If.  Je  divife.  1 5  par  10,  le  quotient  eft 
I.  avec  un  refte  5  ;  je  diviie  i  o  par  le  refte  5  ,  le 

3uotient  eft  exaâ  :  donc  5  eft  le  plus  grand  divifeur 
e  io  &  de  15.  En  effet,  puifque  5  divife  10,  it* 
divifera  aufti  i  o  +  5  =3  1 5  :  or  5  eft  le  plus  gr^nd 
nombre  qui  puiiTe  divifer  io&i5,ouig&io' 
-h  5  ••  donc ,  8CC9 

1  y.  Problème.  Ajouter  enfemhle  les  frayions 
7  j  7  ;  les  ayant  réduites  au  même  dénominateur 
(11),  nous  aurons  à  ajouter  enfembte  les  firaâions 

^&if;or^-HT7==77=»-H77;  c'eft^*-dire, 
que ,  pour  avoir  la  fomme  d'un  nombr^e  quelcon- 
que de  frayions ,  on  doit  les  réduire  au  même  dé* 
nominateur ,  fi  elles  en  ont  de  difFérens  ,  prendre 
la  fomme  des  numérateurs  ;  6c  lui  donner  pour*  dé^ 
nominatseur  le  d^nomin^eur  cpmmun. 
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Corollaire.  Pour  ajouter  un  entier  à  une  frac- 
tion ,  on  réduira  l'entier  à  une  fraâion  de  même 
dénominateur  (  i  o  )  que  la  fraâion  donnée ,  pour 
opérer  enfuite  comme  nous  venons  de  le  diire.  Si 
on  vouloir  ajouter  un  entier  plus  une  fraâion  i  un 
autre  entier  plus  une  autre  fradion  »  on  réduiroic 
le  premier  entier  &  fa  fraâion  à  une  feule  fraâ:ion 
de  même  dénominateur^*  on  feroit  la  même  réduc- 
'rion  pour  le  fécond  entier  &: .  fa  fraâion  ^  Ton  au- 
roit  enfuite  à  ajouter  deoxfraâions  »  ce  que. nous 
favons  déjà  faire  :  ainfi  »  pour  ajouter  i  +  7  à  j  -H 
7 ,  je  réduis  la  preniiere  quantité  à  j  H-  7  55=  -,  & 
la  féconde  à  |-l-fs=3lj  &  j*ai  eniuite  à  ajouter 
7  avec  7 ,  ce  qui  »  en  rédui&nt  au  même  dénomi- 
nateur,  donne -^ -+*  ^  — -;p* 
i  16.  Problbi4€..  Soufirairc.  une  fradiou  d'une  au^ 
'  tefraSion.  Soit  \  à  fbuftraire  de  7  ,  on  aura  7 


4-* 


_^  j  — j'jceft-à-dir^que, pour fouftraire une 
fipaâiion  d*ane  autre  frafxion  de  même  dénomina- 
teur 9  on  prendra  la  différence  des  numérateurs  , 
2U  on  divifera  par  le  dénominateur  commun.  Si  les 
:aâ:ions.  ne  font  pas  de  même  dénominateur,  on 
tes  y  réduira,  &  1  on  opérera  enfuite  comme  nous 
venons  dç  le  dire.  Pour  fouftraire  une  fra&ion  d'tm 
entier,  on  réduira  l'entier  en  une  fraâion  de  même 
dénominateur  que  la  fraâion  k  fouftraire  ,  pour 
opérer  enfuite  comme  nous  venons  de  le  dire  r  ainfi 


^  Si  on  vouloir  fouftraire  un  entier  joiht  à  une 
fcaiS^idn  d'un  autre  entier  jpint  à  une  autre  frac*» 
tir>n ,  on  r^^iroit  d'abord  le  premier  entier  &  (a 
fra^ion  en  ^ne  feule  fraâion  de  même  dénomina-- 
teùf  ;  on  feroit  la  même  c])ofe  pour  le  fécond  en* 
tier  kc  fa  fra^iqn.}  Ton  auroit  enfuite  une  fraâioa 
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â  foaftraire  d'une  autre  fraâion  :  opération  qui  n'a 
maintenant  aucune  difficulté. 

M  7*  Problemb.  Multiplier  une  fraSion  par  une 
fraSion.  Multipliez  le  numérateur  du  multipli* 
cande  par  celui  du  multiplicateur ,  vous  aurez  le 
numérateur  du  produit  ;  multipliez  enfuite  le  dé- 
nominateur du  multiplicande  par  celui  du  multipli- 
cateur ,  vous  aurez  le  dénommateur  du  produit  : 
par  exempU ,  ^  x  7  =  ^  :  en  effet ,  fi  j'avois  à 
multiplier  7  par  4 ,  je  prendrois  }  quatre  fois  ,  ce 
qui  donneroit  \  ;  or  )e  ne  dois  pas  multiplier  7 
par  4 ,  mais  par  7  y  c'eft-a-dire  ,  par  la  cinquième 
partie  de  quatre }  j'ai  donc  multiplié  par  un  nom- 
ore  5  fois  trop  grand  ,  &  le  produit  7  eft  5  fois 
trop  grand  \  pour  le  rendre  $  fob  plus  petit ,  je 
rends  le  dénominateur  5  fois  plus  grand ,  ou  ,  ce 
qui  revient  au  même  ,  je  multiplie  le  dénomina^ 
peur  par  5  ,  &  le  vrai  produit  cherché  eft  s==  -—. 

Il  eft  aifé  de  voir  \  i^.  que  ,  pour  multiplier 
une  fraâion  par  un  entier,  ou  un  entier  par  une 
fraction,  il  fuffit  de  multiplier  le  numérateur  de 
la  fraftion  par  l'entier  :  ainfî  j   X7,ou7X7=3 


7  =  7X3:1*.  que,  pour  multiplier  un  entier 
joint  à  une  fraâion ,  il  iuffit  de  réduire  le  nmlti'* 
plicande  à  une  feule  fraâion  \  on  fait  la  même  chofe 
pour  le  multiplicateur,  lorfque  celui-ci  eft  un  entiei 
joint  à  une  fraé^ion ,  pour  opérer  enfuite  ,  comme 
nous  venons  de  le  dire  ^  ;  ^.  que ,  pour  réduire 
une  fraâion  de  fraâionà  une  fraâion',  il  faut  fe 
fervir  de  la  multiplication  :  pour  fàvoir  combien 
valent ,  par  exemple ,  les  7  de  7  de  7  d'un  écu ,  il 
faut  multiplier  7  pat  | ,  le  produit  77  donnera  les  ^ 
de  7  d'un  écu,  &  ce  produit  étant  multiplié  par  7  dom 
nera  ^  d'im  écuj  4*^,  que  le  produit  d'une  fraâion 
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par  une  autre  fraâion  plus  petite  que  l'unité ,  doit 
être  plus  petit  que  le  multiplicande  ;  puifque ,  C\ 
l'on  doit  multiplier  par  7 ,  par  exemple  j  on  doit 
i^^ulement  prendre  les  ^  du  multiplicande. 

1 8.  Problème.  Divifer  la  fraSion  |  par  la  frac-* 
tion  7.  Multipliez  le  numérateur  du  dividende  pa^ 
le  dénominateur  du  divifeur ,  pour  avoir  le  numé- 
rateur du  quotient  \  multipliez  enfuite  le  dénomi* 
nateur  da  dividende  par  le  numérateur  du  divifeur» 
vous  aurez  le  dénominateur  du  quotient ,  qui  fera 
a=5  77  :  en  effet ,  pour  divifer  \  par  4  ,  ou  ,  pour 
prendre  le  ^  de  y  ,  il  faudroit  trouver  une  fraftion 
4'fois  plus  petite  que  7  \  mais  on  rendroic  la  JFrac- 
cion  7  quatre  fois  plus  petite,  eh  multipliant  fon 
dénominateur  par  4 ,  ce  qui  donneroit  ^  ;  or  ce 
n'eft  pas  par  4  qu'on  doit  divifer,  mais  par  7  ,  c'eft- 
à«dire,  par  la  cinquième  partie  de  4  ;  donc  le  di- 
vifeur ,  dont  on  s'eft  fervi ,  étant  5  fois  trop  grand  , 
le  quotient  eft  5  fois  trop  petit  ;  on  doit  donc  le 
rendre  5  fois  plus  grand  ,  ce  qu  on  fera  en  malci- 
pliant  le  numérateur  1  par  5  ,  pour  avoir  ^  ,  vrai 
quotient  cherché. 

.  1 9.  Remarque.  Pour  divifer  une  fraftiôn  7 ,  par 
exemple ^  par  un  entier  5  ,  on  fuppofera  j  =3:^  ,  & 
Ton  aura  une  fraâion  à.  divifer  par  une  autre  frac* 
tion.  Dans  l'exemple  propofé  le  quotient  eft  -^  ;  & 
Ton  trouveroit  la  même  chofe,  en  fe  contentant  de 
multiplier  le  dénominateur  du  dividende  oar  l'en^^ 
tter.  Si  l'on  avoir  un  entier  joint  à  une  fradion  i 
divifer  par  un  entier ,  ou  par  un  entier  joint  à  une 
fra<5bion,  on  réduiroit  lé  dividende  &  le  divifeur 
chacun  à  une  feule  fraâion ,  &  l'on  opéreroit  en^ 
fuite  comme  nous  venons  de  le  dire. 
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DES  FRACTIONS  DÉCIMALES. 

r 

10.  Les  FraSions  décimales  font  des  fractions  qui 
ont  pour  dénominateur  t unité  fuivie  d^un  ou  de  plu-^ 
Jieurs  '[eros.  Ainfi  -^y  —  font  des  fraftions  décima- 
les. Pour  iîmplifier  ,  on  n'exprime  pas  le  déno- 
minateur \  &c  quand  il  y  a  des  entiers  joints  aux 
fraâions,  on  les  en  fépare  par  un  point',  ou  par 
une  virgule.  Par  exemple  j  25  -h-^^  s'écrit  ainfi, 

25  •  f  ,ou2j,  îj de  même  25 -Ht— =  15  •  ?*» 
de  même  7  -+•  -j——  =7 •  3002.  Larradion  -^  s'ex- 
prime ainfi  ,  ô  •  3  ;  la  fraârion  -^  s'exprime  ainfi  , 
0-35,  en  mettant  o  â  la  place  des  entiers.  Il  eft 
facile  de  voir  que  le  premier  chi£Fre  après  le  point 
repréfente  des  dixièmes  ,  le  fécond  des  centièmes , 
&c.^  car  ,  par  exemple  ,   la  fraction  o/  351  =  H^ 

_  Joo    I    Jo    I     fc   i    I    J 


1000   *   1000   ■   1000     10   *   xoo 


.  -  .  .  +--;^.>^uifquc, 

en  effaçant  le  même  nombre  de  o  au  numérateur  & 
au  dénominateur  d'une  fraârion  ,  on  divife  fesdeux. 
termes  par  un  même  nombre,  ce  qui  laifie  la  frac- 
tion de  même  valeur  (  10).  Il  fuit  de-Uj  1®.  que 
la  fraction  -^^r::—^,  ou  que  o  •  3=0-  300,  ou 
qu'en  général  ,  une  fraâion  décimale  refte  de 
même  valeur ,  quelque  nombre  de  o  qu'on  ajoute 
avi  numérateur  de  cette  fraâion  ;  2^.  que  fi  les 
dixièmes  ,  ou  les  centièmes  >  &c.  manquent ,  on 
doit  mettre  des  o  i  la  place  des  chifSres  qui  man-« 
quent  :  ainfi  ^'—=30  •0023  ,  pafte  que  les  dixié-» 
mes  &  les  centièmes  manquent  *. 

*  Avec  un  peu  4'atcention  ,  il  eft  aifè  de  s'appercevoirque 
la  valeur  des  chifïres  qui  font  a  la  droite  du  point ,  va  en  di- 
minuant ,  en  prpporrlon  décuple  y  en  allant  de  gauche  à  droite^ 
&  que  les  bradions  décimales  font  des  fra£lions  ,  dont  le  dé;** 
Aominatcu^  (fous-entendu  )  eft  l'unité  fuivie  d'autant  de  zéros , 
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Problème.  Réduire  une  fraSion  ordinaire  en  une 
fraSion  décimale/ Soit ,  par  exemple  ^  la  fraâion  7 
i,  réduire  en  une  fràâion  décimale.  Ajoutez  un  o 
au  numérateur  * ,  &  divif  ez  enfuite  le  numérateur 
par  le  dénominateur ,  vous  aurez  la  première  dé* 
cimale  du  quotient  j  continuez  de  même  ^'il  )r  a  un 
lefte  ,  en  ajoutant  un  o  à  ce  refte.  Se  ainfi  de  fuite, 
&  vous  aurez  de  nouvelles  décimales.  Ajourant 
donc  un  o  à  ) ,  j'ai  50  que  je  divife  par  5 ,  le  quo- 
tient eft  6  'y  donc  o  •  (ï  eft  le  vrai  quotient  cherché. 
En  effet  le  dividende  5  ayant  été  multiplié  pac  lo» 
le  quoti^itde  50  divifé  par  5  eft  i  o  fois  trop  grand  : 
donc  on  doit  le  divifer  par  1  o  pour  avoir  ^  ±=2  o  *  é»  • 
Soit  la  firaétion  ^  qu'on  veut  réduire  en  fraâion 
décimale  j  j'ajoute  o  â  1 ,  pour  avoir  20  que  je  di- 
yife  par  5  ,  le  quotient  6  eft  une  première  déci- 
male. Je  multiplie  le  divifeur  par  le  ^^^  o 
quoaent ,  ount  le  produit  1 8  du  di-  ' 

vidende  ,  il  refte  i ,  auquel  ajoutant  o ,  6c  divi- 
fant  de  même  par  f  ,  j'ai  encore  6  pour  quotient  ; 
&  continuant  de  même,  je  trouve  toujours  6  pour 

?|uotient ,  de  forte  qu'il  eft  impoflible  d'avoir  une 
raâion  décimale  terminée ,  qui  exprime  la  va- 
leur de  7. 

.On  connoît  qu'il  eft  impoffiblede  trouver  une 
fraâion  décimale  exacte,  lorfqu'on  voit  reparoître 
les  mêmes  chiffres  du  quotient ,  Se  dans  le  même 
<>rdre  ;  or  les  thèmes  chiffres  reparoilTent  dans  ce 
cas  ,  pour  le  plus  tard ,  au  rang  défîgné  par  le  dé  - 
Aominateur  de  la  fraébion  :  par  exemple ,  fi  on  vou- 
loir réduire  en  fraâion  décimale   la  fraâion  ^  , 

qu'il  y  a  de  cUf&es  après  le  point  ;  lefquels  chiffres  forment 
le  noméiateur. 

*  Céft  comme  fi  on-mdciplioit  le  numérateur  par  lo. 
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on  auToito  •  571418  ,&enfuite  5 7 1  &c. l'infini; 

On  peut,  voir  maintenant  que ,  quand  après  une 
divifion  il  y  a  un  refte ,  pour  avoir  un  quotient  plus 
exaâ: ,  il  laut  ajouter  au  quotient  ce  refte  réduit  en 
décimales  :  par  exemple ,  fi  j'ai  à  divifer  3 1  par  j^ 
le  quotient  fera  4  avec  un  refte  ^  ,  ou  4  »  5  7 1  &c. 

Quand  on  n  apas  befoin  d%ne  h  grande  préci/ion^ 
on  peut  négliger  les  millièmes  >  &  quelquefois 
même  les  centièmes  :  ainfi ,  dans  Texemplè  précé- . 
dent ,  fi  on  n'a  pas  befoin  d'une  grande  prccifion  ^ 
on  peut  fuppofer  y-  :^  4  •  5  7 ,  ou  4  •  <î ,  en  augmen- 
tant d'une  unité  le  dernier  chitfre  qu'on  ne  néglige 
pas,  ce  que  Ion  fait  routes  les  fois  que  les  deux 
chifires  fuivans  forpaflenc  50  *  ;  en  effet  0-071  va- 
lent plus  de  la  moitié  d'un  dixième  :  ainfi  ^  en 
augmentant  le  chiffre  5  d'une  unité ,  Tçirréur  eft 
moins  confidérable  que,  fi  on  ne  faifoit  pas  cette 
augmentation.  Au  refte,  en  négligeant  un  nombre 
de  chiffres  quelconque,  l'erreur  n'eft  jamais  égale  i 
l'unité  du  dernier  chiâTre  qu'on  ne  néglige  pas  ;  par 
exemple  ,  fi  j'ai  la  fraâion  décimale  5  -J999  5cc. 
à  l'infini,  en  négligeant  tous  le^  chiffres  qui  fui-^ 
vent  }  ,  j'aurai  5«35oro-3  =  -~,  &o-  0999 
*==»tHI^  <T7>  puifqu'en  ajoutant  i  à  999  ,  j'aurai 
j^^  =  -;^  j  le  même  raifoniiement  a  lieu ,  quelque 
nombre  de  chifBres  qu'on  néglige. 

PnoBLEME.  Ajouter  &  fouftraire  les  fraSions  dé^ 
cimales. SoieniXts  fraâions  décimales  3  5  -701, 303 
•  7,  1  •  2  5 ,  dont  on  demande  la  fomme ,  écrivez  ces 
fnâions,  enforte  que  les  unités  foient  fous  les  uni- 
tés ,  les  dixaines  fous  les  dixaines ,  &c.  les  dixièmes 
fous  les  dixièmes,  &c.  opérez  enfuite ,  en  allant  de 

*'La  mémechofènlieujfi  onnégligeoic  nnfeulchiffire^  fl. 
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droite  à  gauche ,  comme  pour  les  nombces  entiers. 
Cequiefi:cvideiit,puifque  la  valeur            ^    - 
des  chiffres  dans  les  fraAions  dcci-    -     ^  / 
cimales  va  en  augmentant  de  droite        :      J 
a  gauche  en  proportion  décuple.  — ^ 

Pour  fouftraire  la fraûion dcci-    34^  '  ^$^ 
maie  15  -031  de  ;i*(74,  jele^difpofedela  mcrne 
maniéré ,  ayant  foin  de  mettre  la  première  fous  la 
féconde,  comme  on  le  voit  ici;-  mais,      , ,     ^ ,  ^ 
parce  quil  ny  a  aucun  chiftre  qui      ^     ^  ^^^ 

Ibit  correfpondant  à  i ,  je  fuppofe 

o  à  côté  de  4 ,  ce  qui,  comme  nous        7  •  008 
lavons  dit  il  n'y  a  pas  long-tems  ,  ne  change  rien 
a  la  valeur  de  la  fraâion  ,  faifant  enfuite  la  fouf- 
tradtion  à  l'ordinaire  ,  j'ai  pour  refte  7  •  008. 

Problème.  Multiplier  une  fraSion  décimale  par 
une  autre.  Multipliez  les  deux  fraâions  comme  (î 
c'étoient  des  nombres  entiers ,  en  vous  fouvenant 
de  féparer  dans  le  produit  autant  de  décimales  qu'il 
y  en  a ,  tant  au  multiplicande  qu'au  multiplicateur  : 
ainfi,  pour  multiplier  7-12  par  1  •'  }  >  je  multi- 
plie 711  par  13  >  le  produit  eft  16^-76 y  dans  lequel 
je  fépare  3  décimales  ,  parce  qu'il  y  en  a  deux  au 
multiplicande  ,  &  une  au  multiplicateur;  de  for^d 
que  le  produit  cherché  eft  i(>  •  37(7.  La  raifon  de 
ce  procédé  eft  facile  à  apperccvoir  ;  car  7  •  12.  == 


100  > 


Si  le  produit  ne  rénfermoit  pas  un  nombre  fuffifant 
de  cliiffres,  il  faudroit  ajouter  vers  la  gauche  autaat 
de  o  qu'il  feroit  ncceflaire ,  pour  qu'on  eût  autant 
de  décimales  au  produit,  qu  il  y  en  a  tant  au  multi- 
plicande qu'au  multiplicateur  :  par  exemple  ^  pour 
multiplier,  o  •  25  par  o  •  03 ,  après  avoir  trouvé  le 
produit  75  de  25  par  3  ,  je  m'apperçois  que  ce  pro- 
duit 
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duic  ne  contient  que  deux  chiffres  y  tandis  que  je 
dois  avoir  4^  décimales  :  ainfi  j'ajoute  deux  o  en 
cette  forte  >  o  •  007$  f  âc  j'ai  le  vrai  produit  cher-* 
chc  :  en  effet  o  .  15  X  o  •  oj  =^  k  ,4t  =  ~ 
iB^o  .  0075. 

PROBLEME.  Divifet  une  fraction  décimale  :  par 
exemple  y  4  <  4^  par  une  autre  fraSion  décimale 
2  •  2.  Divifezk  dividende  par  le  divifeur,  comme 
fi  c'étoient  des  nombres  entiers  \  mais  féparez  dans 
le  quotient  autant  de  décimales  qu'il  y  en  a  plus 
au*  dividende  qu'au  divifeur  :  ain(i  y  en  divifant 
4444  par  11 ,  je  trouve  pour  quotient  102  j  je  fé- 
pare  1  décimales ,  parce  qu'il  y  en  a  deux  de  plus 
au  dividende  qu'au  divifeur  \  de  forte  que  le  quo-* 
tient  cherché  eft  2  •  01.    Pour  com-  aaaa 

prendre  la  raifon  de  cette  méthode  , 

on  fera  attention  que  4  •  444=3  j^*,  & 
que  2  •  2  3=  ^  j  la  première  fraâion  divifée  par 
k  féconde,  donne  fe|  ( ,  8  )  =:.  li±i  :  or  itii  ^ 
201  \  mais  y  parce  que  le  véritable  divifeur  2200 
eft  cent  fois  plus  grand  que  22^  le  quotient  202 
eft  cent  fois  trop  grand  y  il  faut  donc  le  divifer  par 
100  pour  avoir  le  vrai  quotient  ^u=zx  -  ol. 

Remarquez  i^.  S'il  y  a  autant  de  décimales  au 
dividende  qu'au  divifeur  ,  le  quotient  fera  fans 
décimales  ^2^.  S'il  y  a  moins  de  décimales  au 
dividende  qu'au  divifeur  y  on  doit  ajouter  au  di'* 
vidende  quelques  o ,  pour  avoir  au  moins  autant 
de  caraâeres  au  dividende  qu'au  divifeur  ;  & 
même  y  fî  Ton  veut  avoir  quelques  décimales  au 

3uotient  ^  il  eft  néceflaire  d'ajouter  à  la  fin  du 
ividende  allez  de  o  y  pour  qu'il  y  ait  plus  de  ca^ 
raâeres  au  dividende  au'au  ûivifeur  j  3®.  Si,  en 
divifant  une  fra&ion  aécimale  p^  une  autre ,  owl 
Tomt  lé  C 
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par  un  entier  on  trouve  un  refte ,  on  pourra  conti- 
nuer d'opérer  fur  ce  refte  comme  /ur  un  refte 
de  divifion  ordinaire ,  en  ajoutant  6  à  chaque  nou- 
veau refte. 

DE  LÉFALU4TI0N  DES  FRACTIONS. 

1 1 .  Si  l'on  vouloir  évaluer  k  firaâion  décimale 
de  toife  o  •  71 ,  on  multiplieroit  cette  fraâion  par 
6  y  pour  avoir  des  pieds  ,  parce  que  la  toife  vaut 
6  pieds  ,  ce  qui  donneroit  4  •  j  i  ;  c'eft-à-dire  y 
4  pieds ,  plus  la  fraâion  o  •  3 1  de  pied.  Multi- 
pliant celle-ci  par  1 1  pour  avoir  des  pouces ,  je 
trouve  3  •  84  ,  c'eft-àdire,  trois  pouces  plus  o  «€4 
de  pouce  ;  ainfi  la  fraâion  propofée  vaut  4  pieds  3 
pouces  plus  o  •  84  de  pouce.  Pour  évaluer  la  frac- 
tion o  »  01  de  toife ,  je  la  multiplie  par  6 y  &  j'ai 
o  •  1 1  de  pied  y  multipliant  celle-ci  paf  11,  j'ai 
X  •  44  de  pouce  ,  c'eft-à-dire  ,  1  pouce  &  o  •  44 
de  pouce  y  en  multipliant  cette  dernière  par  1 1 , 
j'aurois  des  lignes.  Mais  pour  évaluer  la  fraâion 
j  d'un  fol  y  comme  le  fol  vaut  1 1  deniers  ,  on 
multiplieroit  le  numérateur  }  par  1 1 ,  pour  avoir 
y  de  denier,  ou  7** -f- 7  de  denier.  La  fraûion -57 
de  livre  deviendra,  en  multipliant  5  par  i® ,  -^ 
de  fcJ  =  7^  -I-  jj.  Multipliant  celle-ci  par  11, 
l'on  auroit  ^  de  denier  =  8**  4-  ^  de  denier ,  de 
forte  que  la  fraftion  -^  de  livre  vaut  7^  8**  -+-  ^  de 
denier. 

DE  LA  MULTIPLICATION  ET  DIVISION 

des  Nombres  Complexes. 

12.  Problème.  On  demande  combien  coûteront 
3  toifes 2 pieds  d*ime muraille ^ài  li v.  j  f. ia toife^ 
Je  réduis  les  toifes  en  pieds  ^  en  multipliant  3  par 
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6  ,  à  caufe  que  la  toife  vaut  6  pieds  ;  au  produit 
i8  j'ajoute  i  pour  avoir  le  nombre  total  zo  pieds  i 
je  réduis  les  livres  en  fols^  en  multipliant  i  par  20} 
au  produit  40  j'ajoute  5  ,  &  j'ai  4^ .  En  multipliani! 
4)  fols  par  10  ,  le  produit  S60  fols  marque  com-^ 
bien  couteroient  10  pieds,  il  chaque  pied coûtoic 
4;  fols;  mais  ce  n'eft  pas  le  pied  qui  coûte  43  fols» 
c'eft  la  toife  qui  vaut  6  pieds  :  ainfî  le  pied  ne 
toute  que  la  fîxiéme  partie  de  4]  fols  ,  &  20  pieds^ 
ou  )  toifes  1  pieds  ne  coûteront  aufli  que  la  fîxiéme 
partie  de  8^0  fols  :  on  doit  donc  divifer  i6o  par  6^ 
le  quotient  fera  14}  fols  avec  un  refte  l  fois  y  ce 
refte  vaut  14  deniers ,  dont  h  fîxiéme  partie  eft  4 
deniers  ;  en  les  ajoutant  au  quotient ,  nous  durons 
143  fols  4  deniers  ,  ou  en  réduifant  en  livres  ,  cô 
qui  fe  fait  endivifant  143  par  10,  7  liv.  3  f.  4  d. 
Remarquez  i  ^.  qu'en  multipliant  43  fols  par  10^ 
on  a  confîdéré  le  multiplicateur  comme  un  nombre 
pur  &  abftrait ,  c*eft-à-dire ,  comme  un  nombre 
qui  ne  contient  que  des  unités  fîmples^  Se  non 
comme  un  nombre  concret ,  c*eft-à-dire ,  oui  ren- 
ferme des  unités  d'une  efpece  déterminée,  comme, 
par  exempte  >  des  pieds.  Car  il  feroit  ridicule  de 
multiplier  des  fols  par  des  pieds* 

1^.  Que  fî  on  avoir  demandé  le  prix  de  10  toi^ 
fes  5  à  1  liv.  3  fols  la  toife,  onauroit  trouvé  pour 
téfultat  8^0  fols  ,  0U43  liv. ,  fici'on  auroit  pas  eU 
befoin  de  faire  la  divifîon  par  64 

3  ®.  Qu'il  faut  dans  ces  fortes  de  queftions  ré- 
duire le  multiplicande  &  le  multiplicateur  chacun 
à  fa  plus  petite  efpece  »  faire  enfuite  la  multipli- 
cation i  l'ordinaire ,  Se  divifer  le  produit  par  le 
nombre  qui  exprime  combien  de  Fois  la  grande 
efpeoe  du  multiplicateur  Contient  la  petite  :  ainfî  û 
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le  multiplicateur  avoit  contenu  des  pouces  ,  on  au- 
roit  réduit  le  multiplicateur  en  pouces  :  de  même 
fi  le  multiplicande  avoit  contenu  dt!&  deniers  ^  on 
Tauroit  réduit  en  deniers  y  après  l'opération  on 
auroit  divifé  le  produit  par  71  y  parce  que  la  toife 
vaut  71  pouces ,  on  auroit  enfuite  réduit  les  de- 
niers en  fols  ,  &  les  fols  en  livres.  Quant  au 
multiplicande ,  c'eft  la  nature  feule  de  la  queftion 
qui  peut  le  faire  connoître.  Dans  l'exemple  pro- 
pofé  il  eft  aifé  de  voir  que  le  multiplicande  eft  l'ar- 
gent qu'on  cherche  au  produit* 

Seconde  Méthode.  On  réduira  chaque  nombre 
à  fa  plus  bafle  efpece  ;  on  multipliera  enfuite  les 
fradions  qui  en  réfulteront  l'une  par  l'autre ,  & 
l'on  réduira  le  produit  aux  unités  »  &  aux  efpeces 
établies  par  l'ufage. 

ExBMPiE  &  DÉMONSTRATION.  Von  demanda 
€ombicn  coûteront  2s  toifes  /  pieds  i(y  pouces  ,  à 
3  liv.  10  ù  6  d.  la  toife^  Je  réduis  le  multipli- 
cande ,  ou  l'argent  en  deniers ,  ce  qui  me  dor^ne 
%^6  deniers;  mais  un  denier  eft  la  ^  partie  de  la 
livre  cfii  vaut  10  fols ,  &  par  conféquent  240  de- 
niers :  ainfî  le  multiplicande  vaut  7^  d'une  livre. 
Je  réduis  le  multiplicateur  en  pouces ,  &  je  trouve 
1870  pouces;  or  le  pouce  eft  la  71^  partie  de  la 
îoiife  ;  donc  le  multiplicateur  vaut  ^^  d'une  toife. 
Multipliant  maintenant  les  numérateurs  du  mul- 
tiplicande ic  du  multiplicateur  l'un  par  l'autre , 
auffi  bien  que  les  dénominateurs,  le  produit  cher^ 
ché  eft  HHît:  y  fraftion  de  livre.  ^ 

Pour  réduire  donc  cette  fraâion  aux  efpeces 
ufitées,  ou  pour  évaluer  cette  fraélion,  je  aiviie 
le  numérateur*  par  le  dénominateur ,  &  je  trouve 
^i  avec  le  reftc  9540»  ou  -~^.  Les  91  font  des 
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unités  ott  des  livres.  Pour  évaluer  le  refte  qu'on 
vient  de  trouver ,  }e  multiplie  le  numérateur  9540 

{>ar  20 ,  ce  (|ui  réduit  ce  refte  en  fols  ;  &  divifant 
e  produit  190^00  par  17280  ,  je  trouve  11  fols 
avec  le  refte  720 ,  ou  -y^  d'un  fol  »  qu'on  réduira 
en  deniers  y  en  multipliant  720  par  ix\6c  divifanc 
le  produit  8(^40  par  17280  ,  ce  qui  donnera  j^~ 

3 m  ne  vaut  pas  un  denier  (  il  vaiit  la  moitié  d'un 
enier  )  :  ainfi  on  pourra  le  négliger  >  &:  1^  produit 
cherché  feira  9 1  liv.   1 1  fols. 

25.  Problème  qui  contient  k  divifion  des  nom** 
bre5  complexes.  Deux  toifes  /  pieds  ayant  coûté 
1 8  liv.  1 4  f.  quel  eft  h  prix  de  la  toife  ?  Je  réduis 
X  8  liv.  1 4  f.  en  fols ,  pour  avoir  574  fols  j  je  réduis 
de  même  x  toifes  5  pieds  en  pieds ,  pour  avoir  1 7 
pieds,  &  divifant  3 74  par  17,  j'ai  22  pour,  quo- 
tient, ç'eft-à-dire,  que  chaque  pied  vaut  22  lois, 
ou  2  liv.  2  f.  mais  la  toife  vaut  6  pieds  :  donc 
la  toife  vaut  6  fois  i  liv.  x  f.  ou  ^  liv.  1 2  !• 

Il  eft  aife  de  remarquer  i  ^.  qu'en  divifent  par 
ï  7 ,  ou  en  prenant  la  1 7*.  partie  du  dividende  ^ 
Ton  a  conndéré  le  divifeor  comme  un  nombre 
pur  y  parce  qu'il  fèroit  ridicule  de  divifer  des  fols 
,  par  des  pieds  ;,  en  fécond  lieu,  qu'après  là  divifîon 
on  doit  multiplier  le  quotient  par  le  nombre  qui 
exprime  combien  de  fois  la  grande  efpeçe  du  divi-* 
feur  condeoc  U  pépite, 

AoTfLE  Exemple.  Deupc  toifes  f  pieds  ayant  coûte 
1 8  Uy.  1 5  f.  quel /ira  le  prix  de  la  toife?  Dix-hu}t 
livre»  quinze  ibls  valent  J75 ,  qu'il  faudra  divifer 
par  17  pieds  =  2  toiles  5  pieds,  fe  quotient  ferac 
22  avec  \  de  refte,  qui  donnera  la  fradHon^^,  de 
forte  que  le  quotient  entier  fera  22  f.  -t-  77  de  fols  ^ 
^  y  étant  maltipUé  pai:  6  ^  dotuiera  1 3  2  £  phui 
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Y7  de  fol  =3  (>  liv.  I  ^  f.  4  d.  •+•  ^  deniers,  en  cva* 
luanc  en  deniers  la  fra<%ion  ^  de  fol. 

On  pourra  trouver  le  même  réfulcat  ]>ar  la  mé« 
thode  fuivance  ;  pour  cela  on  n'a  qu  a  multiplier  le 
dividende  par  le  nombre  qui  défigne  combien  de  fois 
la  grande  efpece  du  divifeur  contient  la  petite  » 
Se  divifer  le  produit  par  le  divifeur.  Ayant  donc 
multiplié  375  par  6  ,  je  divife  le  produit  1150 
)ar  1 7 ,  &  j  ai  pour  quotient  i}%  fols  +  -^  =  (î 
iv.  1 1  f.  4.  d,  en  négligeant  la  fraâion  ^  qui  ne 
vaut  pas  le  quart  d'un  denier. 

Troifiéme  méthode.  Cette  méthode  confifte  i 
iréduire  le  dividende  &  le  divifeur  en  fraâion  > 
pour  faire  enfuite  la  diviiîon  i  l'ordinaire  :  l'exem* 
pie  fuivant  fuifira  pour  la  faire  comprendre. 

PaoBLEMB.  Vmgt-cinq  toifcs  /  pieds  lO  pouces 
ayant  coûté  9 1  liv.  1 1  f.  quel  fera  le  prix  de  la  toife  ? 
Il  eft  vifîble  qu'il  Éiut  divifer  91  liv.  1 1  f.  par  zf 
toifes  5  pieds  IQ  pouces,  &c  que  le  quotient  donnera 
le  réfultat  cherché.  Réduifant  le  dividende  en  une 
fraâion  de  Cv?e ,  &  le  divifeur  en  une  fraction 
de  toife  y  Se  fajfant  attention  qu'un  foi  eft  un  ~  de 
livre ,  qu'une  livre  eft  5=  ~  de  livre ,  &  qu'un 
pouce  vaut  ^  de  toife,  on  aura  à  divifer  —^  par 
~ ,  le  quotient  donnera  —^  ,  fraûion  de  li-  * 
vre ,  qui ,  étant  évaluée,  donne  3  liv.  10  f.  5  d. 

H-  jrgî  <l'«n  denier. 

A  l'égard  du  dividende  Se  du  divifeur  ,  c*eft  la 
nature  delaqueftion  qui  doit  le  faire  connoître  dans 
les  exemples  ci-deflfus  \  il  étoit  évident  que  l'argent 
devoit  être  le  dividende ,  &  que  l'on  çh^rchoit  de 
l'i^j^ent  au  quotient. 
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14.  U Algèbre  n'eft  autre  chofe  que  la  fcience 
de  la  grandeur  exprimée  par  des  caraâeres  ,  donc 
la  lignification  eft  indéterminée  :  telles  font  les  let- 
tres de  Talphabet ,  qui  n'ayant  aucune  fignification 
par  elles-mêmes ,  peuvent  repréfenter  toutes  for- 
tes de  quantités ,  nombres  ,  mouvemens  »  6çc.  Les 
quantités  précédées  du  fîgne  -+-  font  appelles  pq/?- 
tives  j  celles  qui  font  précédées  du  ngne  —  font 
dites  négatives  \  elles  ne  font  pas  moins  réelles  que 
les  pqfitives  y  mais  elles  iont  prifes  dans  un  fens 
oppofé  :  par  exemple  >  le  bien  queronpoflède  étant 
poiitif  )  les  dettes  que  Ion  a  ieront  aQS  quantités 
négatives.  De  forte  que  fi  1  on  poflede  1 0000  liv. 
&  cm*on  doive  looo  liv.  c'eft  comme  fi  Ion  avoit 
^  ibooo  liv.  —  looo  liv.  =s-4-  8000  liv. 

Sur  quoi  Ton  peut  remarquer  que  les  quantités 
négatives  détruifent  les  pofitives  \  ici^  par  exemple^ 
la  dette  —  2000  Hv.  a  détruit  -f-  2000  lir.  or  ,  fî 
on  ajoutoit  o  à  +  1 0000  liv.  onauroit  0  -+-  1 0006 
liv.  =5  loooo  liv.  donc  une  quantité  négative  , 
quant  ï  fon  effet  feulement,  &  non  abfolument  en 
elle-même,  eft  plus  petite  que  o ,  puifque  o  ajouté 
à  une  quantité  pofitive  y  ne  la  diminue  pa^  comme 
fait  la  quantité  négative. 

Les  quantités  qui  n  ont  aucun  figne ,  font  cen- 
fées  précédées  du  ligne  -t-  >  &  font  par  conféquent 
pofitives  »infî  H-i  =  A ,  ^  =c-|-tf  :  mais  le  figne 
—  n*eft  jamais  fous-entendu.  Pour  marquer  qu'cme 
quantité  a  eft  mulripliée  par  une  quantité  h^  on 
écrit  Tune  à  côté  de  Tautre  ,  ou ,  bien  on  met  un 
point  entre  deux ,  ou ,  encore,  on  indique  le  pro- 
duit par  le  fîgne  X  >  <fe  forte  que  le  produit  de  a 
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par  bz=La  X  ^  =  tf  *  i  z=^at'^  4onc  fi  dE  =  3  & 
^  Â  =  5  ,  on  aura  ^^5=3  X  5  =  15  2  fîfl5=:7& 
i  =  I  o,  on  aura  ab  ï=r  70.  Pour  multiplier  a  par 
iî ,  on  écf  it  aa^  ou  tf  *  i  pour  multiplier  tf  par  aa , 
pu  par  a?  ,  on  écrit  (i^.he  chiffre  1  marque  dans 
\e  premier  cas  que  a  doit  erre  écrit  1  rois ,  le 
chiffre  j  ,  dans  le  fécond  cas ,  exprime  le  nombre 
de  fois  qu'on  doit  écrire  a  y  de  forte  que  fi  <z  ?=:  3  , 
on  aura  ^aa  =  a^  =  3  X  j  X  3  =  17}  car 3  X  3  ==» 
9,&9X  3^=2,7^  de  même ,  a^  c=s  aaaaaaa. 
Lorifqu  on  veut  prendre  une  lettre  a  un  certain 
nombre  de  fow  j  par  çs<mpU  ^  5  fois ,  o\x  écrit  5 
devant  4  ,  en  cette  manière ,  ^a  ;  pour  prendra 
42  deux  fois ,  j'écris  la.  LeI  chiffres  qui  font  à  la 
gauche  des  lettres,  font  appelles  coefficiens ;,par 
exemple ,  dans  l'exprefilon  5  <| ,  5  ef^  le  coefficient 
de  a.  Les  chiffres  qui  font  à  la  droite  »  font  ap-» 
pelles  expafans.  Si  une  lettre  n'a  point  de  coem- 
cient ,  Tunité  eft  cenfée  fou  coe^cienc  \  de  forte 
que  tf  =  la.  Comme  auffi  quand  une  lettre  n'a 
pas  d'expofant  exprimé ,  l'umté  eft  çenfée  fon  ex- 
pofant  ;  ainfi  tf  =  ûï=aiaï.Ily^  une  grande  dif- 
Férencô  entre  Vexpç/ant  &  le  coefficieru  j  par  exem^ 
pie  j^  xa  eft  une  quantité  bien  différente  de  a^  y  car 
fuppofons  a  •=?  5  ,  on  aura  za  ==  1  fois  j  x=  10  ; 
niaisû»  =;tfa3c=:axas=5  X  $=^S  *  de  force  que 
la  marque  la  fomme  de  tf  &  de  a ,  6c  a^  indique 
le  produit  de  <x  par  a  (  Texpofant  doit  être  un  peu 
au-dellus  de  la  lettre  qu'il  affeâre  ). 

Les  quauticés  qui  ne  font  pas  jointes  a  d'autres  ' 
quantités  par  le  figne-frou  —  font  appellées  moao^ 
mes  :  relies  font  les  quantités  H-  5  tf ,  -+-  ^*  >  7aJ  ; 
mais ,  fi  deux  quantités  font  jointes  enfemble  par- 
if^.  figR^s  H-  ou  — ,  on  a  ce  qu'on  appelle  un  ^h 
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nome  ;  a  -+•  rf,  la —  ^ed  font  des  binômes.  Si  trois 

quantités  font  jointes  enfemble  par  le  %ne  +  ou 

— ,  Ion  a  un  trinôme  ;  un  quatrinome^  sll  y  en  a 

4  y  8cc.  £n  général  pn  appelle  palinome  rafïèmblage 

de  plafîeurs  quantités  jointes  enfemble  par  les  iignes 

+  ou  ^^  ;  chacune  de  ces  quantités  qui  compofene 

le  polinome ,  eft  appellée  terme  x  ainfi  dans  le  trino- 

me  tf-^-  jrf —  xca  ,  <r,  ^rf,  xcd  font  des  termes. 

Les  quantités  algébtiques  font  dites /emblailes  ^ 

lorfque  ces  quantités  contiennent  les  mêmes  let-- 

ères  y  ni  plus  ni  moins  écrites  le  même  nombre  de 

fois  :  ainlî  ja  ôc  la  ibnt  des  quantités  femblables 

aufli  bien  que  zadSc  —  ^^d  ;  mais  fa  &  la^  ne 

font  pas  femblables ,  parce  que  la^  =  iii^,ou parce 

que  a  eft  écrit  1  £oU  dans  l'une  y  8c  i  fois  fçule* 

ment  dans  l'autre. 

25.  Problème.  Etant  donné  un  polinome  qui  con" 
fienne  des  termes  fembîabUs  ^  faire  la  réduêiion.  Si 
les  quantités  femblables  ont  le  même  figne  ,  ajou- 
tez leurs  coefficiens;  iî  elles  ont  des  fignes  ditférens, 
6tez  le  plus  petit  coefficient  du  plus  grand ,  éai- 
vez  eniuite  la  fomme  ou  la  dififêrençe  de  ces  quan« 
tités  ,  Se  la  réduâion  fera  faite.  Par  exemple,  dans 
le  trinôme  lif  +  ii/-f-  5^ ,  les  termes  la  Ôc  5a 
étant  femblables  y  j'ajoute  2  avec  5 ,  ScVzi  la  fom« 
me  ja  ;  «le  forte  que  le  trinôme  propofe  fe  réduit 
à  la  quantité  ya  -t-  td.  Si  j'avois  ^r  -H  </-+-  2^ ,  j'a- 
jouterois  2  avec  x  (coefficient  fous-entendu  dea)  ^ 
pour  avoir  ja-+-  i  Si  j'avois  le  trinôme  la-^d 
-  7tf ,  je  recrancherois  2  de  7 ,  pour  avoir  d  — • 
as  II  eft  viûble  que  quand  les  quantités  fembla- 
les  ont  ditferens  ngnes  ^  &  des  coefficiens  égaux  ^ 
elles  fe  détruifent  :  ainfî  la  -Hf — 2tf  ==  d'y  s'il  y 
<ivoit  ploileurs  ouantités  femblables  y  les  unes.  />a- 
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Jîcives  ,  les  autres  négatives  y  on  prendroit  la  fom- 
me  des  coeflfîciens  des  pofitivês ,  on  feroic.la  même 
chofe  pour  les  négatives  ^  l'on  retrancheroit  la  plus 
plus  petite  fomme  de  la  plus  grande ,  pour  écrire  le 
refte  avec  le  figne  de  la  plus  grande  fomme.  Ainfi  , 
pour  faire  la  réduAion  des  termes  femblables  du. 
quintinome  ja  ^d —  la  —  jtZ-Hy^,  je  prends 
la  fomme  i  o  des  coeâîciens'  des  a  pofîtifs ,  de  la- 
quelle je  rettanche  i  »  coefficient  de  la  quantité  né- 
gative —  la  y  j*ôte  enfuite  le  coefficient  i  deddu 
coefficient  3  de — jdy  &j'ai,  toute  réduâion 
faite  ,  la  quantité  Sa —  id. 

16.  Problème.  Ajouter  &fouftraire  les  quantiés 
algébriques.  Pour  ajouter  la  quantité  ^  à  la  quantité 

c ,  on  écrira  A  -+-^j  pour  ajouter  enfemble  b  Se  — • 

d ,  pn  écrit  b  -^d  y  c'eft-à-dire  ,  que  Ton  ajoute 
les  quantités  algébriques,  en  les  écrivant  les  unes 
i  cocé  des  autres  avec  leurs  fignes.  On  voit  facile- 
ment que  A  -fr  c  eft  la  fomme  de  A  &  de  c  :  on  ne 
voit  pas  avec  la  même  facilité  que  b  —  d  foit  la 
fomme  de  £  &  de  —  d  y  mais  il  ne  faut  pas  con* 
fondre  augmenter  avec  ajouter  ^  quand  un  homme 
ajoute  une  dette  de  1 000  liv.  à  fon  bien  que  je 
fuppofe  de  1 0000  liv.  il  diminue  réellement  fon 
bien  de  1 000  liv.  ainfi  l'on  ne  doit  pas  être  furpris 
ab—d<:b.    ^  ^  ^ 

Pour  fouftraire  une  quantité  algébrique  d'une 
autre  y  il  faut  feulement  changer  le  figue  de  la 
quantité  qu'on  fouftraît  :  par  exemple  j  fi  de  -f-  5a  , 
je  veux  fouftraire  -+-  xay  j'écrirai  $a  — »itf  =  jaj 
de  même  pour  fouftraire  5  de  1 1 ,  j'écris  11  —  5 
=  7.  Mais  pour  fouftraire  7 — 1  de  11,  j'écris  i^ 
—  7  -+•  1  =  7  :  car ,  fi  j'écrivois  feulement  i  x  —  7, 
j'oterois  x  de  trop  y  puifque  je  ne  veux  pas  fouir 
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traire  7 ,  maisfeidemenc  7 — 2 ,  ou  5  j  donc»  après 
avoir  écrit  12  —  7  >  je  dois  ajouter  -f-  2  pour  avoir 
la  différence  cherchée  ==3  7  »  comme  cela  doit  être. 
La  raifoh  pour  laquelle  on  change  le  figne  —  en 
-H ,  eft  facile  â  faifîr ,  c'eft  qu'on  ne  peut  fouf- 
traire  une  quantité  négative ,  qu  en  ajoutant  une 
quantité  poutive ,  comme  on  ne  peut  fouftraire 
une  quantité  pofitive  qu'en  ^ntroduifant  une  quan<* 
tité  négative  :  ainfi ,  pour  fouftraire  la  quantité  — 
i  de  la  quantité  a-^d  j  il  faut  éctire  a  —  d+  d 
^=^9  autrement  on  ne  fouftrairoit  pas  — d. 

2,7.  Problème.  Multiplier  les  quantités  algébri^ 
ques  les  unes  var  les  autres.  Pour  multiplier  a  par  b , 
on  écrit,  ainu  que  nous  lavons  déjà  dit,  ^  à  coté  de 
b  pour  avoir  le  produit^.. Si  on  avoit  la  à  multi- 
plier par  dy  on  écriroit  tad  :  en  effet  le  produit  de 
éL  par  </,  étant  ^,  il  eft  évident  que ,  fi  le  multi-^ 
plicande  devient  double  de  ce  qu'il  éioit ,  le  pro« 
duit  fera  aufli  double  :  donc  lâ  x  ^  ==  xad ,  mais  » 
fi  le  multiplicateur  de venoit  triple  de  ce  qu'il  étoit , 
le  produit  devroit  être  triple  :  donc  2iz  X  ;  ^  ==  6ad  : 
donc  il  faut  dans  la  multiplication  algébrique  mul< 
tiplieries  coefEciens  lun  par  l'autre  ,  en  ie  foiive- 
nant  qu'un  terme  qui  n'a  point  de  coefficient  ex- 
primé a  l'unité  pour  coemcient  :  c'eft  d'ailleurs  ce 
qui  eft  évident  \  car  les  coefficiens  font  des  nom- 
bres ,  &  par  conféqueA  on  doit  dans  leur  multi- 
plication fuivre  les  règles  de  la  multiplication  des 
nombres.  Si  on  avoit  a  multiplier  b^  par  b^^ssbb  ^ 
on  écriroit^'  »  en  ajoutant  l'expofant  i  du  multi- 
plicande ,  avec  l'expofant  2  du  multiplicateur  :  ainfi 
d  X  </'  =  rf^ ,  en  le  fouvenant  que  l'expofàm  de  d 
eft  I  :  en  effet  d^  =sddd\  or  d  X  ddd^s  ddddtsa 
d^.  Donc ,  pour  multiplier  une  lettre  par  h  mémo 


mmmmmmmmÊmÊÊmÊmm 


44    Cours  DE  Mathématiques. 

lettre ,  il  fuffit  d'ajouter  i  rexpofant  du  mulci* 
cande  celai  du  multiplicateur  ,  &  de  donner  àcetce 
lettre  un  expofant  égal  à  la  (bmine  des  deux  expo^ 
fans  :  ainlî  a''  x  ^^  ==  a^  *.  ^ 
Pour  trouver  les  règles  des  (ignes ,  fbit  propofir 
de  multiplier  5  —  1  par  4  — •  i ,  je  multiplie  d'a- 
bord 5  par  4  (  en  algèbre  on               r 2 

commence  la  multiplication  — ~ — 

par  la  gauche  ) ,  le  produit 


eft  10,  que  j'écris  comme  *o — 8— -io-+-4=tf 
on  le  voit  y  mais,  parce  que  je  ne  dois  pas  multiplier 
5  par  4 ,  mais  feulement  y  diminué  de  1 ,  ou  5  — 
2  ,  j'ai  pris  1  quatre  fois  de  trop ,  de  forte  que  le 
produit  zo  eft  trop  grand  de  8  ;  donc  je  dois  le  di^ 
minuer  de  cette  quantité ,  en  écrivant  —  8  à  côté  : 
de  forte  que  10— •  8  ==  1 1  eft  le  produit  de  5  —  i 
ou  de  i  par  4.  Je  remarque  maintenant  que  je  ne 
devois  pas  multiplier  s  —  ^  p&t  4 ,  mais  feulement 
par  4  diminué  de  x  ou  par  2  j  j'ai  donc  pris  5  —  x 
deux  fois  de  trop.  Pour  détruire  cette  erreur ,  je 
multiplie  5  —  1  par  x  le  produit  eft  10  —  4,  que 
je  retranche  de  10  —  8  ,  pour  avoir  10  ■—  8  — • 
I  o  -+•  4  =  (^  ^  vrai  produit. 

Corollaire.  De-Uilfuit  que  -+-  X  -+■ ,  ou  — 
X  —==-+-,&  que -I-  X  — ,ou —  X-t-  =  — , 
car  10  réfulte  de  la  multiplication  de  H-  5  X  +4 , 
—  8  réfulte  de  -^  1  x  -(^4  n  ^«  10  réfuite  de  -+• 
5  X  —  1  ,  &  +  4  réfuke  de  — ?  1  X  — '  a.  Donc , 
lorfcjue  le  (Igne  du  multiplicande  eft  le  même  que 
celui  du  n^ultipticateur  ,  le  produit  doit  avoir  le 
jfîgne  -t-  j  mais  il  aura  le  fîene  — ,  fi  le  figne  du 
multiplicande  eft  différent  de  c^lui  du  multiplica^ 
teur  ^'ailleurs ,  lorfque  le  multiplicateur  a  le  figne 
-+- ,  on  prend  te  multiplicande  autant  de  fois  qu'il 
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y  a  d'unirés  dans  le  mulciplicateur  :  ainfi  le  produit 
eft  égal  au  multiplicande  pris  un  certain  nombre 
de  fois  ;  donc  —  lû  X  -+-  3d=s: —  6adi  mais  pour 


multiplier  par  —  ^  il  faut  faire  le  contraire ,  c'eft- 
i-dire  ,  qu  il  faut  retrancher  le  multiplicande  au- 
tant de  rois  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  multiplica- 
teur 'y  par  con^quent  fi  le  multiplicande  eftpofitif  5 
le  produit  fera  compofé  d'une  quantité  pofitive  re- 
tranchée un  certain  nombre  de  fois  ^  &  le  produit 
fera  négatif:  mais  fi  le  multiplicande  a  le  fiene — ^ 
le  produit  fera  compofé  d'une  quantité  négative^ 
foufbaite  un  certain  nombre  de  fois  :  ainfi  le  pro- 
duit fera  pofitif.  D'autre  côté  3  —  3  éunt  multi- 
plié par  1  y  donnera  évidemment  ^ — 6  =  Oj  or 
—  }  X 1  = — ,1  X  } ,  vifîblement  :  donc  3  —  3  s=r 
o  étant  multiplié  par  —  i  dennera  —  6^6z=so  : 
donc  y  &c. 

Exemple.  Soit propofé  de  multiplier  ja^  x^  ip 
par  a  —  ix»  Ayant  écrit  le  multiplicateur  au*dei- 
£bus  du  multiplicande ,  je  multiplie  le  premier 
terme  }a^x  du  multiplicande  parle  premier  termes 
du  multiplicdlettr^  6c  j'écris  le  produit  ja^x  y  je 
multiplie  de  même  ,  ^2  *.  -j_  -  w 

le  fécond  terme  du  \,       ^^i 

multipucande    par 


le  premier  du  mul-  5a^x+iap—6a^x^ —  ^px 
ciplicateur  y  ce  qui  me  donne -t-i^p,  en  multipliant 
d'abord  2  par  le  coefficient  i  de  a,  &  enfuite  p  par 
a  ;  je  multiplie  de  nouveau  le  multiplicande  entier 
par  —  i;if ,  fécond  terme  du  multiplicateur,  &  j'é- 
cris de  fiiite  les  produits  —  6a^x^  ,  -—  ^px  & 
j'ai  le  produit  total  demandé. 

Remarques,  i  ^.  ^our  multiplier  une  quantité 
algébrique  par  une  autre,  il  faut  multiplier  tout  le 
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mulcLplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur , 
&  ajouter  tous  les  produits  pour  avoir  le  produit 
total,  x^.  Il  eft  indifférent  de  multiplier  a  par/;, 
dap  par  a  j  car  le  produit  ap  :=:pa  y  par  la  même 
raifon  que  5X4  =  4X5=  10.  De  même  apd 
t=ipady  car  apys=pa  ,  doncap  X  ds=pa  X  d* 
Soit  a:=iz^p=i$yd=ij^j  on  aura  apd  =3 
2  •  3  •  4  (  le  point  indique  la  multiplication  )  =3 
3-i*4;  cari*j  =  ^,&:<^X4  =  i4s=3i*4*3 
£=4*}  .i=:4  •  1  •  }  =  }  •4»2»  de  même  û/7i/ 
s=:adp=pad:=:pda=dap=dpay  de  forte  qu'il 
eft  indifférent  quelle  lettre  on  mette  la  première 
dans  le  produit ,  néanmoins ,  pour  plus  de  clarté , 
il  eft  â  propos  de  fuivre  l'ordre  alphabétique  ; 
ainfî  en  multiplient  ip  par  a  ,  on  écrira  lap^^  &c 
non  pas  tpa.  j  ^.  Quelquefois  on  fe  contente  d'in* 
diquerla  multiplication,  fans  la  faire:  ainfî  {a-^b) 
X  (a^d)  ou  (  a-4-i)  {a — d)  indioue  qu'il  faut 
multipliera  +  b^2S a — d\  mais,  ii  on  écrivoit 
fl-h*  X  (tf  — ii)outf-HA  [a  —  </),  cela  fîgni-* 
fieroit  qu'il  faut  ajouter  à  la  quantité  a  le  produit 
de  b  par  a — d.  • 

DE    LA    DIFISION. 

18.  Divifcr  une  quantité  par  une  autre  >  c^efi 
chercher  combien  de  fois  la  première  quon  appelle  le 
Dividende'  contient  la  féconde  j  ou  le  divifeur.  La 
quantité  qui  réfulte  de  cette  opération  eft  appèllée 
quotient.  En  faifant  attention  â  la  nature  de  la  di« 
vifîon  ,  on  verra  aifément  qu'en  algèbre ,  comme 
en  arithmétique  ,  le  produit  du  divii^ur  par.  le  quo-> 
tient ,  doit  être  égal  au  dividiende  :  donc  ,  fî  j'ai  à 
divifer  ab  par  a  ^  ce  qu'on  peut  indiquer  :  ainfi 
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—,  en  merant  le  divifeur  foui  le  dividende ,  en'  forme 

de  fradtion ,  |e  dis  que  le  quotient  fera  b  :  en  effet , 
z*'A  étoit  di£rétf||k ,  en  multipliant  le  divifeur  a  par 
le  quotient ,  ^produit  ne  pour  roi  t  pas  être  égal  au 
dividende^ fli.  De-là  il  réfulte  que  pour  diviier  un 
monôme  par  un  autre /no/zome ,  on  doit  écrire  au  quo- 
tient les  lettres  qui  ne  font  pas  communes  au  dividen- 
de &  au  divifeur  :  ainfi  — ,  ou  —=ip^  de  même 

éi  a 

apd  ,     apd  apd    '  ^  - 

=  ra,  — -—  ^=ap  ^  — -  =  p  :  en  efteten  mul- 

a  *  a  ad         *  ^ 

tipliant  le  divifeur  iz^ par  le  quotient/;,  on  retrouve 
le  dividende  apd.  De  même = =  tf  •  — • 

a  a  a^ 

&s  =<z,  — =a5  =3  fl^— »  ,  c*çft-à-dire,que3 

|Pbr  di  vifer  une  lettre  par  la  même  lettre  ,  il  faut 
foaflraire  l'expofant  du  divifeur  de  celui  du  divi* 

dende;  donc -- =  <i4^ ,  —-=  a^— 5*=  ^o  =i  ; 

car,  en  multipliant  le  divifeur  a^  par  a^  ,  on  aura 
par  les  règles  de  la  multiplication  (27.)  tf^+** 
c=:  iz^  ^  de  même  en  multipliant  a^  par  i  ,  on  a  i 
X  42^  =  fl^  >  de  forte  que  a**  =  i  j  d'où  l'on  con- 
clut que  toute  quantité  élevée  à  l'expofant  o ,  eft  =: 
I  :  déplus,  parce  que  toute  quantité  fe  contient 

ni 

elle-même  une  fois  ,  il  eft  évident  que  ~  z=^  i  ^ 

— -  =  a} — *  sss  à — *  s=s  —  :  car  la  fraction  — - 
devient  (  en  divifant  fes  deux  termes  par  ^  ^ ,  ce  qui 
ne  change  pas  (a  valeur  )  -j-i"*^5p*^^®^^^S^^*^^^* 
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divifion  il  faut  fouftraice  l'expofaiit  5  du  divifeui: 

I 

de  rexpofant  3  du  dividende  y  donc 


M"- 


d*où  Ton  peut  conclure  quWe  quaMké  élevée  â  un 
expofant  négatif,  eft  égale  i  VumÊ  divifée  par 
cette  même  quantité  élevée  au  mènie  expofant  ren- 


du pofîtif  :  ainfi  a — *  2=  ^-—^  (  m  eft  ici  Texpofant 

de  a)  ^.  A  l'égard  des  coefEciens»  comme  ce  font 
des  nombres  y  on  les  divifèra  à  Tordinaire  :  ainfi 

^^  — -  LZ,  s—  2  ».  En  effet ,  en  divifknt  par  1  le 
%s         a         ^  .  * 

coefficient  6  deap  y  on  a  5  au  quotient  ;  &  en  di-* 

vifanttf/^par  a,  on  a  le  quotient^  :  d'ailleurs  la  X 

$p  sss  6ap  qui  eft  le  dividende.  La  règle  des  fignes 

cA  celle-ci  :  le  quotient  doit  avoir  -+-  ^  lorfque  les 

Signes  iudhndtndt  &  du  divifeur  font  les  mêmes  ;  mai^ 

le  quotient  aura  le  Jîgne  —  j  Ji  les  Jignes  du  ^4B 

dende  &  du  divifeur  font  différens  c  ainfi s=3 

*  On  peut  toujours  faire  paflèr  une  quantité  du  numéra* 
tettt  au  dénominateur  &  réciproquement  en  changeant  le 

figae  de  fon  expofant  :  ainfi  — j-  ■»  i^^*  *«»  4—* ,  de  mémo 

— -  m  hd^  :  en  efict,  en  divifânt  ^  =« —  par  tf~*  -=  — 
tf— *  '  I    '^  a^ 

on  trouve  (  par  la  règle  de  la  dirifion  des  frââions ,  félon  la* 

3udle  on  a  le  quotient ,  en  multipliant  le  niunérateur  du  divi- 
ende  par  le  dénominateur  du  divifeur  ,  &  le  dénominateur  du 
dividende  par  le  numérateur  du  divifeur  ;  règle  qui  a  lieu  éga- 
lement pour  les  nombres  &  pour  les  quantités  algébriques  ) 

—  —  « ■«  ^4*.  En  générai,  -rr-  •■ *^  àar^. 
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fans  quoi  le  produit  du  divifeur  par  le  quotient  ne 
ieroit  pas  égal  au  dividende. 

Problème.  Diyifcr  une  quantké  complexe ^  ceft^ 
à- dire  ^  Une  quantité,  compofée  de.  pl^fUurs  termes 
par  une  quantité  incomplexe  j  ou  monôme,  Divife2 
chaque  terme  du  dividende  par  le  divifeur  ^  ccrir 
vez  îes.quotiens  les  uns  i  côté  des  autres  avec  leuj:« 
fignes,  &  vous  auree  le  quotient  entier  cherché }  ainfi 
pour  divifer  5^»  —  ^oad  par  5J ^.jedivife  d'abord 

<a^p3LV<a.  le  quotient  eft  a,     ,^^^ ,^^vi  .^ 

je  1  cens  fous  le  divileur  y  je  '■  ■  .'1' — j 
jdi  vife   enfuice  —  load^.  par  I  ^"^  ^  ^ 

5^  ,  le  quotient  eft  —  za  que  j'écris  i  côté  de  û^ 
:&  l'ai  le  quotient  entier  s=fc  a  — *-  x J  :  en  effet,  iî  on 
ipultipliç  ce  quQtient  par  le  divifeur ,  on  aura  le 
dividende.  , 

• .  -  pR(>BXiEHç.  I)iy\fer  un  j)oUnanu  par  unpolinomi* 
Ordonnez  le  dividende  8c  le  divifeuf  par  rapport  i 

une  même  lettre  y  c'ieft-i'4^re  ,  4Â%p(^2  ^^  4^^V 
.•4ende  &  le  divifear  ,^de  (elle  manière  que  la  lettre 
.pat  rapport  à  i4quelle  vous  voulez  ordonner ,  fe 

crouve:au  prettiiercerma  avec  fonpUts  grand  expo- 

fant,jquele  plu^  havi^^expofant qui  refte.fe  trouve 

an  fécond  terme  ^  &.ainfi  de  fuite.  Ayant  enfuite 
-ccrit  le  divifeur  à  côtédu  dividende.- comme  dans 

U4ivif?op  des  $^|p)re$  5  divifez  1$  premieu  t0rm^ 
•.4«àdivideii4e.gyJ^..gcei^      dft  cUyifejujr;  écrivez 

le  réfulta'tau  qifotienf ,  multipliez  enluite  le  quci- 
'tienc  ^ae  ypu^V4ge$d'^crire;jp^e  divifeur  eqrier  j 

'^Av^%  ie  (produit  fpas^le  dividep4^  ,  ret):anchezca 

Ïroduiç  duf  (jjiy idende  (ce  qijL  4: A^^  ^^ .  c^^gÇ.^ff 
^  Cgrteii)  ,i  diviffg<df  n^ifle  Jçiefte  du  diyidendf 
Tome  1:      ^         *  '         D 
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s'il  y  en  a  (  en  divifanc  coujours  par  le  premier  recr 
terme  du  divtfeur  le  terme  du  dividende  qui  coii- 
tient  le  plus  haut  expofant  de  la  lettre  par  rapport  i 
laquelle  vous  avez  ordonné  ),  &  ainfi  de  fuite.  Soir^ 
par  eJcempUy  propofé  de  divifera*  — d^  par</-+-a, 
j'ordonne  le  divifeur  par  rap-  , 

port  i  la  lettre  tz ,  car  le  divi-       ^ 
dende  eft  tout  ordonné  ;   di- 


vifant  énfuite  tf *  par  a^  j*é-       ^^^ZlZdd 
cris  le  quotient  a  que  je  moi-  **"      «* 

Jtiplie  par  le  divifeur  entier  ^  #     ^^ 

'ï  •+"  «  >  j  ccris  lous  le  divi-  •  . 
dende  le  produit  a^  '^  ad  y 
je  fouftrais  ce  produit  en  changeant  fes  /ignés  » 
'j'écris  G  ïbus  à^  ,  qui  fe  trouve  détruit  par — ^a  , 
il  me  refte  —  ad  que  J'écris  comme  on  le  voit  ici  : 
à  coté  de  ce  refte  je  defcends — d^\tc  divifant  —  ad 
par  a ,  je  trouve  —  d  que  j'écris  au  quotient^  je 
multiplie  enfuite  le  divifeur  par  le  quotient  —  d 
que  je  viens  d'écrire ,  le  produit  eft  —  ad —  rf«  que 
j'écris  fous  te  dividende  ;  je  (buftrais  ce  ptod«it 
en  changeant  les  fignes ,  &  j'écris  o  fous  -—  ad^  qui 
*«ft  détruit  par  -+-  ad  :  j'éctis  de  même  o  fous  — tf^, 
qui  eftdétruit  par  H-  rf^.  Si  Ton  multiplie  le  divi- 
feur par  le  quotient  a  —  rf,  on  aura  û*  --H  orf  —  ad 
'—  d^  ==  û»  —  i»  ,  en  fâi(knt  la  féduaion. 

Si  la  lettre  -par  rapport  d  laquelle  on  veut  or- 
*donner  ,'fé  trouvoit  avoir  le  mènife  eicpofant  dans 
plufîeûrs termes,  on ordonhetok'^âfr rapj^orti'iilie 
autre  lettre.    •  '         "  •  •  .  : 

Loffqù'il  y  a  dfe  lettrés  ià  divifeur  qui  ne  fe 
trouvent  pas  dans  Iç' dividende  ,  l'on  nt  pe?ut  faifte 
la divifioh  e.xa\îtement,'cfens ceci^^ cm  péaifè édrt- 
tenter  de  l'indiquer  -.  ^itift\  pôSIf^iriaJpqucr  le  quci- 
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a^ 


jienc  de  a*  divifé  par  d^  on  écrira  -j  j  pour  divi- 

fer  ai  par  à^A  ,  on  écrira  —7"  =  — '  >  en  faifant  la 

divifion  autant  qu'on  le  peut  ^  ce  qui  eft  évident  ^ 

puifque  cA  X  —  ï=  —  =»  ^  :  c*eft-à^dire  ,  que  le 

produit  du  diyifeur  ^  par  le  quotient ,  eft  égal  au 

dividende  t  de  même  — ^ ,  indique  la  divifion  cfe 

tf  -+*  A  par  x*. 

Voici  quelques  divifions  pour  exercer  les  Conj- 
men^ns  ,  qui ,  pour  fe  familiarifer  avec  c^ttê 
opération , 

Dividende.  i    Di^feur. 


^1   — ipx  -^  p*    I    X — p 


t   ^t        11    I  ■    ■  ■*! 


*A 


Dividende. 


Quotiesu 

Dî?i(eU.i'> 

AT*  i/^ 

AT*  ip 

Quotient. 


au  quotient.    . 

19.  Avant  de  pafferpltis  loin ,  nous  allons  ddn-^ 
ner  la  liicthodede  trouver  t<Ws' les divifeurs  dune 

3uantit|  quiconque.  Soie  la  quantité  ^^P/f*^*f  ^ 
ont  bii  demande  tons  les  dîviffears.  Je  divifè  d'a- 
bord cette  quantité  par  un  de  fet  diviie.iirs  fimjAes 
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p ,  le  quotient  eft  ;i:'  -+-  ^*  ,  que  je  divife  par  un 
de  Tes  divifeurs.fitnples  ;i:,  pour  avoir  le  quotient 
xx'^-'X^  que  je  puis  encore  di vifer  par  ^ ,  le  quotient 
.  eftAT-f-i  ,quejenepuisplu$divifer  queparx-l-i  ,Ie 
quotient  eft  i  ^deiortequelesdivifeurs  (impies font 
p^  X,  jf,  .r  -+- 1 .  Les  multipliant  i  à  i  ^  &  n'écrivant 
qu'une  fois  le  même  pr0dui^,  j  ai  les  di vifeurs  doubles 
px  y  px-^-p ,  x^  y  X*  -+•  X.  Les  multipliant  enfuite, 
3^3,  j  ai  les  divifeurs  de  trois  dimenfiôns  px^ ,  px* 
+px ,  jc  '  -+-  X*  ;  enfin  les  multipliant  4  à  4 ,  j'ai 
px^  -+•  px*  :  de  forte  que  les  divifeurs  cherches 

font/?,     X,      X-l-       lypX,pX'^PyX^yX*'i-XypX''^ 

px*-\-pXyX^'+x^  ypx^  +/7JC*,  auxquels  on  peut 
joindre  l'unité  qui  eft  un  divifeur  cle  toutes  les 
quantités.  Laraifonde  ce  procédé  eft  évidente}  car, 
il  la  quantité  propofée  eft  divifible  par/  Se  par  x  ^ 
elle  fera  évidemment  divifible  par  le  produit />:ir. 

Soit  le  nombre  j9  dont  on  demande  tous  les  divU 
feurs.  On  eflayera  de  divifer  par  2  autant  de  fois 
qu'on  le  pourra,  enfuite  par  3  ,  enfuite  par  5  ,  & 
ainfi  de  fuitef  par  tous  les  nombres  premiers  (  ce 
font  ceux  qui  n'ont  d'autre  divifeur  que  l'unité  & 
eux-mêmes  )  ,  on  multipliera  enfuite  les  difFérens 
divifeurs ,  deux  i  deux ,  enfuite  trois  â  trois ,  6cc. 
Divifant  donc  3  o  par  1  ^  le  quotient  eft  1 5 ,  que  je 
ne  puis  plus  divifer  par  x  \  mais,  comme  je  puis  di- 
vifer par  3  ,  je  fais  la  divifion ,  &  le  quotient  eft  5,  ^ 
Sue  je  ne  puis  divifer  que  par  5  ,  le  quotient  eft  i; 
e  forte  que  les  divifeurs  umples  de  3  ô  font  1,3, 
5  :  les  multipliant  deux  a  deux  ,  j'ai  les  nouveaux 
divifeurs  6 y  10,  15}  enfin  lesprenant. trois  à  trois, 
j'ai  30  :  donc  les  divifeurs  cherchés  font  ï  ,  3  ,  5  , 
4^,  10,  15,  30,  j'omets  I  qui  eft  divifeur  de  tout 
nombre.   .  ^ 
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DES  FRJCTIONS   ALGEBRIQUES. 

fo  Soit  tafraSion  —  qui  indique  quon  a  divijc 

r unité  en  un  certain  nombre  de  parties  défigné  par  à  j 
&  que  Von  prend  un  nombre  b  de  ces  panier.  En  fe 
rappellanc  ce  que  nous  avons  dit  fur  les  fraâions 
numériques  ,  on  verra  aifément  qu'eu  multipliant 
fes  deux  termes  par  jr.  la  ftaâion  refiera  de  même 

.  b  bx 

Valeur^  c'eft-i-dire ,  que  —  ==  -^ ,  de  même  la  frac- 
tion—r  devient  —r^tn  divîfant  fes  deux  termes  par 
une  même  quantité  a.  Pour  réduire  deux  firadkîons 
-j-  ,  —  au  même  dénominateur ,  on  multipliera 

les  deux  termes  de  chaque  fraâion  par  le  dénomi- 
nateur de  Tautre,  &  l'on  aiira  les  nouvelles  frac- 
tions -~ ,  •— -  qui  ont  un  même  dénominateur  , 

&  qui  d'ailleurs  font  de  même  valeur  (  voyez  les 
fraâions  numériques  ).  De  même  pour  réduire  les 

fraâions  — r  »  —  y  —  ^^  même  dénominateur,  on 
d      g      p 

multipliera  les  deux  termes  de  chacune  par  le  pro- 
duit des  dénominateurs  des  autres  ,  &  Ton  aura  les 

nouvelles  ftadions  t~>  h—  >  ^; —  •  ^oyxt   réduire 

dgp     *dgp      dgq 
ha 

une  fraftion  -7  à  fa  plus  fimple  expreffion ,  on  di- 
vifera  fes  deux  termes  par  leur  plus  grand  commun 
divifeur  a,  &  l'on  aura  —  pour  la  fraction  —  ré- 
duite i  fa  plus  fimple  exprellîon. 

D| 
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3 1 .  Mais  comme  il  n*eft  pas  toujours  façHb  de 
trouver  le  plus  grand  commun  divifeur  de  deux 
quantités ,  nous  allons  en  donner  la  méthode ,  après 
avoir  établi  le  lemmc  fuivant. 

Lemme<  Si  deux  quantités  h  plus  grande  &  B  plus 
petite  font  exa3emcnt  divifibles  par  une  mime  quan- 
tité pj^  je  di^  quefijaprès  avoir  divifé  A  par  B^  il  y  <z 
tm  rejle  c  ^  ce  rejle  fera  divijible  par  p.  Soit  le  quo- 
tient de  A  divifé  par  B  5=»/7z  ;  donc  A  =  /;z  B-f-  c  ; 
donc,  puifqueAeft  exaftemencdivifibiepar/?,  m  ]J 
i+-  c  fera  aullî  exademenr  divifible par  p  :  maisB  eft 
exaftement  diviiîble  par/7;  doncfon  multiple,/»  B 
(le  produit  d'une  quantité iz par  une  quantité  ^eft  dit 
multiple  de  tf,  lorfque  le  multiplicateur  eft  un  nombre 
entier  '^  i  ,  &c  fous  -  multiple  ^  fi  le  multiplica- 
teur eft  plils  petit  que  Tunité,  Ainfi  ad  eft  multiple 
de  a  ,  fi  i  =:  j ,  par  exemple  j  &  fo\is  -  multiple  ^  fi 
d=s:^)  fera  divifible  par  p  :  donc  c  le  fera  aulïî. 

Corollaire.  Parce  que  B  &  cfoiu  exaftement 
divifibles  par  p  ^  ûon  divifé  B  par  c^  enforte  qu'il 
y  ait  un  refte  d ,  il  fuit  du  lemme  précédent  que  d 
fera  exaâementdivifible  par  p»  De  même  on  pourra 
divifer  par  p  le  refte  e  qu'on  trouvera  en  divifant  c 
par  dy  &  ainfi  de  fuite ,  jufqu'à  ce  quil  ne  refte  rien. 

Corollaire  II.  U  peut  arriver  deux  cas ,  ou  le 
dernier  refte  eft  égal  i  p  y  on  plus  grand  i  car  il  ne 
peut  être  plus  petit ,  puifque  tous  les  reftes  font 
exaâremenc  divifibles  par  jp,  dans  le  premier  cas  d 
fera  le  plus  commun  divifenr  de  A  &  de  Ô  ,  puis- 
qu'une plus  grande  quantité  ne  fauroit  divifer  exac- 
tement tous  les  reftes ,  à  caufe  qu'elle  ne  pourroit 
divifer  exadkement  te  dernier  réfte  qu'on  fuppofe 
=/^î  dans  le  fécond  cas.p  fera  vifibjement  un  di- 
vifeur cQixunun, puifqu ildivife  exadlementle der^ 
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nier  refte  ;  mais  il  ne  fèf  a  pa$  le  plus  grand  dxvifesr , 
pttifque  A  &  B  pouftonc  être  divines  pan  le  dernier 
xefte*    ..-!;. 

Remajlqvss*  Noiu  Avons  divifé .  B  pati;  ^  ôc  d 
par  c  ,  parce  que  nous  avons  fuppofc  que  les  reftes 
vont  en  décroiflànt  (  ^  qui  arrive  toujours  en  arith- 
métique )  y  n^ais ,  fi  un  refte  d  ëtoit  plus  grand  que 
le  i;efte  précédent  f  ^^.xm  .diviferott  k.  par,^  ,  &,le 
refte  feroit  également  diviiîble  par  p  ^  comme  il 
fuit  du  lémme* 

Soit  maintenant  fropqfé'  de  trouver  le  plus  grand 
-commun  divifeurdei  ^aantitds  A  &  h  ,, ordonnées  par 
rapport  à  la  lettre  x.  Divifez  le  pceraier  terme  de 
la  formule  A  * 
A* — •  x^"^  rtjr*  ~-  c^x  -K  lîc»   •  . 


Trz-  • —  5f  '  — h  ax^  —  yx^  -4-  ayx 

Cn yx^  -+-(c*-h4zy)  •  J^x^ac^ 

%   fi.  .^.. ..  .jjc»  —  ayx  4-  y^x  —  oy» 

rf»-- (c*  ^y^  )  • — x-^ac^^ay^ 

Quôrîens, 

£••• — yx-^ay  "         ■■ 

j#... — X'^a  ^^-^ry^ 

*  

par  le  premier  de  I&'fbpmtile  B ,  fl:*&iya»nt  mxildplic 
:Ieqiiotient  x  par  le  <i£vifôur,  bt&L  le  piwlairm  de 
A ,  pour  avoir  le  refte  C ,  que  votw  diviferetde  la 
Aieme  manière  wr  B  5  recranchefc-en  b  produit  /i 

D4 
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du divîfeur  B ,  par  le  quotient -^^^j  vous  zûtQzh 
refte  <f.  Maincenant  comme  >f  a  un  expofanc  moin- 
dre dans  ce  refte  que  dans  B  ;  renverfez  Tordre ,  & 
divifez  B  paf  le  refte  d  ^  Se  recrâhche2i;^eti^^  ,  pro-^ 

duic  4e  d  paç  le  cjuotieiit  v'JTT  •  L©  t^QÎ^éi^^ 

refte  fera  E ,  qui,  étant  divifé  par  y,  quîfe  trouvé 
dans  xou^  fes  termes  ,  dormttuf  j  divifess /i  pari/, 

Z'      '  1 

&  ôtez-cn  le  produit  K  de  </ par -~-nr^  >  lé  refte 

fera  o ,  de  force  que/»  fera  le  phis  grand  commun 
divifeur  cherché  y  comme  cela  fuit  ^du  Icmme  ; 
mais  pour  le  faire  encore  mieux  concevoir  ,  voici 
connue  JQ  raifonne.  Sip  étant  divifé*  pr  d ,  le  refte 
eft  o  :  dbnc  p  divife  exaékement  d  (  ici  le  quotient 
peut  être  fraftionnaire  ) ,  doue/»  divife  auÛî  exacr 

temeat  d  multiplié  par ,  ^  v;    ^ ,  c'eft-à-dire  f ,  Se 

^    i" y 

parce  qu'il  divife  E  de  la  même  manière,  ildivi- 
lera  encore  exadement  q .-+-  E  ou  B ,  donc. il  divi- 
fera  auflî  le  produit  de  B  par  •— j^  ou  /z,  auffi  bien 
que  n  -+-  ^Z  5=  C  ;  mais  1^  produit  de  9  par  x  ,  ou 
m  eft  exaftement  divifiblè  par  p  :  donc  /tz  -+-  C  == 
A  Teft  auITi  j  donc  A  &  B  font  êxadement  divifés 
par  p  ;  donc/?  eft  commun  divifeur  de  A  &  de  B  : 
d'aillqur^  il  eft  leur  plus  grand  commun  divifçur;  car 
aucune  autre  quantité  ne  peutdivifer  ledemier  réfte, 
ce  que  doit  cependant  faire  le  commun  divifeur , 
ginh  que  nous  l  avons  liéjànnir 

Si  en  s^  prenant,  comn\e  nous  venons  de  le  dire, 
on  ne  trou  voit  pûint  de  commun  divifeur ,  mais  une 
fuite  infinie  de  termes >  on  ordonneroit  par  rapport 
aune  autre  lettre;  &  H,  en  ordonnant  fucceftivement 
par  rapport  à,  iQi^ccsilea  leur  es  du  dividende,  kmêaie 


MiH 
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chofe  arrivoit)  ce  ferait  une  marque  que  les  quan« 
ticçs  A  &  fi  n  auroienc  point  de  commua  divifeur. 
RiM ARQUE.  Si  1  on  s  apperçoit  quededeux  quan-* 
tirés. A,  B>  lune  contient  une  quantité  qui  ne 
puiSè  pas  divifer  1  autre  ,  ou  qui  n'ait  aucun  divi- 
leur  commun  avec  l'autre  y  on  peut  l'effacer  fans 
craindre  que  le  commun  divifeur  en  foit  altéré  j  on 
fera  lamtme  chofe»  lorfqu'ondivifera  Cpar^,  Sec* 
On  peut  de  même  multiplier  l'une  des  quantités  £ux 
kfquelleson  opère  par  une  quantité  qui  n'ait  aur* 
cun  divifeur  commun  avec  l'autre;  car  le  plus  grand 
commun  divifeur  de  ai  ôc  de  a  y  étant  ^a ,  le  plus 

grand  divifeur  commun  de  yab  8cde  a^  dé  —  8t 

de  a  fera  encore  a.  Or  il  arrive  fouvent  que  pour 
divifer  une  quai>rité  par  une  autre  ,  on  a  befoin  dQ 
multiplier  tous  les  termes  de  la  première  par  un0 
<]uantité  qui  ne  peut  pas  exa&ement  divifer  la  fe-r 
conde.  On  pourra  donc  faire  cette  multiplication 
ikns  altérer  le  plus  grand  commun  divifeur  cherché, 
51.  Poiu:  a|outer  enfemble  plufieurs  fraâions 
jqui  ont  le  même  dénominateur,  on  ajoute  leurs  nu^ 
mérateurs  en  confervant  le  dénominateur  ;  ainfî 

-7^  H — 7-  =  — — ,  ce  qui  eft  évident ,  en  faifant 

attention  â  ce  que  nous  avons  dit  en  parlant  dtt 
fraâions  numériques  ;  mais  H  les  fraâ;ions  qu^on 
veut  ajouter  ^  a  voient  difKrens.  dénominateurs , 
après  les  avoir  réduites  ^ii  mêttie  dénominateur,  on 
prendroit  pour  numérateur  de  b  fomme  >  la  fbm« 

me  de  tous  les  numérateurs  :  aînfi  -7-  H-  -rr* 

^  4 

ad  hc         ad^iù 
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35.  {^ur  fouflxaire  iinefradibn  d'une  autre  fraci* 

cion  ,  on  les  réduira  au  même  dénominateur ,  & 

plies  en  ont  de  difFérens ,  &  Von  prendra  pour  nu- 

'^  mérâceur  de  la  différence ,  la  différence  des  numé- 

meurs  ramfi  _-.-^=^-^=_^-^. 

Si  on  avdic  à  fouftraire  une  frûâion  d'un  entier  ^ 
ou  d'uii  entier  ^oint  a  uneîFpaâion ,  ou  (î  Ton  a  voit 
i  Touflt^ire  un  entier  &  dite  ftadfcion  d'une  fra^iqn 
jointe  à  uti  entier  ,  l'on  ttéduiroit  (  fi  la  réduâioit 
ii'étoit  '  jjàs^'  déjà  faite  )  k  qua^iiriçé  quon  veut 
fouftraice  ,  6c  la  quantité  dont  on  veut  ibuftraire 
chacune  4  une,  feule  fraftion  ,  pour  opérer  enfuii;e 
comme  nous  venons  de  le  dire. 

J4.  Pour  multiplier  une  ftà<îHan  par  une  autre 
fradtion  ,  on  multipliera  les  numérateurs  l'un  par 
l'autre  )  le  produit  fera  le  huméraccur  dn  jproduit 
des  fràâriôn^  j  pour  avoir  le  dénominateur  du  pro* 
duit ,  l'on  prendra  le  produit  des  ^eux  dénomma-»- 
reufs ,  &  il  ^n  fera  de  même  poor  un  plus  ^rand 
nombre  de  fraâions  'y  mats  fi  l'on  veut  multiplier 
un  entier  a ,  par  txempie  j  par  une  fraftion  ,  on 

Tuppotera  a  =3  — ,  ce  qui  ne  change  pas  fa  valeur, 

&  rbn  irauVa  plus  qu'à  mùltîpUer  Ane  fraftioh  par 

une  autre  ftaCtion  :  aimi  ^r-.  X  -7-'=  t7  >  ^^  K  -7- 

9  .        a  od  d 

-1  '*j  5 .  t^QiU:  diviïer  une  frafition  par  uft«  fraAion  ^ 
x\  faut  multi|)lier  le  numérateur  du  dividende  par 
le  dctoominateur  du  divifeur,  le  produit  fera  le  nu- 
mérateur du  quotient  j  &  mulripfirftlt  enfuke  le  dé- 
nominateur du  dividende  par  le  numérateur  du  di* 
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vifear ,  le  produit  donnera  le  dénominateur  da  qao« 
tient  :  ainfi  le  quotient  de  —  par  le  divifeur  -y*. 

fera  -j-  •  Si  on  propofoit  de  divifi^t  uh  entier  a  par* 

une  fraâion  ^  on  rappcferéit  ^  =»  — r ,.  &  pout  di^. 

vifer  un  entier  joint  i  une  fraftion  par  un  entier  ,: 
ou  par  un  entier  joint  i  une  autre  ftaâion  ,  on  ré- 
duiroit  le  dividendfe  èc  le  divifeur  chacun  en  une 
feule  fraftion  :  ainfi  ces  deux  derniers  cas  reu^ 
trent  dans  le  premier.  Toutes  ces  règles  fe  demon-^ 
trent  comme  celles  dés  fractions  numériques. 

Rémarque.  Après  une  opération  quelconque  y^ 
Addition,  Souftradfton  ,Maltiplîcation  ,  bu  Divî-^ 
fion  ,  on  ne  doit  pis  oublier  de  faire  là  rédudion^. 
des  termes  femblables  ,  s'il  y  en  a. 

D^  ia  formation  des  ptdffançes  des  Mbncmes  &  P^p^ 
Jinomes  j  de  V extraction  des  Ratifies^  du  Calank 
des  radicaux  y  &  des  ExpofanS'^         -,    ' 

}(î.  Nous  appelions  première  puljfahce  de  a  \k 

3 uandté  â elle-même  :  ainfi  la  piremi^fFe.ipuUninc.^ 
e  az^z  a'jisi  féconde  piiiiïance  de  iz,^(i.Ie  produit 
de  a  par  a  ^  eft=stf  Xi2  =  û*X  àïT=s  <2»  =  ^a  ; 
la  troifiéme  puiÂFànce  de  ^  =  <z  '  =  a^"^^  ;  de  tnême* 
h-  féconde  puifTance  de  û^  =&  i«^  X  ^?  =  ^^  =« 
fl^*  2  d*où  Ton  peut  conclure  i^.  que  la  puUîance 
d'une  qiianritc  a  n'eft  autre  chofe  que  cetiré  quantité 
multipliée  par  elle-même  un  certain  ftombre  dé 
Fois.  a®,  qu'il  faut  faire  autant  de  multiplications^ 
moins  une  ,  qu'il  y  a  d'unités  dans  rèxpôfant  de  la 
puilTahce.  3*^.  que  pour  élever  une  quantité  â  un^ 
pùirtàjiicè  donnée,'  il  fùfSSt  de  miiltîpuer  l'expofané 
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de  cette  quantité  par  rexpofant  de  la  puillance  : 
aiiifî  la  troifiéme  puiffance  de  û*  =  cû^^  =  a^  =s 
a^  y.  a^  >k  a^  \  donc»  pour  élever  a  s=  ^i  si  la 

fmiïTance  m  ,  on  multipliera  Texpofant  i  de  a  par 
'^xpofant  m  de  la  puiuance  ,  &  l'on  aura  oT  ;  &  £ 
Ton  veut  avoir  la  puitlance  p  à^  à^  ^  on  multipliera 
n  par  p ,  pour  avoir  a"',  La  féconde  puiAance  s  ap* 
pelle  quarré  ^  Se  la  croiiléme  s  appelle.c^e  :  ainfi  a^ 
eftje  quarré  de  ^z,  tf'  en  eft  le  cube.  S*il  s'agit 
4'i^voir  le  quarrc  d'un  nombre ,  on  multipliera  ce 
nombre  par  lui-mcme  ipar  exemple  j  le  quarré  de 
j  eft  ^;=s  5  X  5=  i  5  >  ^n  cube  eft  le  produit  du 
quarré  i^  par  le  nombre  5  :  voici  les  quarrés  &ç  les 
cubes  de  tous  les  nombres,  depuis. i  jufqu^à  10. 

Nombres  i.  1.  j.  4.  f.  tf.  7.  t.  f.  lo. 
Qu9irr<^s.  X. '4,  9.  16,  15.  5^.  49.  ^4.  %i%  loo. 
Cubes.        I.  %m  17.  ^4.  tij*  ix^.  943.  y  II.  71^.  looo. 

Si  les  quantitéis  qu'on  veut  étever  à  une  puidàhce 
entière  &  pofltive  étoient  complexes ,  il  n'y  auroit 
pten  à  changer  à  la  méthode  :  ainfi,  pour  élever  or^b 
à  la  féconde  pui  (lance  ou  au  quarré,  on  multipliera 
a-^b  par  ^  H-  ^  ,  &  l'on  aura  la  féconde  puif- 


(ance  de  ^  -4-  A  qu'on  peut  indiquer  :  ainfi  a  ^b 
==  V+1^  X  «  +  ^  =5iz*  H-  xab  -h  b^.  Le  cubô 

de  <î  +  A;=?4+3  =  û5  -+.2^1  i+  jaA»  ^b^  : 

la puiflTance  quatrième detf4-*=rtH-i,& enfin 

la  puîffancé  /tj  quelconque  de  iz  -+r  i  eft  =  ^  +  A.  La 
quantité  a,  qui,  multipliée  par  elle-même  une  fois, 
a  donné  le  quarré  û*  ,  s'appelle  la  racine  quarrée  de 
k^  \  de  niême  3c  eft  la  racine  quarrée  de  b^  c».  La 
çacine  cubique  de  a^  eft  la  quantité  a» ,  qui,  muî- 
tipliée  deux  fois  par  elle-même  ^  a  donné  le  cube 


1 

1 
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a^.  En  général  là  racine  /i  de  a*  eft  tf ,  parce  qu'en 
multipliant  a  par  lui-même  un  nombre  n  —  i  de 

fois ,  on  trouve  a*  *.  Le  quatre  d'une  fraûion  — 

fe  trouve  en  prenant  le  quarré  du  numérateur  6c 
celui  du  dénominateur  :  pour  avoir  le  cube  >  onpren* 
dra  le  cube  du  numérateur  &  celui  du  dénomina*- 

leur  :  ainfi  le  quarré  de  -7-  eft  -r-  fon  cube  fera  — • 

On  voit  auffî  bien  aifément  que  la  racine  quittée 

de  —  eft  —  >  ^î^^  I^  racine  cube  de  —  eft  —  j  de 

ibrte  que  pour  avoir  la  racine  d'une  fraftion ,  il 
faut  prendre  celle  de  fon  numérateur  auflî-bien  que 
celle  d&  fcn  dénominateur. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  il  fuit  auè  , 
pour  avoir  la  racine  troifiéme  ou  cubique  de  a^  ,  il 
iuifit  de  divifer  l'expofant  6  de  la  «quantité  donnée 
par  Texpofant  )  de  la  racine  \  que  pour  avoir  la  ra** 
cine  quarfée  de  a^ ,  il  fuifît  de  divifer  Texpof^^nt  4 
par  Texpoiant  %  de  la  racine  :  de  forte  que  la  racine 

cube  àt  a^  z=:aJ  =a*  ,  la  racine  quarréede  à^  eft 

c=  û*  s=  a»  ,  ce  qui  eft  évident  ;  &  en  général  , 
puifque  pour  élever  ^à  la  piiiflànce/  ,  il  faut 
multiplier  rexpofaht  m  par  l'expofant />  de  ta  pui3- 
fance  pour  trouver  if*^ ,  il  faudra ,  pour  avoir  la 
racine  pde  ^^ ,  divifer  l'expofant  mp  par  Tespo- 

fsLtït  de  la  racine  >  &  on  aura  ap  =  a"*  :  donc  en  gé- 

m 

néral  la  racine  /i  de  ii*  =  û  " .  On  marque  auflî  la 

racine  w  de  a* ,  de  cette  manière  /}/  (f  y  de  forte 

■    " 
*  Oa  (nppofe  ^e  /i  eft  on  nombce  entier  pofitif*      -  ^ 


^«H 
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l'nH^M^Alte 


que  \/  tf*  =2  û  »  y  de  même  ^  a^t=ta^  asz  a^  ^ 

y  a^  =s:  aJ  =  a^.Le  figne  y^  s'appelle  jîf /i^  rj- 
dicai  y  6c  les  quantités  affectées  de  ce  iïgne ,  font 

dites  quantités  radkales  :  ainfi  p  \bc  eft  une  quan* 
rite  radicale.  La  quantité  p  qui  eft  hors  du  (igné , 
s'appelle  coefficient  du  figne  >  &  la  quantité  bc  eft 
dite  être  fous  le  figne.  Lorfqu'un  radical  n'a  point 
de  coefficient  exprimé,  il  eft  cenfé  avoir  Tunité 
pour  coefficient.  On  appelle  expofant  du  figne  la 
quantité  qui  fç  trouve  entre  lesbrai^ches  du  figne  ; 
mais ,  quand  un  radical  n'a  point  d'expofant ,  il  eft 

cepfé  avoir  i  pour  expofant  ^  de  forte  que  y^  ^4  =- 

En  examinant  avec  attention  ce  que  nous  venons 
de  dire  ,  on  verra  facilement  que  l'expofant  du 
figne  eft  toujours  le  divifeur  de  l'expoiant  de  la 
quantité  qui  eft  fous  le  figne. 

Il  eft  facile  d'appercevoir  que  la  racine  quarrcé 
de  a^  eft  =  rt  \aa  ^=z'^  ayc^t  a^  =-+- iz  x -+-/i> 
.de^meme  a^  ^=r  —  a  x  —  a  .  ainfi  la  racine  quar- 
rée. d'une  quantité  ppfitive  eft  toujours  double.  Ûe 

ix^n^e  la  raçûie  quatrième  de  jp^  ==  Ht  y  p^  == 

de/'  y    CÇLV^^à==i  +  p  •  rh^P/   ^P  *   +f>*  "^P 

{  le  point  mdique  la  multiplication  )  =^ — -p  •  -r— 
f  *  -r-p  *  -—rp.  En  gqncral  unô  racine  d'un  degré 
pair  eft  ,toujours  double  ;  mais  \/  '• —  a^  eft  une 
quantité  impoffible  j  car  elle  ne^jeut  être  ni  •+•  a, 
^i  -r-  il  >  puifqjie  Hr^  X  -h  a==  a*  ,  fifi  mcmc -— 
n  X  T— tf  ==  *4-  û*  :,donc  la  racine  de  —  a^  qu'on 
marqué  ainfi  .ft  ^  — ^tf*  eft  une  quantité  abfurde  ; 
^  m^mç  CQUfi^  1e^  ^^pù]^$  paires  d'une  quantité 
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négative  font  i'mpoflible^  :  ainfi  db  y  — /^  eftuM 
quantité  impoiliole  y  ces  fortes  de  quantités  font 
appellées  imaginaires. 

Si  1  on  veut  changer  l'expofant  d*im  radical ,  en 

confefrvant  fa  valeur  ,  il  faut  multiplier  par  la 

blême  quantité  Texpcifàhr  du  radical ,  &  l'expo- 

.  faut  de  la  quantité  qui  eft  fous  le  fïgne.  Ainfl 

^  a^''  ;s=za  ^  =  a^ ;^  fi  ;i  =  i  on  aura  y  ^x  ss 

\/^a=::a\ 

Four  réduire  deux  raJkaox  au  mdme  expofitnt ,  uns  ckangp 
leur  valeur ,  il  bm  multiplier  Tei^ofcint  du  radical  du  pfemJef , 
êc  TexpoCant  de  la  quantké  qui  eft  fous  le  figue  par  1  expofànc 
àa.  fécond  ,  &  rédpioqucmem;  mais ,  s'il  y  a  plus  de  deux  ra- 
dicaux ,  on  multipliera  rexpofant  du  figue  aufll-bien  que  Tex- 
-pofant  de  la  quantité  qui  ^{bus  le  Cipk^  d'un  diacun  parle 
produit  des  expoiàns  de  cous  les  autres  radicaux ,  ce  qui ,  com- 
ité Jioos  menons  de  le  voir»  ne  peut  changer  leur  Taleui#  Ait^fi , 

pour  réduire  au  même  expo&Qt  les  radicaux  ay  b^  ^c  ^d y 
\t  multiplie  Texpofant  3  par  l  ;  de  même  je  multiplie  Texpo- 
JTaAt  X  de  ^  par  %  ;  je  multiplie  etifuice  fexpo&nt'dutccond  ta- 
dical  par  5  ,  aufC-bien  que  TexpoGuit  i  de  ^^  &  j'ai  les  deux 

radicaux  a'^  b^  ^c  y^^^  réduits  au  mime  expofimt.  Les  trois 

radicaux  a  V  i"^  %^  y  4^9,V  ff^  ^  réduits  au  même  expo(knt , 

fc  changeront  en  ceux-ci ,  a  %/  i^" ,  m/  <^*  ^  y/  g 

ce  qui  eil.évîdent. 

Pour  ^'outer  deux  ou  plnfieurç  radicaux  enfemble ,  rédulfez* 
les  au  même  expofant ,  s'ils  en  ont  de  difFéreAs  \  prenez  enfuite 
leur  fQtame  comme  fi  c'étoienc  des  quantités  a^ebrîques  :  ainfi 

bCbmoicde  a  y  d  9c  i^-cVdeà^a  ^,d^e  yf  dw» 


qnp 
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(û4-c)-V^,la  fomme  6c  a  y  à  •+-  c  y  <£  cft  «■ 

«  ^  h"^  ^  c  Y  d'i  y  en  réduKànt  au  même  eïpo(aaré 

La  fouAraf^ion  des   radicaux  qui  ont  un  même  expo- 

ûnt  y  Ce  ^c  comme  la  foufhraûioa  algébrique,  en  changeant 

le  figne  de  celui  ou  de  ceux  qu'on  veucfouflraire;  mais  s'ils  ont 

diflerens  expofans ,  on  les  réduit  au  même  expofant^  avant  de 

faire  la  foultrad^ion.  Alnfi  pour  fouflraire  a  y  h  dtc  ^  p^oa 

i         ■    i    ' 
écrirai  ^p^-  ^V  ^t  cequieft  évident^  mais<i  y  h — c  y  d^ 

Pour  faire  pafTer  un  coefficient  Tous  le  %ne,  ^ns  changer 
ta  valeur  du  radical ,  on  élèvera  le  coefficient  à  Texpofant  da 

Il  5  1' 

fiene  ;  ainfi  b  y  di  =  ydihi  ;   car  h  y'd^  =  W  ^bd^ 

$  Il 

de  même  y  d^b"^  »=  <f'  ^'  s»  dh*    On  voir  auâl  que  ,  pour 

£ûre  pailer  hors  du  (îgne  une  quantité  qui  fe  trouve  fous  le 

figne,  il  fuffitde  divifer  l'expoiànt  de  cette  quantité  par  lexpo- 

faut  du  fignc  f  ainfi  y    ad^  ==  ^*  y  tf  3    car  Vai*  =*<£'- 

X  a'  =s=>d^  y  <7.  Pour  faire  entrer  dans  rexpreiïion  d'un  ra* 
dical  une  quantité  d  quelconque,  il  fuffit  de  multiplier  la  quan- 
tité fous  le  figse  par  d  élevé  à  Texpofant  du  figne,  en  divi- 
Iknt  en  même  tems  le  coefficient  du  iiane  par  la  même  quantité 
d'y  car,  par  cette  opération ,  on  ne  fSt  que  muWpIier  ^  divi- 
fer un  radical  par  une  même  quantité  :  ainfi  a  y  b^ss^^.ybd^  y^ 

y  b  ss^  ly  h}=^  -j  y  bdy  :  car  il  eft  vifiblej  par  txempU  ^ 

que 4  y/bd^^^  X  bU^^^  x  l^ ^a  ^^.'     - 

Pour  multiplict;  les  radicaux  Içs  un«  par  les  autres^  après  Us 
Bvoir  réduits  au  même  expofant ,  s'ils  en  ont  de  diffêrens ,  oh 
multipliera  leurs  coefficiens  les  uns  par  les  autres  v  Ic^  produit 
donnera  le  coefficient  du  produit  cherché  \  on  multipliera  de 
même  les  unes  p^r  les  autres ,  lés  quantités  fous  le  figné  & 

l«ur  produit  refiera. fous  le>  figne:  Vmfi  a  y  b  K^V'  ^^^ 

m  c  \fb.d^ayxixyc^a  y  dy.  1  y  ç^ayjç^^d  V/T 

X 
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j  y^3s>^^3^>=:^X^=>3^)Ce  qaieû  évidenc.Sion  veut 
avoir  lepFoduû  de  V  —  •«  x  V  — '^  »  00  écrira  —  y^  tfd  a» 
—  *;  pui(^*il  cft  évideat  que  — >  «  eîfl  le  quarré  de  V  —  iz» 
Pour  oe  pas  fe  tromper  en  multipliant^  par  extmpU ,  les  quan-* 
tités  im^inatres  y  "^  ^>  V —  ^  Cuae  par  l'autre  ,^n  remar- 
quera que  ^ — ^««  y—-  1 .6=«  V  —  IX  V^,  de  même 

X  V— T  X  V^  X  V^  c  =  — 1  xV  ><?=.— \^  *c,i 
caufc  de  V  —  1  X  V  —  *  == —  ï^-  E^  multipliant  â  Tordi- 
naire  ,  Ion auroit  ^  —  ^  H  V . — «'=  V^.^^>  ce  qui  eft  faut. 
Pour  divifer  deux  radicaux  Tun  par  l'autre  »  on  Lk  réduira  au 
même  ezpo&ut ,  s'ils  en  ont  de  dinerens  ;  on  diviferienTuite  le 
coefficient  du  dividende  par  celui  dudivifèur,  &  la  quantité  qui 
eA  fbds  le  ^gne  dans  le  dividende  par  4a  quantité  qui  fe  trouve 

fous  le  (igne  du  divifeur  :  ainû  le  quotient  àta^b  p^  c  y  deH 
*=3-^Y  "7  •>dcmcme4Vï^divifépari  V  4«ft=  »  V ^'^ 
*  V  4  =  4»  ttwis  pourdiviCcra  V  ^  P*f  <^  V  ?>  on  réduira  les 

ladlcaiix  au  même  expôunt^po^r  avoir  ^  V.  ^^  »  c  V  p*  ;  divl« 
une  enfuite  le  premier  par  le  irecoa4  9  on  trouvera  te  quotient 

»m  j 


a      I 


m.  •         •  ■  ■  • 

«•  ...  »  .         ■  .  .  * 

'  Pour  élever  un  radical 'i  une  puiflance  quelconque,  iffa^t 
raohiplfer  rexpo(ânt  de  chacun  de  (es  faàeurs  (  dans  ttn  produit 
à dcyla  ouamité^ a^d^ù  (bnt  à{^pe)ées  Ics/aéieurlêc ccpro- 
duit)  par  rexpôfansdèlaptâ&ncé  propofée  :  ainfi  la  puillancj: 

cinquième  de  y  ^ ' ,  çu (V^.') ^«ft  ?=  ^  4î  =tf^  .^  tf  '  ==<!  j 

donc  >  loxfque  rezpoiknc  dé  lâ'puiilànce  êft  égal  âlVpbfant  dii 

.     .;•    ^.  '^'  ■   ^    ■  .-'."»      ^    ;„   #    ■/ 

figne  y  il  fumt  d'ôter  le-iigne  nwlical.  La  puiiiance  màc^  aP  fera 

^.>  '  '  t',  -'    .\^      i  -  •  .  v-i>  "  •  '""^  •         • 

**==  â»  j  mais  ^  pour  ^vcwr  jat^pu^ancew  de 
itité  )  on  cloit,Teloa  ce\ue  nou^  avons  dit 


flp»  ;  car  V  tf '^ 
cette  dekniere  ûuaiitité  ^  on  cloit,Teloa  ce^ue  no 

*  ci-defliis ,  multiplier  Texpofant  -^  par  /n ,  pour  avoir-tn»    &a» 

V  ^'**  Si  lé  radical' avoir  va\  CQêfficiènt^di^enf]^  ^'^°^^^/ 
on  élevetoit  ce  coê£ciént  *i  Uk  puil&ncé  proposée  »  ou  biea^ 


66      Cours  db  Mathématiques. 

avant  de  Êùre  ropéracion  ^  on  fèroit  paflèr  le  coefficient  (bus  le 

j        *  s  s 

figne  :  ainfi(tf  y  c*)™^*  y  c4  =*  y  «r^c*,  en  £tt£u^ 

paflTer  tf  fous  le  ugoe  avant  rppération,  ou  aprisf  de  mêoie 
(i  V4)  *  =  4  y  i^==4X4««i6,parcequclap>iiflànce 
leconde  de  4  eft  »=%  16. 

Pour  extraire  une  racine  quelconque  d'une  Quantité  ladi»- 

cale  dont  le  coefficient  eft  l'unité ,  il  cuit  miilciplier  Tcxpoûnc 

du  radical  par  celui  de  la  racine  ;  ainfi  la  racine  cinquième  de 

j  15  il 

X  ^  a^^  ^m  y  tfM  «^  fl'*  =stf«  t=s4f ,  ce  eft  évident  ;  car 

y  tf  M  «M  d  '  «a^5  ;  or  laradne  cinquième  de dT  efte«<t'  ea^ry 

donc^&cDe  œ&ne  la  racine  ji  de  V^«^  efts»  ^^j^,  Silera* 
dical  avoic  un  coefficient,  dont  on  peut  prendre  la  racine  de- 
mandée^ on  la  prendroit  féparément9  muis  fi  on  ne  pouvoiceii 
prendre  une  racine  exaâe,  on  le  feroit  pafler  (bus  le  fIgne  : 

î  *  » 

ain£  la  racine  qiiarrée  de  p  y  64  eft  :===  3  y  ^4  =  3  x  i  «s  6: 

car  y  ^4  sa  4  ,  dont  la  racine  quarr'ée  »»  x  ,  de  même  ^  64 
•»  2  :  car  64  3-»  &  X  x  X  %  x  %  X- 1  X  i*  Mais  poilr  avoir 

la  radneqnairée  de  3  V  ^y  jeÊii^paSêr  3  (bus  le  6goc  9c 

'^  i  'î  •         •  .6 

faî  v^  17  X  is=«  y  f  4 ,  dont  la  racine  auarrée  eft  =»  ^  54. 

Pour  avoir  une  puiflànce  ou  une  racine  aune  quantité  radicale  , 
fradionnaire  ,  on  feroit  Cir  le  numérateur  ôc  le  dénouftinateur 
du  coefficient  &  de  la  quantité  p  fous  le  .£gne ,  les  mêmes  opé* 
rations  que  nous  venons  de  faire  fur  les  entiers;  il  en  (èrpic 
de  même  ,  fi  l'on  vouloit  avoir  la  /çmme  ou  le  produit  ^  la  dif- 
férence ou  le  quotient  de  ces  iEbrtes  de  quantités,  ce  qui  n'3 
pas  befbin  d'une  plus  longue  explication. 

37.  PaObns  maintenant  àla  formation d^spui^- 
fances  &  à  rextraâion  des  racines  des  polinbmes. 

Le  quairréde  a^i^  ou  tf-4-*,  on{  a^t)^efï 
8=5  j»  '4-1^*-+-'!^*.  En  multipU^nt  cette  quantité 
par  tf  -4- ^  &  ifédmfant ,  on  aura  le  cube  de  a-t- ^, 


ou  fl  -f-  A  =  û*'  H-  jfl*  *  -^-  ^ai^  -+-*';  donc  le 
quatre  d'un  binôme  a  -t-  ^  çoôtiçt^t  ;/*.  le  quatre  ^? 


-  ■    ^    -  -  r ■ — — ^^"^^ 
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cla^remier  terme  a  de  |a  racine  j  en  fécond  lieu  U 
double  produit  du  premier  tçrme  par  le  feeond ,  or^ 
%ab  )  enfin  le  quarré  b^  du  fécond  terme  b  de  la  la-^ 
cine.  Donc  pour  revenir  du  qnarré  à  la  raâne  ^ 
zgtès  avoir  extrait* la  nicine  du quarré  a^y  i  ^.j  écrirai 
Oi  racinp  quârrée  de  iz^  5  au  quotient ,  c'eft-^â-dire ,  à 
la.  racine  ;  z^*  j'élevrai  a  au  quarré  pour  avoir 
a^  t  que  j^e  retrancherai  du  quarré  a^  +  xab^^-b^  ^* 
ce  qui  fe.fàiten  écrivant  ^-^  a^  ,  qui  détruira  a*  & 
il  ne  reftçf^  que  xab  -+-  ^».  Pour  trouver  le  fécond 
terme  ^  de  la  racine  ^  je  prends  le  double  du  termf 
trouvé  5  c'eft-à-dire  y  xa  pour  divi&ur  ;  &  divifant 
le  texuie  xabfSLt  lUy  le  qiiQtienjt  fera  -h >  &  la 
jracine  cbercbcç  fera  a  -rf^  â.  Pour  en  faire  la  preu- 
ve ,  j'élève  a  -+-  ^  au  quarré,  en  multipliant  «  Hr*  i^ 


par  a^b  y  le  produit  eft égal  au  qOarré a»  H*  lai 
^  b^i  donc»  &c.  A^p^i^ûons  ceci  à  l'exemple 
{ttjvaiir« 

Soit  ptapo/é  (PeXtraiN  la  racine  qttarréc  (te  la  quofu^ 
titê^x^  —  6x^dr\^,d^i  Ayant  écrit  cette  quantité^ 
comme  oh  le  voit  :  je  cherche  d'abord  la  racino 
guarréecTupre-  ^^4 — ^^^^^^x 
mier  terme  ,  ^ 
(  quand  on  par^ 


j^A*. 


jxa — d 


6x^ 


ie  d'une  racine,  "^  ^^  . 

fans  la  fpécï$er ,  on  entend  parler  de  la  racinequar^ 

rée  )  i  0Qur.  cela ,,  je  dis  la  racine  de  9  eft  3  ^  que 


^00  >  en  changent  le  %9^(.49  ^^^  )  <ie  if*  *et>  rr^» 
&  je  mecs, Q, ions  ^x^  tA}V^  ^  tco^^vç  déiaiai^, pix 
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par  ce  divifeur ,  pour  avoir  le  quotienr-r-  </,  ^que 
j'écris  à  côté  du  premier  terme  de  la  racine  ;  éle- 
vant maintenant  }x*  — ^  (/  au  quarré,  je  retrouve 
la  quantité  propofée,âinfî  l'opération  eft  juftê.  Cette 
méthode  éft  fondée  fur  ce  qiie  fi  ^^-^  repréfente  la  ra- 
cine jx* — -d^a  pourra repiréfenter  jx^  6c  ^  la'quanr 
tité  -^d.  S*il  y  avoit  plus  de  trois  termes  au  quarré^ 
on  lesréduiroit  à  j  (ficelaétoîtpoffible),  en  prenant 
pour  un  feul  terme  tes  quantités  dans  lefquelles  une 
même  lettre  auroitlemcme  e^pofânt  &  pour  un  feul 
terme  tous  ceux  dans  lefquels  cette  lettre  nefettou- 
veroit pas  :  ainfir,  pour  avoir  la  racine  de  à^  -+-  xai 
-+-  A»  —  lad  —  ihd-+'d^ ,  on difpofera cette qtun- 
tité  ,  comme  on  le  voit -ici  :  prenant  enfuite  la  ra- 
cine du  pre-  â^  -+-  lah-hb^ 
mier  terme  o  —  lad—ibd  a-J-  h 
ia^^ oh  écrira  '  ^d^ 


xa 


a    au   quo-  ■ 
tient  ;   éle-  " 

vant  au  quarré,  on  retranchera  a^  de  a*  j  on  pren- 
dra pout  divifeUr  la  double  dé  la  racine ,  Sic  divi* 
faut  d'abord  lit^  par  la.,  on  mettra  au  quotient  -f- 
iS,  divifant  tout  de  fuite — urf  par  i^/on  écrira  en- 
core le  quotient  —  d  à  la  racine,  qui  fera  à-^b—d  j 
en  effet  en  multipliant  c^tte  racinepar  elle-même,  on 
tirouverala  quantité  prôpbfcë; Si  la  quantité  propofêé 
ne  peut  pa&fe  rédiurfe^à  érôis  termes  pair  la  mérhor 
de  dont  nous  venoni-  ^fe  parlei: ,  on  ordonnera  cette 
qdaArifé  par  rapport  à iine* lettre  quelconque,  oii 
prendra  là  racine  durprfeîtiîer  teriiieconlmencJas  ve-»- 
iTonf'derfe  faire;  onïeyrà"nchera-de  même'  lècmifrè 
duiôtèmièr  terme  de  fii'fa«ihé  dé  là'  quantité  6ro- 
'  rfge-;  prehahï-erifuitepoàiifyivifeu^lé  tlo[ubîede  - 
^cméi-'-ën  diviférà* fë^fethié Suivant ^ (on  doifc 
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tDajou|Éttiyifer  le  terme  .qui  ccmrtenc  le  plus  grand 
expodu^^e  la  lettre ,  p^r  rapport  à  laquelle  on  ^ 
ordonné,)  par  ce  divif^urj  on  écrira  le  quotient  à  la 
racine  ;  multipliant  eni!uite  le  divifeur  par  le  quo- 
tient ,  on  ajoutera  au  produiiule  quarré  de  ce  quo- 
tient pour  îouftraire  le  toif  t  de  la  qiuntiré  propo- 
sée )  t'ou  continuera  de  même  en  prenaiu  toiijours 
pour  divifeur  le  doublç  de  ^  racine  trouvée*    . 

Soit  la  quantité  x^  r^.^^ p-^Cx^  Z'*  +  4xp^ 
-I-/7+.  Cette  qua^tité  ne  cuvant  pas  évidemment 
fe  réduira  à,  j .  tçr^iuesi .  &; .  étatu .  prdouuée.  pî^r  rap- 

por^i^i.L..    .  ••..•: 


■■■■»■  » 


zx^ 


***+4*P 


—  «^  ±^  4Jc3p  d-  4**/»* 

;^pren^5jla- racine  AT*  du  premier  terme  &:  après 
avoir  ,ecrit.xf  i  la  racinej,,  je  prends  fôn  quarçc  a;^ 
que  jé  ipvi/^ais  de  la  quantité  propoiee.  Prenant 
enfuîte  ixf  pour  .divfleùr. ,:,  je  divife  I^  terme  fui- 
vant  4Jir5p  oac  ix^  ,  8c  j'écris  à  U  racine  le  quo- 
tieni;  ix/v  Je  multipliç  enfuite  ce  qaotTeijt  par  le 
divifeur  &  ^'ai  î^  quantité  ^Jc'^f!,  à  laquelle  j  ajoute 
4JC'/7?.  quarrc  du  quotient  i  retranchant  cettg  iibm- 
me  darefte  dé  U  quantité  p^rc^oféej^it  mé  re.fte  ix  ^p  * 
•»f-  4^/?^  rHjp^ijuej'écrisifpuslaquantiré  propcifée, 
çonitçe  .on  le  voit*  Dpviblant  enfiiité  la  racine,, 

jai  pouc.dixîfeur  ^A^*  ^^^jty  }^ je  diyîie  lé  ter- 
me  ±j*-*  o*  -nar  1p'  nremier    terme   ix^  An  ^îivî- 


quotU)P|;  '  &  ajoutant, au.  produit  le  quatre  du  quo- 
tient, j'ai  ix^p^  -^  ^xpl  -irP^i  retranchant  cette 


^^■^■^■^^^ 
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quancicé  darefte  de  la  quantité  propofée,  ifl|e  reftd* 
rien ,  &  la  racine  cherdiée  eft  x»-^-  ipx  ^p^.  En 
jirenanr  la  racine  de  celle-ci,  onaura  JvH-/7,  racine 
quatrième  de  la  quantité  biropofée  :  de  forte  qne^ 
pour  aVQÎt  la  racine  quatrième  d*ane  quantité  iA  , 
on  peut  d'abcyrdprenclre  la Racine  quarréiçrf*  ^^^\ 
Sç  prendre  enfuice  la  rs^cine  >/  de  d^  ;  mais  n  l'on 
ne  peut  avoir  la  racine  qoatréie  d^ celle-ci,  c^eftune^ 
marque  que  la  quaiitite  prbpofée  n'a  paàr  à^  Ucini) 
quatrième  ;  cette  mèthtxfe  eft  ^nérale.  '    \' 

Pour  .extraire  la  taciiie  cube  de  û *  ^ja^b  î-h' 
jtfi*  -h  A  5  que  nous  fàvonsètre  =atf-|-i;'  après 
^voir  difpofe  cette  quànticé-  cboime  oh  le  voir  ici  j^* 

[éprends,  la  ra-  a^^ia^i^tab^  4^*3 
cme  cubique  du  ^ 


premier   iierme  '  j    .  ^  ■'a  j 


9        •»   •  —  a^ 


'^9- 


<i?  X  J  ai  a  que    '    "*  ..  .  ^^^ 

j'écris  à  !a  r^ine  j  élevant  a  au  cube,  je  tifouve  ^ ^ 
que  je  retranche  de  la  quwitité  propofee  &  j'éctls 
o  fbus  al.  Pour  trouver  le  feconci  terme  b^ïà  ra« 
cine 

} 


I  lous  a  '.  •  r'aur  i:rouyer  xe  lecona  ccrinc  i^  ^c  ëa  Jta* 

ine ,  je  yois  qu'il  me  £tuf  divifbr  le  fécond  çérme 
a^è  par  ^a^,  c^eft-a-dire,  par  letriple  di^quarré 


!>onr  C|Uotient^  j*écrisr+-  bk  la  Racine ,  de  forte  que 
a  racme  entière  eft  a^  b^  Et\  effet,  élevant  <î-f-5^ 
au  cube ,  on  trouve  la  quantité  prppofée.  S^il  f 
avoit  plus  dé  4  termes  au  cube  ,1  il  y  eln  àuroit  plus 
de  deux  à  la  racine  ,  dahs  ce  cas  on  tacheroit  de  ré- 
duire la  quantité  propofée  à  4  termes  ,  en  fuivanc 
ta  méthode,  dont  nous  avon^^  parlé  ci-deflTuSé  Ain(}, 
.pour  (extraire  la  racine  cûbiqaé  de  x^  -HK  JX*^ 


am^m 
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jfcf *  — d^  yje  diCpok  cette  qilancité  comme  on  le  voit: 
di 


je  prends  ^^  ^  .^H -^  xxb^ -^r  b^ 
enfuie  la 


o 


racinecu-      ^.x^d^^xbd—  ^b^d 
biqùe    X-  \4rixd^^ibd^ 

du     pre-  _^5 


mier  ter- 


X 


ix^ 


me  je'  ,        ** 

je  l'écris  à  la  racine  ;  féleve  at  au  cube  Se  retranchant' 
x^  de  x^  »  j'écris  o  fous  jt'  ;  je  prends enfuice^ pour 
divifeur  le  triple  dû  quarté  de  la  racine,  6c  divifant* 
tout  detuitô  tous  les  termes  affeAés  de  x*^  /j'ai  H-' 
^  —  i/ que  j'écris  au  quotient;  de  forte  que  la  ra^ 
cine cherchée  eft  a: -4- i  — dien  effet ,  u  on  prend 
lequarré  de  cette  quantité  ,  qu'on  multiplie  enfoite 
ce 'quarté  par  la  ifacine  ^ -4-" 4 — d  pour  avoir  le- 
cube  de  cette  racine  y  Ton  trouvera  la  quantité 
propofée.  * 

'  Lorfque  la  quantité  propofée  ne  peut  pas  fe  ré- 
duire à  quatre  termes  y  a  -caufe  que  chacune  de  (es 
lettres  fo  trouve  dans  "plus  de  quatre  termes  y  avec 
des  expofans  au-^telTus  de  6\  on  peut  ordonner  par 
rapport  i  une  lettre  quelconque  ;  prenant  enfuite 
la  racine  cubique  du  premier  terme ,  on  l'écrira  i 
la  Racine  ;  élevant  cette  racine  au  cubé ,  on  retran-^ 
diera  le  réfultatde  la  quantité  propofée.  Prenant 
enfuite  pour  divifeur  le  triple  dû  qukrré  de  la  ra«' 
cine  ,  on  divifera  le  terme  fuivant  (  on  doit  tou- 
jours prendre  pour  berme  fuivant  celui  qui  contient 
le  plus  grand  expofant  de  la  lettre  par  rapport  i  la- 
quelle  on  a  ordonné  )  pal:  ce  divifeur ,  pour  écrire 
le  quotient  à  la  racine }  on  élèvera  au  cube  les  deux' 
premiers  termes  de  la  racine ,  pout  retrancher  ce 
cube  de  tpUte  la  quantité  propoiee.  Prenant  enfuite 

E4 


1* 
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pourdivifeur  le  cripledu  quarré  des  deuxjpremiecS; 
termes  de  la  racine  ,oafe  fer  vira  du  premiçr  cercne 
de  ce  divifeur  pour  divifcr  le  terme  fuivanc  du . 
refte  de  la  quaiuué  propofée  ;  écrivant  le  quotient 
à  la  racine,  on  élèvera  enfuite  toute  la  racine  trouvée 
au  cube,,  pour  retrancher  le  réfulcatdetoute.lac|uan7 
tité  propofée  y  on. continuera  de  tnème  eiiprei^4i\ç 
toujours  pour:  divifeur  le  triple  du  quatre  de  la  lar- . 

cine  trouvée.-;         >  •    .        ,        .     . 

Si  une  quantité  nçA  psts  Ufi^pui^^œ  patfaite , 
on  fe  con^e/ite  d'indiquer  fa  racme  :  ainfi  d^  -+'.^*' 
n'étant  pas  un  quarré  parfait ,  fa  racine  peut  s*ex- 1 

primer  de  cette  manière  ^7^j^  s=  ^  »  4.  ^»  *  - 

s=  (fl»-H3»  )  * ,  eu  divifjint  Texpofant  x  fous  -  enr  ' 
tcnclude(  a^  -^^^  )  par  l^xpofaut  t  de  cette raciue. . 
^8.  Ppur  extraite  les.f^cjine^  numériques ,1  il  fadt; 
fe  rappeller  la  table  des  quarrés  &  des  cdb^s  des  - 
nombres  que  nous  avons -dcl^njnée  ci-d^ffus  {s^^y 
^près.  quoi  l'on  verra  ^ifément  qu'un  npmbr^  d'^^f, 
ieul  chiiFre  ne  peut  avoir  trois  chiffres  à  fon  quarré^' 
puii[que  10  qui  eft  l^>  plus  pecic  nombre;  de  deux 
chLflFres,a  fKDur  quarré  i  oo^^ui  eft  .le  plus  petit  nop^i 
bre  dç  j  chiffres  ^  5^9  qui  eA  te  plus  grand  nombre 
de  deux  chi/Fres,  a  pour  quarré  i>8oi,  qui  ne  coni- 
tîent  que  quatre  chittiresr^.  de  forte  qu'un  nomi)r^ 
quelconque  ne  peut  avoir  à  fon  quarré  tout  au  plus 
que  le  double  de  feschiffres.  De  même  le  cube  d'un 
nombre  ne  peut  contenir  plus  du  triple  des  chi0r.es 
de  ce  nombres)  en  effet  ko,   premier  nombre  de' 
deux  chiflres  ,  a  pour  cube  i  coo ,  premier  nombre . 
de  quatre  chilfres  Se  le  cube  de  99  ne  contient  que; 
6^  chiffres  »  ainfi  qu'on  peuç  le  voir  en  multipliant 
U  «juvré  4ç  9A  par  99  pp**  ftvoir  fon  cube. 


Calcul.  7J 

,  :pQur  élever  im  nombre  15  auquarré,  il  faut  mul- 
tiplier 15  par  z$  i&c  pour  avoir  fon  cube,  il  faut 
inultiplier  fon  quatre  par  15.  On  trouvera  pour 
le  quarré  (îi  5  &  muïtipiiajat  ce  dernier  nombre  par 
:v  5  ,  on  aura  fon  cube  15^15.  Au  lieu  de  mmti- 
pUet  15  par  i5  pour  avoir  fon  quarrç»  on  peut  s'y 
prendre  de  cette  manière  :  je  prends  le  . 
quarré  de  fon  premier  chiffre  z  &  )'ecris  ^^ 
4  comme  on  le  voit  ici  ;  je  prends  et>-         ^  < 

fiûte  le  double  du  premier  chiffre ,  c^eft  : 

4i  je  mulriplie  ce  double  par  le  feœnd  *  "^5 
chiffre  5  ,  |  écris  le  produit  10  fous  4,  en  avançant 
d'un  rang  vers  la  drp^te  (  s*il  n'y  avoir  qu'un  chiffre 
au, ,  produit ,  on  l'ayatxœroit  de  même  auilî  d'un 
rang  vers  la  droite)  ;  je  prends  ei^uiteie  quarré  du 
feçpnd ,  favoir  1 5  ^  que  j'avance  encore  d'un  rang; 
prenant  ^fuite .  la  iomme  ,  je  trouve  (72.5  comme 
çi-deirus.^!)e-là  je  conclus  qu'en  partageant  en  tran- 
ches le*  quarré  (^15  çn  cette  manière  6^  15  ;  de 
iorte .  qpe  la  première,  tranche .  à  droite  contienne 
<leuX; chiffres ,  le.  quarte,  du  premier  chiffre  de  la 
rjurrne  dpic  fe  trouver  d^Jis  la  pretxiiere  tranche  6 
de  lag^ucbe^  &  le  double  produit  du  premier  chif- 
fre par  le  fécond  dans  le  ptemier  chiffre,  t  de  la  fé- 
conde tranchje  ^  enfin  le  quarré  du  dernier  chiffre  5 
doit  fe  trouver  au  4âtnier  chiffre  5  de. la  féconde 
tnra/icbe.  Qiund. qn  .dit  que  le  double  produit  du. 
premier  chiffre  par  le  iecond  doit  fe  trouver  au  pre* 
mi€;r:ç];Ûfff:e  de  la  féconde  tranche  &  que  le  quarré 
du  fécond  chiÔre,doit  j(e  trouver  au  .dernier  chiffre, 
de  la  même  féconde,  tranche ,  cela;  doU .  s'enten-, 
^re  du  dernier  chiffre  â  droite  de  ce  produit,  &  du 
q^ttcde  5.  *    . 

•  Sil^  nonxbjrQquoayeutéldv^rauquar^c^avoirplus 
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de  deux  chiffres  ,  on  prendroit  de  plus  le  donble 

1  Produit  des  deux   premiers  par  le  troifîéme  avec 
e  quatre  du  troificme;  enfuite  ie  double  du  pro-' 
duit  des  crois  premiers  par  le  quarriétne  avec  le 
quarré  i\i  quatrième  6c  aînfi  de  fuite ,  en  avan-^ 
çant  toujours  d'un  rang  vers  la  droite  chaque  pro-* 
duit  &  chaque  quarré.    De-là  noos  tirons  la  règle 
fuivante  :  polir  avoir  la  racirfe  d'un  nombre  ,  par- 
tagez ce  nombre  en  tranches ,  en  commençant  par 
là  droifêai  4e  forte  que  ch;ique  tranche  Ibit  de- 
deujt' chiffres,  excepte  la  première  à  gauche  qui* 
ne  fera  que  d\in  feul  chiffre  ;  lorfque  le  nom-' 
bre  des  cnifGrej  fera  impair.  Prenez  le  plus  grand 
c^uarré  contenu  dans  la  première  tranche  de  la  gaii* 
die,  tirek-en  la  racine  que  vous  écrirez  à  pirt;^ 
éievez  cette  racine  au  quarré ,  retranchez  ce  quatre' 
de  la  première  tranche  ;  à  côté  du'  refle  s'il  y  en  a,! 
où  à  côté  de  o  s'il  n'y  en  a  point ,  defceitSez  la  fé- 
conde tranche  &  prenez  pour  dividende  le  reftç 
s*il  y  en  a,  joint  au  premier  chiflfre  de  la  tranche 
abailTée  ,  ou  le  premier  chiffre  feul  de  la  tranche 
abaiflfce  s*il  n'y  a  aucim  refte  ;  prenez  poutdivifeur 
lé  double  de  la  racine  trouvée  ;  écrivez  le  quotient' 
a  la  racine  ;  multipliez  le  div^feur  par  le  qttotient  ; 
ajoutez  à  ce  produit,  en  avançant  d un  rang  vers  la* 
droite,  le  quarré  du  quotient;  fl  Fa  fomme|>eut  être 
ibufb:aite  de  h,  tranche  abaiffee.,  jbinte  au  refîe  ^*if 
y  en  a ,  le  chiffre  trouvé  eft  bon ,  û  fe  contraire  ir- 
rive ,  on  diminuera  le  quotient  fuçceflîviçment  d*ùrtç' 
unité  6c  Q^me  on  écrira  o  fî  en  mettant  i  ^  ïz 
racine  on  ne  peiit  faire  la  foùftt^&ion  dont  nous 
venons  de  parler.  On  s'y  prendra  de  même  pour 
les.rranches  fuivantes,  en  prenant  pout  divifeur  te' 
Rouble  de  la  racine  trouvée,  6c  pour  dividende  le 


■ri^"*"*"«"|^»"""ii^i"— — ■w^— i^"-— •■— — ^«iMimjwi^B^BW^ilBaii^imM^p^ 


Calcul.  75 


"p*"*"*^ 


le  premier  chitStè  àe  la  tf  anche  abaifTée ,  joint  au 
reue  s'il  y  etia,  ou  ce  premier  chiHrefçul,  ç*iln'y  a! 
auctin  rôftç.  .  .! 

"  Soit  prùpqfé  ï extraire  la  racine  quarr et  du  nombre, 
(fst.  Ayant  partagé-  ce  nombre  en  tranches .  com-» . 
me  nous  venons  de  le  dire  ;  je  vois  par  la  taole  des 
qoarrés  que  4  çft  le  plus  graqd^uarré  cpntenu  daus 


6 ,  j'en  ptonds  (à  racine  x  que  j'é-  ^   ;^  g 
cris  çomfne  on  le  voit  j  élevant 


5(0 


Divi" 

fçur. 


X  au  quatre ,  j'écris  4  fous  tf  j  re-  4 

tranchant 4 de tf,  il refl:e*;àcoté  *    * 

de  CQ  reft'e  j'abailTe  la  tranche  fui-        '^ 

vrirAt  )  je  nièts  un  point  fous  le  prenUer  ch^re  de 

cette  traqchê ,  pour  me  rappellèt  que  zi  eftmon^ 

dividende ,  |e  orends  pour  divifeur  le  double  4  d^ 

la  racine  ;  diviiant  1 1  par  4 ,  j'écris  j  aU  quotient  j- 


118  ,  11  refte  5  9  que  j'écris  comme  oti  le.  voit;  de. 
forte  que  la  racine  cherchée  eft  ^5  >  àv^c  un  refte, 
^  ,  qui  indique  que  le  nombre  propofô  feroit  ud: 

Juarréexàft,  fî  on  en  ôtoit  }•  Pour  faire  la  preuve 
e  cette  opération,  j^éleve  15  au  quatre,,  j'ai  ^15,4. 
ce  honibre  j'ajoute  )  &  j*ai  le  noqpbcp  propofé  6xî^ 
'  On  voit  par  R  qu*on  ne  peut  pas  toujours  ex-t- 
traire  exaâeipent  (es  racines  quaifrçeç  à^%  nombrp^.^' 
Par  exemple  y  on  ne  peut  pas  extraire  e^âemênt* 
les  racines  quarrées  des  nombrçs  z  .,  j  ,  5.  £>e 

forte  que  V  *>  V  J?  V  5  ^^^^  ^^^  quantités,  qu  oi^, 
appelle  irrationnelles  ou  Jhurie^y  On  peut  cepen- 
œmr  eti  af^rockec  tant  que  l'an  veut  par  le  inôy^î^' 
des  décimales ,  pour  cela  il  faut  ajouter  au  nombre 
^tO|foîî  zrxfhÀ  d<Q    foi$  deux   iéro    c(ifon  yèui 


TtJ'CôcrRTs  bÊ  NIathencatiques, 

""  I  ■  I 

avoir  de  décimalâs  :  ain(î  ^  po^r  a  voie  la  racine  de .  5  ,• 
à  ùncenciéme  prè$  ,  j'ajoute 4  zéros i. 5  ,  de  la  nia-, 
iliere  qu'on  le  voie  ici  :  parta-  -  .  r^  nn.\  ^  .  ^  • 
géant  cnluite  le  reuutat  en 


do 


44 


tranches,  îé  prends  la  plus     4' 

grande  racmé  conrenue  dans     •* 

la  première  tranche ,  je  trou-  , 

Ve  que  c'eft  i;  <jue  j*ccrisà  la  /'    '*47 

ricirie  ;  }e  retranche  le  quarre  .  _     -,  ^  ^ 

4de  5 ,  il  refte  i ,  à  côtdduquél  * 

je  defcends  deux  a,  &  prenant  iqi;pQùr  dividende  > 

&  4  pour  divifeur.  J'écris  le  quotient  z  à  la  raciae  ; 

retranchant  enfuité  le  produit  du  divifeur  par  Te, 

quotient  joint  aii  quarre  du  quotient  (  delà  manière^ 

3uè  nous  î'avbns  déjà  expliqué)  du  nombre  100  ,^ 
refte  i(f  j  à  coté  de  ce  nombre  je  defcends  06  &^ 
j'ai:  1 60  pour  dividende  &  44  pmir  divifeur.  Ceft. 
pourquoi  je  divifé  i  60  pair  44,  en  difant  eni6  com- 
oiende  fois  4 ,  je  trouve  qu'il  y  èft  quatre  fois  ;^ 
mais ,  parce  que  le  produit  du  diVîfeur  par  le  quo- 
tient joint  au  quatre  du  quotient  (  de  la  mariiçre 
qu'on  Ta  indiqué)  ne  peut  fe  foùfttraire  de  i^ooj^ 
je  diminue  le  quotient  d'une  unité  ;  la  fouftraâiion 
pouvait  alors  fe  faire,  j'écris  ;,  iii  qubtientj^maii 
parce  qu'en  ajoutant  0000  à  la' droite  de  5  ,  j'ai 
multiplié  S.  J^â^  ^0000,  dont  Jâ  ,racinfe  eft  100, 
je  dois  avoît;  Une  racine  cent  fb^s' plus  petite  que. 
115  ;  jedois  doncfeparer  ij.parun  point  pour  avoue* 
là' véritable  racine  ï  *  ^  J  >  i  iin  cenhéhiQ  près'. 

Un  nofhbte  fourd  ,  tel  que  y^  j 'ne  peut  jamats*; 
avoir  pour  r'aci^e  exacte  une  frîL<Slion  quelconque." 

Q$X  ixnt  -7-:!^:  fraâîion  cherchée. ,  joh  aura  V  5  ««> 

-^ ,  oc  eu  prenant  les  quatre^  on.  aijra  5,  =3^  "Tr'i 


mm 
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or  cela  t&  impoflible  >  car  la  fraâioii  —  étant  ré- 
duite à  Tes  moindres  termes ,  àinfî  que  nous  le.^* 
pofons  ici  »  les  quantités  a  &c' d 'nom  aucun 
divifeur  commun  y  mais  il  eft  viHble  que  Ci  a  Se  d 
nont  aucun  divifeur  commun  ,  leurs  quarrés a.^  Se 
d^  n'en  auront  pas  non  plus  :  donc  nd  ne  peur 
pas  divifer  exaftement  a ,  d^  né  divifera  pas  non 

plus  exadement  a^  :  donc  —^  ne  peut  être  un  nom- 
bre entier  5  :  donc  ,  &c. .  On  prouveroit  de 
même  que  -r  étant  une  fraâionirrédaâûbIe=:  y  5» 
Y-  devroit.  être  une  fraftion  égale  à  5  ,  ce  qui  ne 

peut  £^tre  ;  dont  un  nombre  qui  n'eft  pas  une  pui'^ 
.iançe  parfaite  d'un  degré  quelconque  ne  peutavoî): 
aucune  :  raciAewe^âe  m  nème  d^gté  exprimable  en 
tnombres.  •  *i 

Si  on  vou(ok .  avoir  le  cube  de  1 5 ,  on  prèb- 
.droit  d'abord,  le7]wré  1^1 5  de  ce  Jiombre  &  tMII* 

tipliant^2  5  par  25 >  lé  xéiult^t  ly^z^  feroitie 
.cube  cherché.; X.'oçL  trouverait  laînème  choil^  en 
.prenant  d'abord  lexube  du  preniie&chii&e  i/'q^iteft 

S.  En  iecondr  lieu  h  triple  produât  du  quarré-^n 

oremier  chinre  pgtcle  feçondrju  cEn  aoifiéiÀe-liètt 
le^rripleiprodait  ^n'premier  cbiffre^par  le-quàrtéda 

fecon^  r  Sl  ::$n^n  \^  .c«ibd  du  fieicancL,;  :  -    -      -  -  -  > 

VI'  8  ♦  î'  'Cube  du  brewiiér chiffre  i  ""' ' 
*..    '  (fo       ^ Triple  produit  de  4.  pat  5     ;^: 

Ayant  foin  d'avancer  \  chaque  fpis  d'un  rang  ver^ 


I 

LïlV 
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la  droite  ^  fàifanc  enfuice  l'addition  ,  on  trouvera 
le  même  réfultac  que  ci<le(Cis.  S'il  y  avott  f  éhif- 
fres  au  nombre  propofé ,  on  co4icinuecoit  de  même 
en  regardant.les  deux  premiers  chiffres  ,  comme 
n'en  j^ifant  qu'un  j  de  force  qu'on  prendroit  de  plivs 
le  triple  produit  du  quatre  des  deux  premiers  par  le 
troifiéme ,  le  triple  produit  des  deux  premiers  par 
le  quarré  du  tirôifiémé ,  enfin  le  cube  du  troifiéme , 
8c  ainfi  de  fuite  pour  un  plus  grand  nombre  de  chif- 
fre«.  Cela  pofô ,  fi  on  partage  ce  nombre  en  tran- 
ches )  enforte  que  celle  de  la  duoite  contienne  trois, 
chiffres,  il  eft  vifible  en  premier  j  *  ^^^ 
lièii  que  le  cube  8  du  premier  chif* 


fre  1  eft  contenu  dans  la  première.  ^ 
tranche  de  k  gauche  ;  en  fécond  7  ^  ^  5 
iiea,  que  k  triple  produit  du  quarré  du  premier  par 
le^iecond^eft  ccnnenudans  le  premier  chiffre  6  de  la 
ikoùnd^  tranche.  Quand  nous  difbns  que  le  tripPe 
produit  du  quatre  du  premier  chiffre  par  le  fécond 
efl  contenvidans  le  premier  chiffre  é  de  la  féconde 
ti^nche  ,  nous  entendons  parler  dU'  dernier  chiffre 
.4e4ii|vdroie&d^  ce  produit. 

.  .  Suit"  propofé  maintenant  de  vr^tidre  la  racine  o^- 
iflqm  de  is^^S'^  Ayant  partagé  ce  nombre  eh  trai>- 
f^e^t  connhe  jiKMis  venons  de  le  dire ,  je  vois  pàfr 
.la  table  des  cubes  que  %  eHÉ  le  piixi  grand  cubé  cbti- 
Xti^àws  la  pfemiei^e  tranche  I5 ,  Je  prends 'dotnc 
la  racine  cubique  de  8  qui  eft  i'  ;  pétris  2  à  h  ra^ 
cine  ^4|ipvant  1  s^i  çi^tte ,  j'ai  8  que  je  fouftrais  de 
1 5  ,  pour  avoir  le.n^fte  7  »  à.  câté duquel  je  defcends 
la  tranché  fui^ana;^  &  me^tânfiun  point  (çni$  le  pre- 
mier chiffre  6  de  cette  tranclie)  je  prendsj  pour  di- 
vidende le  premier  chiffre  6  de  la  tranche, ^hatlTée» 
|oint  au  refte  7  de  la  précédente  (s'il  f^'f  avôitpoiçt 
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de  refte ,  le  feul  chiffre  6  feroic  le  dividende  )  j  ie 
prends  1 1  pour  iivifeur ,  cVft-à-dire ,  le  triple  ou 
quarré  du  premier  terme  de  la  racine ,  divifant  76 
par  12  ^  le  quotient  eft  6 y  mais  le  cube  de  i(^  étant 
17576  >•  1 5<Sz5  ,  je  ne  puis  Iç  fouftraire  de  ce  der- 
nier j  je  diminue  donc  le  quotient  d  une  unité  8c 
comme  le  cube  de  1 5  eft  =  1 5  ^1 5  >  quantité  qui 

!>eutètre  fouftraite  du  nombre  propofé ,  j*écris  5  à 
a  racine  qui  eft  25.  S'il  y  avoit  une  autre  tranche, 
pour  trouver  le  troifiéme  chiffre»  je  prendrai» pour 
divifeurt le  triple  du  quarré  de  25  &  pour  divi- 
dende le  premier  chifire  de  la  troificme  tranche , 
Joint  au  refte  s'il  y  en  ^volt,  élevant  enfuite  au  cube 
es  trois  premiers  chiftîres  de  la  racine ,  fi  le  réfukac 
pouvoit  être  fouftrait  des  trois  premières  tranches  , 
le  chifTte  trouvé  feroit  bon  >  finon  il  faudrait  dimi- 
nuer fucceffiyementle  quotient  d'une  unité,  jufqu'à 
ce  que  la  fouftraâion  fut  pofllible. 

Exemple  Second.  Soit  U  nombre  8^4.% ç^fôy  ^ 
dont  on  demande  la  racine  cubique.  On  trouvera,  en 
fuivant  la  méthode  indiquée,  zo^pour  racine»  avçc 


8,489,667 


mmm^-^i'^ 


204 


I  2       Premier  divîiêur» 


11 


09  Second  divij^ar. 


^m  refte.}.  Pour  avoir  une  racine-plus  exafte , 
ajoutera  jutant  de  fois  trois  zéros  qu^oh  veut  a\ 
îcimaje,s ,  parce  que  le  cube  de  10  étant  ipoo 
avoir  des  dixièmes ,  il  fau4ra  ajouter  trois  6 , 


qn 

avoir 

dêdé(     '^ 

pour 

ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  multiplier  par  1000. 
La  racine  cufe  d'tfttie  fraûion*  fe  troUry^  en^  pre- 
nant la  racine  a^bjoue  du  numérateur  &  celle  de 
fon  dénominateur  î  de  même  la  racine  quarrée  d'une 
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fradion  fe  trouvera  en  prenant  la  racine  qiiarrée  de 
fon  numérateur  auili  -bien  que  celle  de  fon  dénomi- 
nateur^de  forte  que  la  racine  cubique  de  ^  eft  j^la  raci- 

» 

ncquarréedejeftjjlaracinecubedejssseft-- —  j  la 

racine  quance  de  7  eft  —-.  Mais»  (I  Ton  veut  avoir 

un  nombre  au  numérateur ,  on  le  pourra ,  en  mul* 
tipliant  pour  la  racine  quarrée  ,  les  Aoax  termes 
de  la  fraâion  par  le  numérateur  ;  mais  on  multi- 
plieira  par  le  quarré  du  numérateur  ,  s'il  &  agit  de  la 
racine  cube  :  ainfi  la  racine  quarrée  de  7  as  7  eft 

• 

-7-  ;  la  racine  cube  dç  7  =  -^  eft .  Si  on  vou- 

Vil 

loit  avoir  un  nombre  au  dénominateur  ,  on  ferolt 
du  dénominateur  lé  même  ufage  que  nous  venons  ' 


3  .  j 


de  faire  du  numérateur  :  ainfi  \/  7  =  y  ^  eft 


3 


j  y'  7  eft  =  \/  7  = .  Si  on  vouloir  faire 

difparoître  le  radical  \/(>,  dans  la  fraûion  -^  ,  on 

.  le  pourroit,en  fecontentantde  prendre  par  approxi- 
mation la  racine  àe  6  y  ce  qui  reroit  aife  â  faire  ^ir 
le  moyen  des  décimales ,  en  fuivant  la  méthode  ci^ 

La  racine  cube  de  —eft-î— =— ,  ou  parce 

•  * 

que 
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que  —  =s=  — ,  on  aura  7—=  V^  j}  la  racine  quar- 

yaak 

I 

rée  de  —  sss  —  4  fera  ^-^^  ss=      .■, 

j9.  Avant  de  palier  plus  loin  9  nous  allons  donner 
une  méthode  générale  pour  trouver  une  puifTance 
quelconque  d'une  quantité  algébrique. 
•  Lemmb  L  Tous  les  orodtau  qui  réfultent  £un 
mime  nombre  de  lettres  Jout  égaux  entr  eux  dans  quel- 
que  ordre  quon  multiplie  ces  lettres.  Pour  le  démon* 
trer  ,  nous  ferons  ufage  de  ce  principe  évident ,  que 
deux  quantités  donneront  des  produits  égaux  ^  la* 
quelle  des  deux  l'on  prenne  pour  multiplicande  : 
cela  pibfé ,  je  dis  d'abord  que  o^  sb=  ^a ,  par  la  même 
raxfon  que4  x  3  =»  3  X  45=  1 1  j  donc  les  produits 
qui  remirent  de  deux  lettres  aScb  font  égaux  dans 
quelque  ordre  qu'on  multiplie  ces  lettres.  En  fé- 
cond lieu  cat  sss  aie  ;  aix  ab=^ab  i  donc  en  mul- 
tipliant c  par  ai  y  Se  ai  par  c,  les  produits  ot^  Se 
ii3cferontevidemment  égaux;  <k>nc  le  produit  aic:ssi 
baci  car 9  puifque  aisssia^  abxct&=^ia  x  c.  De 
intmtcab'=iabc^=^cbay  puifqu'en  multipliant  c  par 
aby  ondoitavoir  le.  même  résultat qn'en  iiAiltipliant 
ab  par  c  y  ou  c  par  ia  .,  â  caufe  de  ba^sszabi  donc 
les  produits  abc  y  hic  y  caby  cbay  font  égaux.  Par 
la  même  raifon  bca  ^bs  acb  y  pui£|tte  ca  3=  ac  Se 
qu*en  multipliant  ac  par  by  on  doit  avoir  le  même 
produit  qu'en  mulcipliaAt-^parciZ  :  donc  les  iix  pro- 
dùîts  abc  y  bac  y  caby  cba  y  bcà  y  dcb  font  égaux  en* 
fir*etix  }  car  |e$  deux  derniers  iodt  légiatux  .encr'euic 
ttt|E-bien  que  le^  q^4tre  premiers^. n(\aîs' il. eft  vi^ 
fiUe.quf^ie  gCug^içteefft  vég^il  a¥  quatrième  :  donc 
Tome  /•  '         T 


■»■ 
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les  produits  de  ttoh  lettres  font  égaux  dans  quelque 
ordre  qu'on  multiplie  ces  lettres.  On  prouvera  fa^ 
cilement  par  la  même  méthbde  que  les  produits  de 
4  lettres  font  tous  égaux,  &a^infi  de  £i4te  :  donc,  Scç. 

Lemm£  il  Deux  lettres  a  &  h  peuvent  recevûié 
deux  arrangemens  différens  ab  d*  ba  j  trois  lettres  a  3 
b  ,  c  peuvent  recevoir  2  fois  j  oû*  ^  ananMemens  dif* 
férens,  ce  qui  donmra  les  f  arrangemens  Jutvans  acb^ 
abc ,  bac ,  bca ,  cab ,  cHa.  On  voit  auffi  que  quatre 
kttresreeevrant  6  fois  4j  ou  2j^  nrrangemens  diffe-^ 
rens  ;  car  chacune  d*elUs  étant  rrùfe  la  première  j  lc$ 
trois  autres  recevront  6  arrangemens  différens  j  ce  qui 
donnera  24  arrangemens  différens.  De  mime  j  let-* 
très  recevront  2 j^  fois  j  ou  120  arrangemens  dxffé^ 
rens  ;  &c.  Mais  tous  ces  prodaits  feront  égaux  &  non 
différens  par  le  lemme  précédent.  • 

Lemms  IIL  Un  nombre  m  de  lettres  pnfes  deux  h 

deux  ,  donnera  un  nombre  — >— ^ —  de  produits  réeU 

1  -  X  * 

lement  diff^érens  ;  prifes  trois  à  trois  un  nombre 
— i f-_: L  ^  prijes  quatre  à  quatre  un  nom* 

bre ^ ;  &  amfi  de  fuite. 

Puifque  le  nom^^re  des  lettres  eft  m ,  chacune  ne 
pourra  être  multipliée  qttef>ar  les  autres,  <}ontle 
noitibre  fera  m — x\  ainfi  le  nombre  total  despro-» 
duits ,  en  prenant  tes  lettres  deux  â  deux ,  fer4 
m  •  (  m — - 1  )  j  mais  le  nombre  des  produits  réelle* 

j'/TA       y    ^'fw— ?î)  ■" 

ment  diftcrens  fera  — ^ —■  ;  car,  par  exemple  % 

le  nomfbrè  total  des  produits  de  trois  lettres  ay  b^  4 
prifes  deiïx  à  dfeux ,  fet*  j  x  ;{  )—  i  )*ût  j  i^r  * 
«s  ^  >  pctifqa*oo  peut  avoir  eib^  at^  ba^  eay  bc/eM^ 
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tnais^ài  caufe  d^aiss:  biy  de  ac  :=s  ca^  de  ^c  :=  ch^  le 
nombre  des  produits  réeillemeift  différens  ^  n'eft  que 
la  moitié  du  nombre  total  des  ptôduits  :  donc  ^  &c« 
Pour  avoir  le  nombre  des  ptodiitts ,  réellement  dif- 
fërenS)  que  peut  donner  un  nombre  m  de  lettres 
prifes  trois  a  trois ,  il  faut  remarquer  que  chacune 
ne  peut  ètx6  multipliée  que  par  les  produits  àts  au-» 
très  prifes  deux  à  deux  ,  &  que  le  nombre  total  des 
produit»  d'un  nombre  m  de  lettres  prifes  deux  à 
deux  étant  m  •  (  /«—  i  ) ,  celui  d  un  nombre  m — t 
de  lettres  fera  (/ti —  i  )  •  (m —  2  )  j  donc  le  nom- 
bre total  àe%  produits  de  ces  lettres  prifes  trois  i 
trois  fera  m  •  (  m^ —  O  •  (  >>2-— 1  )  i  mais ,  parce 
que  trois  lettres  a^  b^  c  fournilTent  fix  produits 
égaux  (lemme  précédent  \  le  nombre  trouvé  eft  fit 
fois  trop  grand  :  donc  le  nombre  des  produits  réet" 

lement  différens  fera  ^— ^ L^i^ZI±L.  p^r  un 

raifbnnemem  femblable  on  verra  que  le  nombre  to* 
fal  àts  produits  de  quatre  lettres  eft  m  •  (m —  i  )  - 
(m — 1)  •  (/>2— î  )j  mais ,  parce  que  quatre  let- 
tres (lerntne  précédent)  donnent  14 produits  égaux^ 
le  nombre  àts  produits  réellement  différens  fera  14 
fois  plus  petit  que  le  nombre  total  des  produits^ 

donc  il  fera  — ^ ^ ^. — .  On  verra  de 

même  qu'en  prenant  les  lettres  cinq  à  cinq ,  le 
nombre  des   produits  réellement  différens   fera 

— ' i^ '  '   ■ 8c  amfi  de  fmte. 

I  •  1  •  )  •  4  •  y 

LiMKX  I V^.  Si  on  multiplie  un  nombre  quelconque 
m  ik  bUiemu  ,  tels  que  x  H-â>  x-^-bj^'+c, 
X  '^ày&c.'doiu  le premitr terme  feit  le  rrtefne^ le  pre- 
mier terme  du  jn-oduit/erax  ilèvé  à  texpopmt  m  , 

fa 


'mm0m 
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fans  mare  coefficicm  que  Cunké  ;  le  ftcond  tcrmt 
contiendra  x  élevé  à  un  expof  ont  moindre  d*uneunué^ 
avec  un  co  efficient  égal  à  la  fomme  des  féconds  ter*^ 
mes  (  par  coefficient  on  entend  ici  tout  ce  qui  mul- 
tiplie une  puiflknce  de  ^v  ^  ;  le  tro^fiénu  terme  ren^^ 
fermera  z  élevé  à  un  expof  ont  moindre  d^une  unké 
que  le  précédent  j  avec  un  coefficient  égalà/afommt 
des  produits  réellement  dijférens  queveuvent  donner 
les  lettres  a,  b ,  c^&c.  combinées aeux  à  deux.  En 
général  V  expof  ont  de  xir a  touf^irs  en  diminuant  d^un^ 
unité  jufqu  au  dernier  terme  dans  Icépiel  x  nefe  trou-- 
vera  pas  à  caufe  dc%^  ^^  t  (  *8  \  A  V égard  des 
coefficient^  celui  du  premier  terme  fera  ^ss^  i^  celui 
du  fécond  fera  lafommé  de  toutet  les  lettres  a^  b,  c  ^ 
&c.  celui  du  troifiéme  la  fomme  des  produits  réelle» 
ment  dijférens  des  mimes  lettres  combinées  deux  à 
deux  \  celui  du  quatrième  la  fomme  des  produits  réel'- 
lement  différens  des  lettres  a ,  b,  c  ^  &c.  prifes  trois 
à  trois  çf  ainji  de  fuite  jufqu* a  dernier  terme  qui 
contiendra  feulement  le  produit  de  toutes  les  lettres 
^  ,  b,  c  ,  &c.  En,  effet ( AT -f-«)  *  (x*t*i)eftsa 
x^  -4-tfx^-Atf  ;(Ar-+-tf).^4r-h3;  .{^x^d)  eft 

ae=  x'  -4-  ax^  -H  abx  -+•  abdi  8c  airtfi  des  autres  ; 


-+•  bx^  +  adx 
^dx^+bdx 


donc  en  fuppofant  a:=^b^szd^  ce  dernier  produit 
deviendraA3-H}â;r» -|r)<7^Ji:  +  â'  =  (x-f^<2)^  , 
ce  oui  feit  voir  encore  que  les  expofans  de  x  vont 
en  diminuant  d'une  unité  d'un  terme  à  1  autre:  donc 
fi  lapuiflance eft/»,  ceft-à-dire,  firona(  x-H^i)*, 
les  expo(àns  de  x  feront  m^  m  —  1 ,  m—i ,  &c. 
A  l'égard  des  coefficiens ,  ils  feront  i  pour  le  pre* 


M«i«M[MtaMMMMfeiM«h 
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ma  ,    >         j     m*{m  —  î) 

mier  terme ,  — —  pour  le  fécond  % -•   a^ 

I    ^  T'         «•(m-!-i)-(w  — i) 
pour  le  troilieme ,  — ^ ^— ^ *    a'  pouf 

le  quatrième  ^  &  ainfi  dis  fuiieé  Cela  luit  de  ce  que 
nous  venons  de  dire  ;  puifque  pour  avoir  le  coeffi* 
cient  du  troifîémo  terme  ,\pixr  exemple ,  il  faucpr^« 
dre  le  nombre  des  produits  réellement  diSerens 
d'un  nombre  m  de  lettres  prifes  deux  à  deux  ;  thâis  ' 
en  fuppofant  chacune  à»s  lettres  égale  à  a ,  chacun  • 
de  ces  produits  fera  £=£  iz^  j  d^un  autre  côté  lenom^ 

bre  de  ces  produits  eft  — -^^ — ^  Donc  le  coefficient 

1-1 

du  troi(iéme  terme  fera  **^- a*  j  celui  du  qua** 

.,        ^         m*  (m  —  t  )  .  (m  —  4) 

tticmeiera    ^  ■■  ■  ..  ■         ..<.  ^î  .  puîfqae 

thaqile  produit  de  trois  lettres  eft  <kns  ce  casT 
tta  tf  f  ^  &  ainfi  des  autres.  Donc  là  formule  gêné- 

xale  du  Binôme  {x-^a) "•  fera  x'^-f*  —  a:*""  ^  a  .4- 

^    ■  ■"'     ' — ^-*-  4*4*  &c.  Ldrfûue  /»  «a  1 ,  la  faite 

finit  au  trbifiéme  terme 5  parce  que  m- —  a  =?: o 
doit  multiplier  tous  les  termes  fuivans  ^  en  un  mot 
la  fuite  finit ,  lorfqae  le  nombre  négatif  qui  eft 
joint  a  /7i  éft  devenu  sbes  m 

Parce  que  ^C"*"*  eft=sa ^^^•"••^iSS  — ^at**-':::* 

-y,  &c«  On  peut  transformer  notre  formule  en  cette 
autre  {x^a)'^issLx'**^  -  ■   ■     4- — i — ^X 

Jf*»4i*     --  /  <<  m- {m  —  l) 


^3 
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&c.  )•  De-là  on  cire  la  règle  fuivante ,  pour 
avoir  la  puidànce  m  du  Binôme  x^  a.  Écrivez 
fiir  une  première  ligne  les  quantités 

m  w— I  m — %        m — 3 

<  • 

m    a       m- (m — 1)  a*-       m- (m — i)'(m — 1)    a^ 

H H— ^ ^-  tH ^ — ^-tA<^- 

1    X  l^^        x^  i-i-j  x^ 

->  £c  ayant  écrit  l'unité  au-defTous ,  &  i  une  placo 
,    plus  avancée  vers  la  gauche ,  formez  la  fuite  infé- 
rieure par  cette  loi  y  multipliez  cette  unité  par  le 

premier  terme  de .  la  fuite  fupérieure  &  par  — 

pour  avoir  le  fécond  terme  de  la  fuite  inférieure  ; 
multipliez  ce  fécond  te^me  par  le  fécond  de  la  fuite 


fupérieure  8f  encore  par     ,  vous  aurez  le  troifié* 

me  terme  d^  la  fuite  inférieure ,  &  ainfi  de  fuite  ; 
multipliez  enfin  la  fuite  inférieure  par  âr*  »  &  vous 
aurez  la  puiflànce  mde  x-^a  y  c*eft-à-dire  ,  que 
vous  aurez  (x-Hz)  "•.  Si  on  vouloir  avoir  {x  '-f-a»)  •, 

au  beu  de  multiplier  par  —  on  tnultiplieroit  par  -^  » 

&  enfuite  par  x^"*.  Suppofons  qu'on  demande  la 
troifiéme  puiflànce  de  x  H- a  ,  on  aura  J  >  r,  7  & 

(x-hir)^=x5(n-i^H-}J+^,)  j  &  pour 

avoir  la  puiflànce  m  d'un  trinôme  c+^+^»  on  fera 
c=x , & A-4->i/=tf  ^  fùbftiruant  dans  la  formule  les 
valeurs à!^x^x^ ,&c.  de  a^a^  JkC  on  aura  la  puiflànce 
cherchée.  La  formule  peut  s'appliquer  â  un  polino- 
me  quelconque ,  en  fuppofant  te  premier  terme  du 
pplinpme=:  a:  &  la  fomme  dç  tous  les  autres  s=  tu 
De-là  il  fuie  que  »  pour  avoir  la  racine  /iz  de  la 


Vw 


«y 
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quantité  {f^-^-md^^h-^..         ■      ;      àJ'^^b^  &c. 


U  £uit  d'flbotd  prendre' la  racine  m  du  premier  ter- 
nie n* ,  cette  racine  eft^  ;  fayanc  écritél  la  racine , 


tzH-* 


l'élevé  a  à  .Ja  pmilanCe^^  ^  [pour  fouftrctifer^'  de  la 
quantité  piroporée  ^  pr^fwut  enfaîte  poâr  divîTeiic 
fe  produit  de  Texpcfant  m  de  la  racine  ^par  la  pùtC* 
fance  m  t—  i  du  pr0n|ier  céripe  a  de!  k  racines  »  je 
diyife  l^  terme  a£fe£ké  de  «*"'  par  nkjT^^ ,  ie  cpiot 
tient  eft  -+-  *  que  )  ep0L$  ^  U;racine  ^  de  forte  que 
la  raci(ie  (dberchée  eft  a 


•   Loribue  la  quantité' -prépofi^  penc^  ië  réduire  â 
un  nombre  >n+  r  de  termes,  en  prênaM:  ^onr  utî 
ieol'  terme  tous  ceus  qui  dç>nx\tmimt  k^mmie  puif^ 
iance  de  ^ ,  &  qu'elle  n'en  a  qu'un  affeâé  de  cT , 
tandis  qâ'elle  en  a  plufieurs  afïëâés  de  ^^'  ;  1  on 
peut  trouver  tous  les  termes  dé  la  racine  qui  fuivent 
le  premier ,  en  diviâtnt  de  fuite  tous  lés  termes  a^ 
kddl^iià^  ii**^'.  Mais  û  Ton  ne  peut  j>âsr  ifédtîire  la 
quatitité^  propoféë  (  que  je  fuppofe  tsttjotnrs'  cbnte^ 
nit  tin  feul  terme  œtëbk  de  ^  )  à  on  nombre  m 
-f- ip determes, onordôfrnera par  rapp**t  l'ia  lettre 
tf,  de  après  avoir  troovéle-pt*hiiectetfriîe'<£;  oft'ïbuf- 
traira  42*  dé  la  quantité pf<kx>fée,  iL  divîfaiitlé  fermé 
filivatlt  par  nuT^^  }  ¥on  écrira  le  quotient  à  la  ra- 
cine/ Etevant  les  deusi  premiers  termes  de  ceftt 
câcîne  àj  la  puifiince  ïôi  >  on  iouâiraica  te  restât  de 
la  quantité  propoféë^  on  continuera  d'opérô*  en  dî* 
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vi  fan t  toujours  le  terme,  fui vaiic  (  c'eft -à-dire  celui 
qui  contiendra  le  plus  hautéipofant  de  la  lettre  par 
riipport  4  la^quelle  on  a  of dbiuié  )  par  le  produit  de 
l'expofant  m  multiplié  par  la  puiflânce  m  —  i  de 
toute  la  racine  trouyée,  jufquà  ce  qu'il  ne  refte 
rien.  S'il. y  avpituq.reftç  qu'on. ne  put-plus  divi<^ 
fer ,  de  la  manière  que  nous  yénpqs  de  le  dire ,  ce 
feroit  une  marque  que  la  quantité  proppfce  n'eftpàs 
une  puiilance  par&ite  ,  dont  on  puifle  extraire  k 
racine  exaâe  demandée. 

Si  Ton  Youfoit  aroir  la  racine  m  d'un  nombre  » 
on  le  partageroit  en  tranches  d'un  nombre  m  de 
chiâres  cl^cune ,  excepté  la  première  tranche  de 
la  gauche,  qui  ibuvent  en  conaendra  moins^.  Pre- 
nant enfuite  la  racifie  m  de  cette  première  tranche , 
on  récrîca  ih,  racine  ;  oà  élèvera  cette  racine  â  la 
puiflànce  m ,  pour  fouftraîre  le  réfultat  de  la  pre-^ 
çiierq  xtandu^.  Abddànt  enfûke  la  féconde  tran- 
che ,  i  (côtc  du  refte  y  on  prendra  pour  dîvifeur  le 
{>roduiti  de  l'exooiant  nj^  {^r  la  puiuance  m  —  i  de 
a  racine  couvée ,  on  divifera  par  cette  quantité  le 
premier  chiffire  de  la.  tranche  ab^iflSe  joini;  au 
refte  s'il  y  en  a  :  on  écrira  le  quotient  à  la  racine  ; 
élevant  enfuite  à  la  puiiHuvie  m.  toute  la  racine  trou- 
yée  ,  on  verra  s*il  eft  poftiblç  de  retrancher  le  ré- 
fultat des  deux  preoiietes  ttjvqches  ;  dans  ce  cas  »  le 
quotient  trouvé  eft  bon  »  finon  il  faut  le  diminuer 
lufqu'à  ce  que  la  fouftradioii  fojjtpo0ible.  On  con- 
nnuei;a.  de  m^me  en  prenant  pour  divifeur  le  pro- 
duit de  m  par  la  puiftànce  m-—  i  de  toute  la  racine 
déjà  trouvée  &  pour  dividende  le  premier  chifiire. 
6p  U  nouvelle  tranche  abaiflée ,  joint  au  refte  s'il  y. 

.*,  On  fiippeÇe  ^ae  le  oombie  ^iflèac  grand  pour  permeccre' 
cepvtage*  •  .  •    /      .  ' 


■  I      1 
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en  fu  $ ,  après  ;i^oir  ofité  fur  t<sates  Içs  tranches , 
il  y  a  un  4ermer  refte  >  en  ^nrra  continuer  i  opé-» 
ration  par  le  moyen  des  déamales ,  en  ajoutant  au^ 
tant  de  fois  un  nombre  m  de  o ,  qa*on  veut  avoir 
de  décimale^.  Ce  que  nqiis  venons  4c  dire  n*a  au- 
cune difficulté ,  après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  fur 
les  racines  quarrées  Se  cubiques  des  nombires. 

,  Laformule  du  binôme  fertencotelprfquemeft  un 
nombre  fraâionnaire/7^ri/ou  adgatif^  ou  bien  enr 
core  un  nombre  cntUr  négatif»  Pour  le  prouver  ; 

mettons  d'abord  -j-  i  la  place  de  fh,  8c  notre  fermulç 

W  -  Ml  Ml  fm  ^ 

{x  -+-  a]  deviendra  (if -ha);  =  atî  [i  H • {- 

~  •  (  —  —?).  ^  rr*^^]-  Suppofon$  que  la  Ipig:^ 


jptie  <ie  tousleis  tetmef  déJa  fitle,  excepté  le. premier; 
foit  (^ale  1  p  pour  avoir  ^dfcs^  •  .l-^-^v 

I  •—• —  »  )  -^  &c.  Ainô  l'qn  aura  (i+tt);  =»  a;T 

■  ■  .  ■ 

^  (  '"hP  )•  Eleyanries  deux  quantités  à  la  puiflânce 
?.  -^?  ^ui  fe  fait  en  mukiphant  leur^j^^fant  pat, 
n  {^6)  y  &  faifant  attention  que  Texçofant  de 
f  •+-/^ft  ^(  car  X  *Hjp  =(  i  -h>V-  )  ,  onaui^ 

De  même;c»  (x-h;^)»eft=  x-(  1^/2/+'"^''"'? 


X  /^  -h  &c.)  /  parce  que  les  •  puiflancê^  /t,  n  —  i , 

de  1  font  =s  i.  Si  dans  cette  derniere^uantité  on 
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fubftiœ  les  '  valeurs  <le  pScdep^  ^  en  k  hotn^nt 
(pour  itffirpliitet')  aux  termes- qai  ne  padènt  pas  le 
quarré;  on  aura 

f  ==- r-T^ (—.—  X     )    •— -+-&C 


'»      ■ 


1 


deviendra i^;»»^  H" "^."^ft  ^^+  &c. 
Or  le  muldplicateùr  de  —  fe  rédujt  i  m  ( 


^  '■  n—f^  y  :_^,  _.  ^   m  ^  n-^n  ^  _,.  m  -  {m—  i ) 

<'  >  7  ==j  m  T  ■  -■   V       1  sii!  --^-^-i .  En 

c6ntinuaiit ,  dn  trouy croît  iqrie  le  riiultiplîcateurde 
—  iç  rcd^iti.    .    ^  .  .  A^\  ,  &  ainfi  dé 

fuite^donc  (i-H^)*  eft=  i  -+-  m- 


m '{m     i)     ir* 


■«    • 


R  ■  « 

of.  g.',l^r^;-t.ii-^^aec.^  eft  :r=  (*  4I  dj*  :  donc. 


I    '-T^  'JjP* 


ptétrfnt'  ia^acmô  tf  de  ceè  ideux  Quantités  égales , 
':i — -  r.i- — ^ï  ) •- j- TWfc.lJ3(^cla£brmulfiaura 


tieu^lodfque  l'expofanf  feraim  nombTeitaiâioiuuûce 

poiicif.  Il  en  fera  de  mâme  Ci  l'expofant  efl:  un  npm* 

bre   fraâiônnaii:e   négatif -~  ' — ^  c'^ft-i-dire^ 

ott'on  aura  (  X'^a  )~To*.x      ;r(i-^-i-*'X 
h  &c.) ,  ^nattcité  que  nous  {uppofooisscS^  ce  qui 

aonnera  S  :=  ^-^^        *  =  '   ^  ♦  ;  or  S' sa' 

(»-f-a)        »  étant  fnultipliée  par  (j^Hr^l  •  dçit  éyi-^ 
demment  donner  i  ;  ihUltipIiohs  donc  S  ,  ou  fa  va- 

tn  ..     4t     ^      în 


leur  fuppofée  X  ■*"  »  [  I  -^  -^   •  -^  -+•  ^  )if 
(-^-+-  O  •^— &c.   1|  par  (A;H:i)f,ç*çfti 


I       r  I 


-dire,  par  jr  »  [  i  4-  — • ^^  — ^  •  (  -^  ^-^  r  J 


—  H-  &c..  ]  j  &  fidu5  bonauCi.pqi)r:^pIifi^r^àai| 
termes  qui  né  pa(feac  '^a^'le^ilâti^,  '10115  âùrônj 

a:*      •  fi  — -^.-  *H*-^  '  (  ^-^.ir  -^  &c.  J -^ 


•        • 


-K 


ma  w*    tf* 


*  Voyez  )a|  note  du  N^«  i8« 
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Si  nous  confîdérons  attentivement  ce  réfulcat ,  nous 

trouverons  que  le  multiplicateur  de —  eftssoj 

il  en  eft  de  mëiiie  de  celui  de^^  8c  en  pouITantplus 

loin  le  calcul  ^  on  verra  £u:ilement  que  tous  le^ 

coçfficiens  des  puiilànces  ultérieures  de  — ^   fe  ré- 

duifent  à  o  :  donc  le  produit  que  nous  venons  de 
trouver  ,  ell  =?=  x^  x  1  =  1  :  donc  la  formule 
réuifît  ençpre  j,  lorfque  Texpofant  eft  un  nombre 

fraiâionnaire  négatif-— — .  Si  Ton  fuppofe  le  dét- 

Qominateur  71  =  i ,  Texpofafit  devi<|ndra  =  —  m 
c^eft-à-dire 5  que  la  formule  a  encore  lieu»  lorfque 
Texpoûnt  eft  un  nombre  entier  négatif. 

De  ce  que  nous  venons  de  dire ,  il  fuit  que 
la  puiflànce  m  du  binôme  tf-+-  ^e^ft  (tf -4-'^)*=3 
(44- *)*»?=.  rf»-tr./wr-'A  rh  &c,  =  tf-  (  I  -t- 

/n  .•  — r-  -4-  &c.  )  ,  m  étant  un  nombre  quelconque 


pofitif  ou  négatif,  entier  ou  fraâionhair e. 

Pbobleme.  Extraire  la  racine  cubiqu^  du  nom-- 
ire  fooi.  Je  partage  ce  nombre  en  deux  parties 
telles  ,  que.  la  première  (bit  le  plus  grand  cube 
coi^enu  dârfs  100 1  y  c'eft  ici  loco,  cube  de  lo» 
l'autre  partie  fera  s=  z  >  faifant  enfuite  1000  =3^ 

êc^psi, «s j,  j'aurai  (x-4-tf)' ==s{iooo-+-i)^ 

~(looo)7H^i(i90o)~—4..(  1000  )""T^^  J.X 
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(  ï<>oo  )  * —  &€.  *  ==  lo  t  1  -+-  7  (  o  •  OOI  ) 
—  Sec.  ]  Mzis  quoique  ce  ne  foie  qu'en  prenant  une 
infinité  de  termes  qu'on  peut  avoir  dans  cet  exëiiiple 
la  racine  exaâe  cherchée  ;  cependant  il  eft  aifé  dé 
voir  que  les  termes  de  la  férié  décroiflènt  ù  rapide* 
ment  qu'on  peut  fans  erreur  fenfible  fé  contenter 
des  quatre  premiers  y  Se  dans  les  cas  femblables 
l'approximation  fera  d'autant  plus  prompte  ,  que 
la  première  partie  du  nombre  ou  de  la  quan- 
tité algébrique  ,  dont  on  veut  avoir  k  ratine,  fera 

J^lus  grande  par  rapport  à  l'autre.  En  effet  (â4^)^eft 

=  ^Mi+7  —  —  i^-H  &c.)i  or  les  ter- 


mes de  cette  fuite  diminuent  d'autant  plus  rapide- 
ment que  a  eft  plus  grand  que  b.  Les  fuites ,  dont 
les  termes  vont  en  diminuant ,  s'appellent  convcr^ 
g€ntes  :  celles  au  contraire»  dont  les  termes  vont  en 
en  augmentant,  font)iomlnées  divergentes^  telle  fe- 

roit  (enfuppofanttf  <*)lafériei  H •+•  —  &c. 


Si  on  vouloir  prendre  la  racine  quarrée  de  i  >  on 
en  ckercheroit  une  racine  approchée ,  en  fuppo- 
ùjot ,  par  exemple  ,  cette  racine  =  i  -h  j  a=  -^ , 
dont  le  quatre  77  eft  plus  petit  que  x  d'un  ^.  C'eft 

Surquoi  on  feroit  «  =  77 ,  i  =5  ^ ,  ;»  =ss  i ,  & 
>ftituant  ces  valeurs  dans  (<H-i)*s=: a*  ^nuH'^^^h 

^  rf"^*  h^  Sec.  l'on  auroit  facilement  la 


I  •  % 


racine  cherchée  très-approchéede  i. 

•  J^'^^  m  eft  id— je»""*  x  i  —  a:«— «  —  (looo)' 

(loooy       y(iooo)* 
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DES  RAISONS  BT  PROPORTIONS. 

40.  Un  rapport ,  ou  une  raifon ,  eft  la  manière 
d'èrre  d'une  grandeur  par  rapponi  une  autre  gran- 
deur de  même  efpece  (  car  on  ne  peut  pas  compa- 
rer des  quancicés  hétérogènes ,   ou  d'efpece  diffé- 
rente y  comme  z  heures  &  3  toifes  )•  Si  l'on  com- 
pare deux  grandeurs  6  Se  1  pour  en  connoître  la 
différence.  Ta  raifon  eft  appellée  raifo/i  arithmétique^ 
piais  fi  on  cherche  combien  de  fois  la  première 
grandeur  6  contient  la  féconde  x  ,  le  rapport  eft 
ftppçUé  géométrique.  La  première  de  deux  gran^ 
deurs  que  l'on  compare ,  s  appelle  Vxuuécédent ,  Sç 
la  féconde  le  conféqùcnt  de  la  raifon.  Il  éft  aifé  de 
voir  que  la  valeur  de  la  raifon  géométrique  fe  trouve 
en  diviiant  i'aAtécédent  par  le  confequenc  ^  puif- 
jue  c  eft  par  ladivifion  que  l'on  trouve  combien  de 
oil  une  grandeur  cxMicâenc  l'autre.  Oit  pourroit 
prendre  pour  valeur  de  la  rai(bn  géométrique  le 
quotient  du  conféquent  divifé  par  l'antécédent  : 
âinifi  que  le  font  quelques  Géomètres  \  mais  il  nous 
paroîc  bien  plus  comimnie  de  prendre  pour  la  valeur 
de  cette  raiian,  le  quotient  de  l'antécédent  divifé 
par  le  conféqu^it.  La  valeur  de  la  raifon  arithmé* 
tique  doit  fe  trouver  par  la  fouftraâion ,  opération 
par  laquelle  ^  trouve  la  différence  de  deux  quan- 
tités; Quand  on  parlé  d'une  raifon  ,  ikns  la  j^éci- 
fier,  on  entend  toujours  parler  de  la  géométrique. 
De  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  fuie  que  la  rai- 
fon de  (^  d  I  eft=îi=s  j,  c*eft-i*-dirc ,  que  lequel 
tient  j, qu'on  appelle  encore  Vexpofantde  ta  raifon  , 
indique  la  manière  dont  rantécédent  contient  le 
Q9af<^u>ent.  On  peift  donc  exprimer  une  raifon  géo- 
métrique par  une  fîcaâion  »  doac  le>numéràteur  foit 


fol 
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Vftntéoéiiiftnt  »  &  le  dpnoinmatear  le  canféipent  i  ée 

forte  que  la  raifon  de  a  i  ^  s^exprime  àinfi  -jr  >  oq: 

bien  encore  de  cette  manière  â  :  ^  ;  mais  Ift  raêfoA 
arithmétique  do  ait  s'exprime  ainfi  a  •  b.    ^ 

On  ajrpetle  proportion  VépXvii  de  ixaîibns  ;  la 
propomon  eft  géométrique  ,  (î  ces  raifbns  ibnt  géo^ 
métriques  relie  eft  arithmétique ,  fi  les  a  railons 
égaies  font  arithméci(|iies.  Les  railons  ii  :  ^.,  4  :  a  ^ 
étant  égales, . formeront. uner  proportion  g^ométri^ 
que  (  en  parlant  d'une  proportion  ,  iàixs  ipecifief 
laquelle  j  on  entend  toujoiir s  parler  de  la. géométri- 
que) qu'on  exprime  ainfi  la  :  tf  ::  4  :  a  ,  01^ 
bien  de  cette  aiftre  manière  ^s=z\.  Les  deux  rall- 
ions arithméticmes é^es  7  •  a ,  ^  ».  i  donnent  une 
proportion  arithniitiqae,  qu'on  écrit  ainfi  7  •  a  : 
6*1.  Pour  exprimer  *dans  le  difcours  la/  propor^ 
rion  al  b  ;;  c\  1/  ^>  on  dit  ^  eft  à  ^»  cqmme  c  eft  i 
d  *y  mais ,  pour  exprimer  la  proportion  arithméti* 
que  g  ^  f  Z  p  *  m  ^  on  ait  g  eft  à  /.arithmétique- 
ment  ^  comme /?  eft  â/^«  Le  premier  ic  le  dernier 
cetme  d'une  proportian  s'appellent  les  extrêmes^  le 
iecond  flc  le  troifiéme  s'appellent  les  moyens.  Si  les 
denx  moyens  ibmlea  mêmes,  comme  dans  la  pso** 
portion  II  1-6  \\  ^  t  5  j  la  proportion  eft  dite 
continue  ,*  on  l'exprimé  ainfi  -7^  i  2  :  ^^  :  j.  Si  la 
uioportiobcohrînuea  plasde  trois  termes,  elle  prend 
ïtnatti  àe  progreffion  :  telle  eft  la  fuite -^  1^:8:4: 
xtt^  qtii  donne  une  ptogreflùm  géomiéarique  ,  ou 
bien  la  faite  -^  i2*io*8«6«4*x«o  ,'  qui  fbmta 
One  piogreffion  aritiimétiqae.  La  raifon  Vappelle 
double ,  k>rfqise  Tattéçéd^ir  contient  deux  fois  ie 
codféquent  ;  triple ,  s'il.k  contient  trois  fois  |  icc. 
fouÊ^uilijfoas^tripIe^&c*  Sirantécédencaecop^ 
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tient  que  la  moitié  ^  oa  le  tiers,  &c.  in  tonféqvu 
fefqtâaltcre  y  lorfque  rantéccdent  contient  une 
fois  6c  demi  le  conféquent  »  telle  eft  la  raifon 
de  (^  2  4  }  raifon  èi  égalai  il  Tantécédent  eft  ^gal , 
raifon  àLintgalité  fi  l'antécédent  n'eft  pas  égau  au 
conféquenr.  On  dit  que  trçis  nombres 6^4^  3 font 
en  proportion  harmonique^  lorfque  le  premier  eft  au 
troifieme  ^  comme  la  diftérence  du  premier  au  fé- 
cond i  la  différence  du  fécond  au  troifiéme;  de  ma-* 
niere  que  Ton  aittf:^  :î  6-^4  t  4  —  J^ott 

6  :  i  ::  %:  lé 

LsKME.  Le  produit  du  confisquent  d'une  raifon 
par  Vexpofant  de  la  raifon  ,  cfi  égal  à  Vantécédent. 
Car  rancécédent  eft  le  dividende  j  le  conséquent  le 
divifeur  Se  Tezpofant  le  fuori^nr  ;  or  le  produit  du 
divifeur  par  le  quotient  eft  toujours  é^  au  divi- 
dende :  donc  ^  icc 

CoiLOLLAiiiÈ.  Si  la  raifon  —  eft  a==f,  on  aura  a 
es  ^f  ;  de  même  û  —  sssq^  Ton  aura  cssdq. 

a 

41.  THioRfiiiB  L  Fondamental.  Dans  toute 
proportion  géométrique  z  :  b  ::  c  :  d,  le  produit  des 

extrêmes  eft  égal  au  produit  des  moyens.  Soit  la  rai- 

a  c 

(on  —  =  — =^:  donc  par  lecorollaireprécédenta 

ssshq^  te  csssdq:  donc  en  mettant  dans  iajpropor- 
tion  précédente  ^^  â  la  place  de  a  ôcdqii2t  place 
dec  on  aura  la  proportion  ^^  l  i  II  dq  :  d,  dans 
laquelle  le  produit  des  extrêmes  bqdt=sz  bdq ,  pro- 
duit des  moyens  ;  de  même  dans  la  proportion  6 

:}  ::  8 :4onatf  X  4  =  j  X  8=814. 

4U  Thborbme  il  Si  quatre  grandeurs  ap ,  a,  bp  , 
h  9  fons  telles  que  le  prodUà  des  extrêmes  ap%  b  /oit 

égal 


MM 
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égal  au  produit  des  deux  moyennes  a«bpj  ces  quU" 

tre  grandeurs  feront  proportionnelles.  Car  Ci  apxb 

ap        Bp      > 
ett  =  a  X  bp  y  on  aura  — ^  =^"T~  >  onapi  a  ;: 

ip  :  i  y  puifqliè  I*expofant  de  la  première  taifon 
efk  =p  y  aulïi-bien que  celui  de  la  féconde. 

CoKOLLA^RE.  Donc  ,    fi   OU  a  deux   produits 
égaux ,  tels  que  adi  =  abd ,  les  racines  de  l'un  des 
produits  (  on  entend  ici ,  par  racines ,  les  quantités 
de  la  multiplication  defquelles  réfulte  le  produit  ) 
feront  lq|t  extrêmes  d'une  proponion  y  dont  les  ra- 
cines de  l'autre  produit  feront  les  moyens,  ou  ce 
qui  revient  au  même,  les  racines  de  l'un  des  produits 
feront  réciproques  à  celle  de  Taucre  ,  c'^ft-à-rdire  , 
que  Ton  aura  ad  racine  du  premier  produit,  eàza 
racine  du  fécond ,  comnie  bd ,  autre  racine  du  fé- 
cond ,  eft  à  3 ,  féconde  racine  du  premier  produit. 
On.  dit  que  deux  quantités  font  réciproquement 
comme  deux  autres  quantités  ,  ou  font  en  raifon 
*'inverfe  des  deux  autres ,  lorfque  ,  pour  trouver  la 
proportion  ,  il  faut'renverfer  l'ordre  dès  deux  der- 
nières, ou  celui  des  deuic  premières.  km(\6&c  5  font 
en  raifon  inverfe  de  i  &  1  :  car ,  pour  faire  la  pro- 
portion, en  laiiïant  les  premières  quantités  dans  Tétat 
-qu'elles  font ,  il  faut,  au  lieu  de  la  raifbnde  1:2, 
prendre  celle  de  1  :  i  ,  en  difant^  :  j  ;•  1  :  i* 

CeROELATRE.  Il fuit  du  premier  théorème  que, 
dans  une  proportion  continue  ^a  :  A*:  ^,  le  pro- 
duit des  extrêmes  eft  égal  au  quarré  du  moyen  ter- 
me ,  c'ett-à^lire  ,  que  ac  ==?  i\  En  effet  la  propor- 
tion précédente^eft  la  même  que  celle-ci  alby.bic^ 
or  (  41  )ûcett^s=^èb  i  donc  Scc.  De  même  dans  la 
proportion  continue -f^  18:  <>.:  1 ,  ou  a  18  X  i 

Tome  /.  G 
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Corollaire.  Si  Ton  a  la  proportion  û  l  tllcl  d^ 
on  pourra  multiplier  oudivifer  par  une  même  quan- 
tité y  les  conféquens  ou  les  antecédens^ou  même  les 
1  termes  de  la  première  ou  delà  féconde  raifon,  fans 
détruire  la  proportion,  je  veux  dire,  fans  qu*oncefle 
d'avoir  une  oroportion  ;  car  les  raifons  de  la  propor- 
tion qui  rémltera  de  ces  opérations ,  ne  feront  pas 
toujourségales  à  celle  delà  première  proportion.  Si 
donc  on  a  la  proportion  a  i  b  II  c  l  a ,  on  aura 


L  am  l  b  II  cm  i  d 

a       ,          c        , 
m                m^ 

IV 

II.  am  :  bm  :'.  c  :  d 

al  bm  II  c  l  dm  • 

V 

m.  "  :  *  ::c:d 

m       m 

b                d 

a  m          ••  ^  •           • 

m              m 

VI 

car  dans  toutes  ces  proportions  le  produit  des  ex- 
trêmes eft  égal  au  produit  des  moyens.  En  effet , 
pour  la  première  ^  féconde  &  cinquième  on  a  adm 

c=  bcm ,  &  pour  les  autres  -^  =  —  :  or  cela  eft 
^  mm' 

évident,  car  ,  puifque  alb  H  cl  d ,  om  ad=sbci 

ûd  cb 

donc  ab  X  m^szbc  X  m^  6c  — 


m  m* 


Corollaire.  Donc  fi  l'on  a  la  proportion  a  l  b 
:;  c  :  ^ ,  on  pourra  faire  les  changemens  fui  vans  , 
fans  qu'il  cefle  d'y  avoir  proportion  ;  c'eft-à-dire  , 
que  u  Ton  a  la  proportion  al  b  l\  c  l  d^on  aura 

Altcrnando.  al  ç  M  b  l  d 

Inyerundo.  h  l  ail  d  l  c 

.  a-{-b  Ib  II  c-^dtd 
a-^-alb  II  c-^c  l  d 
a  l  a^b  II  c  l  c^d 

a  ibH-b  :;  c  :  d^d 
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Dividende  i  ,      ,  "    : 

ou     .  ■  ,    '  ' 

-.  ,    ,    ,        tf  :  4  — A  ::  c  :  c  — a 

oubtrahendo^ 

En  effet  dans  ces  proportions  le  produit  4es  extrc- 
mes  eft  égala  celui  œs  moyens ,  ainfi  que  nous  le 
verrons  bientôt,  li  eft  bon  de  retenir  le  nom  de 
ces  changemens. 

Il  eft  facile  de  voir  que  le  changement  appelle 
altemando   cOnfîfte  à  faire  changer  de  place  aux 
moyens  ;  mais  dans  le  changement  irwcrttndo  on 
mer  les  antécédens  i  la  pkce  des  conféquens.  Dans 
-le  changement  co/72PO/2^Wcr  on  compare  la  fomme 
de  l'antécédent  &  du  conféquent  de  chaque  raifon  à 
(oh  conféquent ,  ou  lantécedeût  à  cette  même  fom- 
me  ,  ou  bien  on  double  les  antécédens  ou  les  con« 
iequsens.  J'appelle  dividendo  oa  Jubtrahendo  le  chan- 
gement dans  lequel  oncompare  la  différence  de  Tan- 
.  recèdent  &  du  tonféquent  au  conféquent  y  ou  bien 
dans  lequel  on  compare  lantécédent  à  la  différence 
«dont  on  vient  de  parler. 

Ces  changemens  ne  décruifent  pas  la  proportion, 
parce  que  le  produit  des  extrêmes  refte  toujoiir^ 
égal  à  celui  des  moyens  i  en  effet  la  proportion  a  l 
b  II  c  l  «/donne  ad  =^bç  y  &  la  proportion  du 
àmngemeni  ^kernando  donne  ad  =^cb  ;  or  il  eft 
vifîble  que  bc  =  cbycnais  la  proportion  du  change- 
ment invertendo  donne  bc=si  ad.  La  première  pro- 
portion du  changement  cqrhponendo  donne  adA^bd 
z=:bc-\-  bdy  en  égalant  le  produit  àe%  extrêmes  à 
celui  des  moyens;  msLisbdsssbd&cad^fçsi  hc  :  donc 
ces  deux  produits  (ont  au(£'égailx.  La  troîfiémç  pro- 
.portion  du  même  changement  doit  Aonnex  ac -\- ad 
^sssac-^  bc'y^os:  cela  efl  évident;  parce  que  ad-=ibc. 

Gx 
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La  féconde  &  la  quatrième  doivent  donner  lad 
xbcy  ce  qui  eft  encore  évident ,  puifque  adz=^  bc. 
La  premiers  proportion  du  changement  dividendo 
doit  donner,  h  elle  eft  vraie ,  ad  —  bdz=:bc  —  bd. 
Mais  puifque  ads=zbc  y  ces  produits  font  évidem* 
ment  égaux,  la  féconde  proportion  du  même 
changement  doit  donner  ac  —  ad  z=s  eu:  —  bc  : 
or  ces  produits  font  égaux  ,  puifqu'on  ne  fait 
que  retrancher  deux  quantités*  égales  ad  6c  bc  de 
la  même  quantité  ac  :  donc  ces  changemens  ne- 
détruifent  pas  la  proportion.  Cependant  «  &  Ton  a  la 
proportion  24  :  ii  ::  ^::  5  »  le  changement  al- 
temando  donnera  24  :  6  il  i^  •  J  qui  eft  dif- 
férente de  la  première  ,  puifque  la  raifon  de  24 
:  6  eft  =  4  ,  &  que  celle  de  24  :  12  eft  feule- 
ment =  2.  Ainfi  les  changemens  dont  on  vient 
de  parler  peuvent  changer  une  proportion  en  une 
autre  \  mais  il  reftera  toujours  une  proportion. 

45.  Théo&eme  UL  Si  deux fraSions  t-,  -j  ont 

o      d 

un  mcmt  numérateur  &  differens  dénominateurs  ^ 

t  lies  feront  en  raifon  invtrje  de  leurs  dénominateurs  ^ 

e'eft^à'dire  ,  que  la  première  fera  à  la  féconde  ^  com-* 

me  le  dénominateur  de  lafecondeà  celui  de  lapremiere^ 

de  forte  que  Ton  aura--  l  -^  \\  dlb.  Cette  propor- 

b       a 

tion  eft  vraie  ;  car  le  produit  des  extrêmes  — =i^ 

eft  égal  à  celui  des  moyens  —  =  a« 

Si  les  dénominateurs  étoient  les  mêmes  H  les  nu- 
mérateurs diftérens,  les  firaébions  feroient  entre 

tf         c 

elles  comme  leurs  numérateurs j  car  ---;—; tare; 


\ 


<  -^ 
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puifque  le  produit  des  extrêmes  —  eft  ==  —\ 

produit  des  moyens. 

Corollaire.  Donc  les  fraâlons  font  éaraiibn 
inverfe  des  dénominateurs  te  en  raifoa  directe  des 
numérateurs. 

CoROLLAiRS.  Donc  deux  grandeurs  tn  raifort 
réciproqMc  l'une  de  l'autre ,  c'eft-à-dire ,  dont  Tune 
croit  dans  te  même  rapport  que  l'autre  décroît , 
peuvent  fe  mettre  en  raiion  direâre ,  en  le^  mettant 
au  dénominateur  d'une  fraAion ,  dont  l'unité  fe- 

roit  le  numérateur  :  ainfi  —  :  —  î  I  *  t  ^• 

a       b 

Avant  de  pafTer  plus  loin^^  nousallons  expliquer 
ce  qu'on  entend  par  une  raifort  compoféc.  Une  rai- 
foR  compofée  eft  celle  qui  réfulte  de  la  multiplica- 
tion de  plufieurs  taifon^,  antécédent  par  antécé- 

dent  &  conféquent  pat  C0n£équent  :  ainfi  tj  eft 
une  raifort  compof?i!desdçwiTSLi{ot)S-z  ,  "T»  En  effet 

foit  -j-  =  ^  ,  —■  =3^  5  donc  (40)  a  =  6q  y  c=dp  : 
ainfi  en  fubftituant  ces  valeurs  à  la  place  de  ^  &  de 
c^  un  aura  —  ==^-t7-  =/î>  produit  des  deux  rai- 

fons;.  de  forte  que  11--=---==^,  Ton  aura  7-  = 

D  a  va 

f \  Lorfqu'il  7  a  deux  raifbns  compofantes  égales  y 
la  raifoa  compofée  eft  dite  doublée^  triplée  s'il  7  a 
trois  raiibns  compofânces  égales  j  quadruplee  y  quin- 
tuplée j  fextuplécy  &c.  s^'il  7  a  quatre  ,  cinq,  fix, 
&c.  raifons.  compofantes  égales. 

CojiOLLAlfRB.  Donc  les  ouarrés  font  en  raifon 
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flira:x  ;;  xtb.Onauradonc  tf^  =  ArAri=x*,  &en 
prenant  la  racine  quarrée,  ^  ab^=^x  ^  c'eft-à  dire, 
que  la  racine  quarrce  du  produit  de  deux  gran- 
deurs eft  moyenne  proportionnelle  entre  cesgran-' 
deurs.  Si^z==:z&  Âc=?8,on  aura  jc  =  y^  i  x  8 

.49.  Probi^eme.  Trouver  un  urme  d* une  propor- 
tion j  dont  on  connoît  les  trois  autres.  Soit  la  pro- 
{)ortion  a  V  b  \l  c  \  x^  dans  laquelle  on  connoît 
es  trois  premiers  termes.  Pour  avoir  la  valeur  du 
quatrième  x ,  je  remarque  que  le  produit  des  extrê- 
mes ax  eft  =  ^c ,  produit  des  moyens  :  donc  en  di^ 
vifant  ces  deux  produits  égaux  par  la  même  quan- 

ûx        '  hc  hc 

tité  a  y  j'aurai  —  =  — ,  oii;c==  — ,  c  eft-à-dire, 

U  ti  A 

que  le  quatrième  terme  d'une  proportion  eft  égal 
au  produit  àts  moyens  divifé  par  le  premier  extrê- 
me. Si  ^  ==  c,  c'eft-à-dire ,  fi  la  proportion  eft  con- 

tinue»  on  aura  jc  =ss  -^  ;  donc  pour  avoir  le  troifié- 

me  terme  d'une  proportion  continue  ,  on  dîvifera 
le  quarré  du  moyen  terme  par  le  premier  extrême. 
Si  le  terme  x  cherché  étoit  un  des  moyens  , 
fi  Ton  avoit ,  par  exemple  ^  a  l  b  \\  x  \  dyon  au- 
roit  tf rf  =?:  Ax- j  &  en  divifant  de  part  &  d  autre  par 

b  Von  trouveroit  *•  = -—  ,  c'eft-à-dire  ,  que  le 

b 

moyen  cherché  feroit  égal  au  produit  des  extrêmes , 
divifé  par  le  moyen  connu.. 

Remarque^  Lorfqu'on  a  une  fraction  -7-  >  on 

peut  toujours  faire  une  proportion  ,  en  prenant 
pour  premier  extrême  le  dénominateur  de  la  frac- 
tion ,  U  pour  moyens  les  f;(dleurs  dû    nUméra« 
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teur  i  C2LT  b  :  a  II  d  i  —-  =  X.  De  même  de  la 

fradbioa  ;  =  ^  Ton  tire  1  :  3  ::  i  :  ^  =  5.  La 

fradion  7  =  ^  donne  1  :  i  ::  i  :  x- 

Le  problème  qu'on  vient  de  refoudre ,  renferme 
la  règle  de  crois  ,•  qu  on  appelle  auffi  règle  d'or ,  i 
caufe  de  fa  grande  utilité  :  c*eft  la  méthode  de  trou- 
ver un  terme  d'une  proportipn  dont  on  connoit  les 
trois  autres. 

ExEMJPLE.  Trente  Grenadiers  ont  fait  14  toifes 
de  tranchée, combien  en  feront  50  Grenadiers  dans 
un  tems  égal.  Il  eft  évident  que ,  plus  il  y  a  d'hom- 
mes, plus  ils  doivent  faire  d'ouvrage  dans  le  même 
tems  :  ainfi  l'on  doit  dire  3  o  Gi^nadiers  font  zjo 
Grenadiers,  comme  les  14  toifes  faites  par  les  pre- 
miers ,  au  nombre  de  toifes  que  feront  les  derniers 
dans  le  même  tems;  ou  30^  :  50^  ::  24*  :  x^  : 
donc  il  faut,  pour  avoir  la  valeur  dex^  multiplier 
50  par  24,  &  divifer  le  produit  1 200  par  30 ,  pour 
avoir  x  =  —^  =  40  >  c'eft-à-dire  ,  que  dans  le 
le  même  tems ,  ou  dans  «n  tems  égal,  50  Grena- 
diers feront  40  toifes  de  tranchée ,  en  fuppofant 
que  30  en  ont  fait  24. 

Lorfque  les  termes 'homogènes  ,  c*eft-à-dire,  de 
même  efpecedans  la  première  raifon ,  font  entr^eux 
comme  ceux  de  la  fecojide  &  qu'il  n'y  a  que  trois 
termes  de  connus  ,  la  règle  de  trois  s'appelle  direSe 
Jimple  ;  s'il  y  a  plus  de  trois  termes  connus  ,  c'eft 
alors  la  règle  de  trois  compofée.  Il  faut  dans  ce 
cas  la  réduire  à  trois  termes  connus  Se  un  inconnu. 

Exemple.  Trois  hommes  en  travaillant  fept  heu- 
res par  /our ,  ont  fait  en  deux  jours  84  toifes  d'un 
ouvrage ,  combien  en  feront  5  hommes  en  trois 
jours,  en  travaillant  quatre  heures  par  jour.  Arran^^ 


riMa 
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gez  les  termes  comme  vous  le  voyez  j  multipliez  5 
3*        -5' 

^heures.    •  ^heares. 


i«M 
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4z    :    60    ::    i^  :  x  —  ^^  =  no 

par  1  &  par  7 ,  pour  avoir  41  ;  multipliez  5  par  5 
ce  par  4,  pour  avoir  60  :  faites  enfui  te  la  proportion 
4Z  :  <)0,  ::  84  :  x  =  izo  :  donc  le  nombre  cher- 
ché eft  1 10.  La  raifon  de  ce  procédé  eft  fort  iîmple, 
c'eft  que  trois  hommes,  qui  travaillent  pendant 
4eux  jours  &  fept  heures  par  jour  ,  font  le  mcme 
ouvrage  qu'un  feul  homme  qui  travailleroit  pen- 
dant 41  heures  ;  de  même  cinq  hommes  qui  tra- 
vaillent pendant  3  jours  &  4  heures  par  jour  font 
le  même  travail  qu'un  feul  homme  qui  travailleroit 
pendant  60  heures  y  de  forte  que  le  travail  de 
ces  hommes  eil  en  raifon  compofée  du  nbmbxe 
des  hommes ,  du  nombre  des  jours  Se  des  heu- 
res que  ces  hommes  tra^iUent. 

Lorfqueles  deux  derniers  termes  ne  font  pas  en- 
tr'eux  comme  les  deux  premiers ,  c'eft  alors  la  règle 
4e, trois  inverje. 

Exemple,  Quatre  hommes  ont  feit  un  ouvrage 
en  trois  jours  ;  en  combien  de  jours  cinq  hommes 
feront-ils  le  même  ouvrage  ?  Il  eft  évident  ou'on  ne 
peut  pas  dire  4*^  :  5''  :;  j'  :  a: ,  autrement  le  terme 
çhercné  x  feroit  plus  grand  que  .}  ,  comme  5 
eft  plus  grand  que  4  ;  or  cela  ne  peut  être ,  parce 
que  cinq  hommes  emploieront  moins  de  tems  au 
même  puvrage  que  quatre  hommes*  Et  parce  que 
le  temj  employé  par  4  hommes ,  eft  au  tems  em- 
ployé par  5  hommes ,  comme  :r  eft  i  j  ,à  caufe  que 


\ 
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plus  U  y  a  d'Hommes,  moins  il  faudra  de  tems ,  on 
doit  faire  4*  :  $^11x1}  ;  donclon  aura 5^:  ==  11, 
6c  x  =  ^=  1  jours -+-7 de  jour  =  1  jours 9 heu- 
res j(i  minutes, 

Queftion  qui  renferme  ce  qu'on  appelle  la  règle 
de  compagnie.  Trois  marchands  ont  fait  un  fond  de 
J200  Uv.  fur  lequel  ils  ont  gagné  2^0  liy.  com^ 
bien  revient-il  au  premier  j  dont  la  mife  ejl  de  200 
Uv.  au  fécond  ^  dont  la  mife  efl  de  jfoo  liv.  &  au 
trojiéme  j  dont  la  mife  eji  de  600  livres  ?  Ce  pro- 
blème ie  réfout  par  autant  de  règles  de  tfois ,  qu'il 
y  a  de  mifes  y  en  difant  le  fond  total  eft  au  gain  to« 
rpl ,  comme  la  mife  d'un  chacun  eft  au  gain  qui  lui 
revient  :  de  forte  que  Ion  aura  ces  trois  pooportions 

Gain 
1100  :  140  ::  100  :  .r=    40  du  prenàîer. 

1100  :  240  ;:  400  :  x=    80  du  fécond. 

1100  :  240  ::  ^00  :  x=  1 20  du  troiiiéme. 

Autre  Exemple.  Trois  marchands  j  Pierre  j 
Jacques  &  Paul  ^  ont  mis  en  commerce  y  le  premier 
JS7  liy»  pour  quin'^e  mois  ;  le  fécond  ^  loyi  Uv. 
pour  trois  mois  ;  le  troifiénu  1^3  Uv.  pour  neuf 
mois  :  k  gain  total  efl  de  pÔ^i  Uv.  Quel  efl  le  gain 
d'un  chacun  ?  Multipliez  la  mife  d'un  chacun  par 
le  rems  tjue  cette  mife  a  refté  dans  le  commerce  ^ 
parce  que  plus  '  la  mife  eft  grande  &  ^plos  le  tems 
qu'elle  refte  dans  le  commerce  eft  confidérable , 
plus  le  gain  à  proportion  doit  être  grand  :  prenez  la 
fomme  des  produits ,  que  vou$  confidérerez  comme 
la  mife  totale,  faites  enfuice  comme  cette  fbmme 
eft  au  gain  total  :  ainfi  le  produit  de  chaque  mife , 
par  le  tems  qu'elle  a  reftédans  le  commerce,  ^  au 
gain  correfpondant. 
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Problème  qui  renferme  la  règle  d*efcompte^ 
Pierre  acheté  à  Jacques  j  à  an  an  de  terme  j  pour 
Tooo  liv.  de  marchandifes  ;  Jacques  offre  à  Pierre 
de  lui  remettre  lO  pour  loo  j  j*i/  veut  le  payer 
comptant  :  on  demande  le  gain  de  Pierre  ?  Il  paroîc 
d  abord  que  le  marchand  ne  doit  recevoir  cornp* 
tant  que  900  livres  ^  mais  il  faut  remarquer  que 
la  fomme  que  recevra  aétuellemenc  le  marchand  » 
doit  à  10  pour  100  rendre  looo  liv.  au  bouc  de 
Tannée  (  en  comprenant  enfemble  le  capital  &  fes 
intérêts)  :  ainfi  il  faut  dire  ioo-4-  i  o  :  1 00  :  ;  1 000  L 
:  X  =  909  L  1  f.  9  d.  —**•  ;  de  forte  que  le  profit 
de  Pierre  fera  feulement  de  90  Kv.  ï8  f^  a.  d.  ~*v 
Si  Jacques  ne  recevoir  comptant  que  900  liv.  cet  ar- 
gent à  I  o  pour  1 00  ne  lui  donneroit  au  bout  de  Tan 
que  990  liv:  ainfi  fon  fort  feroit  plus  heureux  d'at- 
tendre les  I  opo  liv.  au  bout  de  Tannée.  Cette  pra- 
tique eft  celle  de  le  Gendre  &  de  Savari.  Diions 
quelque  chofe  de  la  règle  de  faujfe  pojition, 

La  règle  de  faujfe  pofition  confifte  a  mettre  âl 
la  place  des  termes  inconnus  d'autres  termes  à  vo- 
lonté ,  mais  cependant  proportionnels  à  ces  ter- 
mes inconnus ,  afin  de  trouver  ces  termes  par  des 
règles  de  crois. 

Exemple  L  On,  propofe^  de  partager  i  ;  00  tiv.. 
entre  Pierre ,  Jean  ôc  Jacques  ,  enforre  que  Pierre 
ait  cinq  fois  plus  que  Jean  3c  Jean  deux  fois  plus 
que  Jacques.  Soie  fuppofé  i  la  part  de  Jacques  ^ 
celle  de  Jean  fera  t  &  celle  de  Pierre  1  o ,  la 
ibmme  feroit  i  j  :  ainfi  on  dira  fi  1 3  donnent  i  o 
pour  Pierre  »  Combien  donneront  1300  pour  le 
même  Pierre  >  &  ainfi  i^i  autres.  On  aura  donc  ces 
trois  réglais  de  trois* 
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Parc  de 


IJ 

:  1300  :;  10  :  jr  = 

2  1000 

Pierre 

IJ 

:  1300  ::    i  :  4^  = 

=    100 

Jean 

» 

ï3 

:  1300  ::    t  :  x  = 

3    100 

Jacques. 

Exemple  II.  Soit.propofé  de  partager  173  lîv. 
à  trois  perfonnes  >  de  manière  que  la  féconde  îtit 
le  double  de  la  première  6c  i  o  L  de  plus  ^  &  que 
la  troifiéme  ait  autant  que  les  deux  autres  &  3 
liv.  de  plus.  Suppofons  que  la  part  de  la  première 
foit  I  liv.  celle  de  la  .féconde,  dans'  cette  hypo- 
thèfe,  feroit  1 1.  ■+-  jx>  I.  sbuxLSc  celle  de  la  troî- 
(iéme  feroit  1 3  liv.  -4-  3  liv.  =  1  ^  liv.  La  fbmme 
de  ces  parties  feroit  ses  19  liv.  S'il  n'eût  été  quef- 
tion  que  de  partager  en  parties  proportionnelles  à 
z  liv. ,  2  liv.  y  3  liv.  La  première  part  feroit  i  I.  la 
féconde  1  liv.  là  troiiiéme  3  liv.  la  totalité  feroit 
6  liv.  dont. la  différence  avec  19  liv.  eft  13  liv. 
qu'il  faut  prélever  fur  la  fomme  propoice  173  liv. 
&;  partager  le  réfte  1 50  liv.  en  parties  proportion- 
nelles à,  I  liv.  1  liv*  .3  liv.  On  aura  donc  cette  règle 
de  trois  6  :  i:;i5o  :  x=i$  liv.  première 
partie  ;  doublant  cette  partie ,  Sç  ajoutant  1  o  liv. 
on  aura  60  liv.  pour  la  fécondé  partie  ;  ajoutant 
ces  deux  parties  avec  3  liv.  on  aura  8  8  liv.  pour  la 
troiiiéme  partie  :  en  efTet  ces  trois  parties  font  173 
liv.  Ce  fécond  exemple  renferme  la  règles  de  deux 
faujfes  pqfitions. 

DÈS  PROGRESSIONS  GEOMEl^QUES. 

5  o.  Nous  fuppoferons  pour  plus  de  ^cilité ,  pre- 
mièrement que  les  progreflSons  font  croiflàntes;  fe- 
condement  que  le  quotient  du  premier  terme  divifé 


^mm^mm^im 
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deurs) ,  on  aura  Sap  —  apx  ^apx  —  Sa  =  Sa  •+• 
^px  —  Sa  —  a^  y  ou  (en  réduiiant)  Sap  —  Sa=i 
apx  -—^a^y  divifant  ces  deux  dernières  quantités 
par  a ,  l'on  aura  les  quotiens  égaux  S^  — 'S  =ipx 
—  a  y   Se  divifant  encore  par  />  — :.  i  >  on  a  S  =s 

px  — 


a 


,  c'eft-àdire  ,  que  la  fomme  de  tous  les  ter- 

mes  d'une  progreflîon  croiiTante  ,  eft  égale  au  pro- 
duit du  plus  grand  terme  par  l'expofant  de  la  pro- 
greiSon  »  moins  le  plus  petit  terme  ,  le  tout  divifé 
par  l'exporant,  dimmué  d'une  unité. 
Corollaire.  Donc  la  fomme 

fera 
Des  moitiés /i,    j  ,    \ osfe  i. 


•  •  •  •  « 


G 


Celle  des  tiers j ,    ^  ,   ~ 

Celle  des  quarts \y   ~,    -^ ;o=T- 

Celle  des  dixièmes •-  >  tIt  >  7^ o—  \. 

Car ,  en  regardant  le  premier  terme  comme  le 
dernier ,  o  fera  le'premier  terme  ,  p  fera  i  dans  la 
première  progreffion  3  dans  la  féconde,  4  dans  la 
troisième ,  i  o  dans  la  quatrième  :  donc  pour  la  pre- 

px — a        ixf— o         ,  ,     y.  , 

miere  — ; =  — — ^-  s=s  -  =s  i  •  pour  la  féconde 

p —  I  2 — i  *         *  ^ 

P»  —  ^  _  3   X  f  —  o         ,  •  ; 

— [^r-  — ^ — =  r  >  pour  la   troiueme 

px  — —  A  «V   -    a. 

'-*^—  i:^  7  ;  &.  pour  la  quatrième  ^  _      =  |  & 

ainfî  de  fuite.  On  trouvera  donc  la  fomme  déroutes 
|>arties  quelconques  de  l'unité ,  dont  la  fuite  fera 
une  proereiKon  géométrique ,  en  retranchant  Tu- 
nité  du  dénominateur  du  premier  terme  de  la  fuite. 
54.  Theorbme  xi.  Dans  une  progrejjion  géomé- 

zrlquc. 
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trique  -7^  a  :  ap  !  ap*  :  ap'  &c,  Premiérenunt  lot 
fommcs  ;  fecondcment  les  différences  ;  troijîémement 
les  produits  des  termes  immédiatement  confécutifs 
font  en  progreJJ^à  géométrique.  Car  on  a 


é  4 


*+-  aftfuip  -+-  ap^  :  ap^  -+-  la^^  &c. , 
a  —  ap  :  ap  --^ap^  l  ap^  —  ap^  ôcc. 
a!-f^\d!-p^  :  a^p^icc. 
Ce  qui  eft  évident  \  car  chacun  des  ternies  de 
ces  fuites ,  eft  égal  à  celui  qui  le  précède  immédia'» 

tement,  divifé  par  —  • 

F 
\    55.  Thëorême  XÎL  DansicnepfogreJJion géomé* 

trique  les  puiffances  de  même  nom  fontenprogrejjîoné 
Soit  toujours  la  progreffion -^  û  !  tfp  lap^  lap^  ôcd 
je  dis  que  Ton  aura  la  progreflîon  -fr  ^  •  û"/"'  5 
^p*"'*:  rf*/>^"*  &c.  Ce  qui  eft  évident ,  .car  chaque 
terme  eft  égal  A  celui  qui  les  précède ,  divifé  pat 

-^.  Si  on  fuppofe;wî==^,  on  aura  û*  :  a^p''  l.  a   p 

&c. ,  c  eft-à-dire ,  que  les  racines  quarrées  des  ter- 
mes confécutifs  font  en  progreflîon  ^  &  il  en  eft  de 
même  des  racines  cubes  Se  autres  quelconques* 

5^.  Théorème  XIII,  Dans  une  prooreffion  géo^' 
métrique,  le  premier  terme  ejl  au  troijiéme^  comme 
le  qaarré  du  premier  au  quarré  du  fécond  j  le  premier 
efl  au  quatrième  j  comme  le  cube  du  premier  au  cube 
du  fécond.  Car  a^'ia^ p^\\a\ap^  ;  puifque  le  produit 
des  extrêmes  eft  ^al  au  produit  des  moyens.  De 
même  a^  *.  a^  p^  î:  a  t  ap^  'y  car  le  produit  des  ex- 
trêmes eft  encore  égal  à  celui  des  moyens.  En  gé- 
néral le  premier  terme  eft  à  un  reitne  quelconque 
du  rang /z,  comme  la  puiflance/r^i  du  premier 
fetméalapuiftànce  /z— 1  du  fécond  terme,  en  effet 
le  terme  -du  rang  /i  eft  s»  tf^*^  (  5 1  )  ;  or  ^  2 
Tome  L  H 
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éif^  ::  ^•'"'  :  û*~"'  f^^  :  rat  le  produit  des  ex- 
trêmes à  />*""'  ^(f  f^"^ ,  produit  è,^^  ihoyens.   . 
CoROLi  AiRB.  Donc  k  raifon  du  premier  terme 
au  troirïéme  eft  doublée  ^  &  la  tajion  du  premier 
terme  au  quatrième  eft  triplée  djPP  eaifon  du  pre«- 


a  a^       ^  il 


mier  îtu  fecoiid ,  piiifàue  — -  =  -— —,  &  que 

'  r     ^   .  ^i       rf*p**      ^      api 

a} 


ai  pi 

57.  Problème.  Trouver  d^ax  moyens  proportion^ 
nels  X ,  y  ^  entre  deux  quantités  données  a  (&  d ,  cejl" 
à'dki  3  qu  ayant  la  prctgrJt^oh  -fr  *  •  ^c  •  y  :  d  ,  o/z 
cherche  la  valewr  de  x&dc  y.  Par  le  théorème  pré^ 
cédentôna  li'txî  ::  à'id^èofïica^dzsszx^a^  Se 
en  divifànt  te  tout  par  a ,  il  vient  a^d  t::^  «',  &  en 

Î  tenant  la  'r^fcine  cubique  ,onàx  =  ytz*^,  c'eft- 
-dire,  que  pour  avoir  la' première  moyenne  pro- 
portioivielle  ,  il  faut  extraire  la  racine  cube  du  pro- 
duit du  quatre  de  la  première  quantité  donnée  par 
lafecfonde  d.  Pour  avoir  y  ou  la  féconde  moyenne 
proportionnelle,  ondivifeta  le  quatre  x^  de  la  pre- 
mière par  la  première  quantité  a ,  parce  que  la 
proportion  continue  u\  x  \\  x  ly  y  donne  y  = 

,  Si/t=c:x  &cd=i  itf ,  onaurax=:v4  X  tt 

==  V'^4  =^^y^y  ==^*  Mais  a  la  qiuntité  â^d 
n'ctoit  pas  uh  cube  parfait ,  omne  pouiroit  avoir 
qu  une  valeur  approchée  de  xôcdey  :  on  pourroit 
pour  cela  fe  fervir  du  calcul  décimal. 

58,  Problème.  Inférer  un  nombre  m  de  màyehs 
proportionnels  géométriques  entre  deux  termes  a  â*  b»> 
Soit  X  le  premier  mo]^en  proportionnel  ch^r<}hé  ;- 
puiTque  le  nombre  de  tous  les  termes ,  en  y  com-» 


m^^m 


C  A   t  C   U    I. 


i»5 


^■11 


prenanc  aAc  3clok  ^cr^  /<  -f-  2.  On  aura  parlç 
diféorçme  préoéJeuc  a  ;  t  ^l  ^*/  ;  «**' ,  &  par 
confcquent  ^i**'.  =  bd^*  \  .Dlvifant  de  part  & 
d  autre  par  tf, il  vient  ;e^**  =  ^o^idonc  en  prenant  la 

racinç  m  -+- 1 ,  x  =  %/  ûctsspz  ù       a      ,que  jç 

fupt>ore  =i=  c*  Le  premier  moyen  prôporriôonel  k 
étant  trouva ,  pour  aVô'ir  le  fécond  y  on  divifera^ie 
qparré  du  premier  par  la  quantité  a  ^  ouoe  qui  re- 
vient au  riftme ,  On  multipliera  le  fecoiid  par  le  dé- 
nominateur du  quotient  ou  premiet  terrine  a  de  ta 
progteflîon ,  divifé  par  le  fecond  termç  ^^  "4«  fortd 

que  5  fi  ce  quotient  eft  — ,-  ce  qui  donnera  dans  cç 

cas  cî=  ^7/? ,  on  multipliera  u-p  par  p ,  pour  avoir  <2p*, 
iècofiil  ftioyet»  pcoppa^otuiel  ;  &  ea  mulppKàiit  cer 
lui-ci  par/7 ,  on  aura  le  troifiéme ,  &  aiçfi  de  fuice. 
MaiS)  pour  inférernn  nombre  quelconque/» de 
tnoyeas  propoccionneU  «i^re  deux  cerme^  d'une 

Srogreffion  ^  a\aq\a(j^ Sec.  :=:-^aq^:aûl tuf-  &(c; 
ivîfez^la  difRrence  i  -qui -règne  entre  les  expo- 
fans  o,i,2.,&:c.  de  fa  quantité  q  (expofànr  de  la  prb^ 
greffion)  par  m-^xjlc  vousantezleprenner  moyea 

prgporttonnftl  cherché  ^ . /ei»  ajoutant  «-r|-^  aupce- 

mîer  expofanc  o  (de  g);  enfùite  pour  avoir  le  fécond 
moyen  proportionnel  cher<;ké  ^  vous  ajouterez  en^ 

core  ■  ■  ■■'  i  rexpofant  ^fdabs  le  terme  précédent; 

&  ainfi  de  Ynice.  Si  donc,  /«==  i^  pour  inférer  deux 
proportionnels  entré  deux  termes  confécutifs  de  U 

Mogr^oR  eÎHlefiyt  ^  onfetu  -7*  a^  :  ^  :  n/'  3 

Ha 
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aq^  :  aq*  Sec.  ce  tjui  eft  évident ,  puifqae  chaque 
terme  eft  égal  â  celui  qui  les  précède  ,   divifc 


.1 
par  — r- 

5  9.  Avant  de  paffèr  aux  progreffions  arithméti- 
ques ,  '  nous  allons  dire  un  mot  de  ce  qu'on  appelle 
les  expo/ans  à* une  ratfon^  Les  cxpofiins  iTunc  raifon 
fo«t  les  pluî  petits  termes ,  qui  aient  entr  eux  le 
même  rapport  que  les  termes  de  la  raifon  dont  ils 
font  les  expofans.  Par  exemple ,  Jes  expofans  de 
la  raifon  ^  font  \ ,  parce  que  1  &  2  font  les  plus 
petits  termes  qui  aient  entr'eux  le  même  rapport 
que  }  S>c6.  De-là  il  fuit  que  ii  l'on  a  deux  ou  plu- 

fieurs  raifons  égales ,  —  =■— =^  ,  le  produit  de 

ces  raifons  tt  =  TT  ^^-P*  >  ^«ratin  nombre  quar- 
ré ,  fi  ^  eft  im  nombre  y  de  même  en  fuppofant 

a  c  e   .  ace  a  5  ,         , 

fera  un  nombre  cube ,  fi  /?  eft  un  nombre*  Donc 
une  raifon  compofée  de  deux  raifons  égales  ,  c'eft- 
à-dire,une  raifon  doublée  fera  exprimée  par  un  nom- 
bre quarré ,  &une  raifon  triplée  par  un  nombre 
cube  ,  Cl  une  des  raifoiis  compofantes  a  pour  valeur 
un  nombre ,  ou>  ce  qui  eft  la  même  chofe,  ii  lune 
des  raifons  compofantes  a  pour  expofant  des  nom* 
bres  ;  car  la  raifon  qui  fe  trouve  entre  le  quarré  de 
Tantécédent  Se  celai  du  conféqaent  d'une  des  raifons 
compofantes  égales,  eft  égale  à  la  raifon  qu'il  y  a  entre 
le  produit  des  antécédens  ,  &  celui  des  conféquens 
des  raifons  compofantes  égales  ;  de  même  la  raifon 
qu'il  y  a  entre  le  cube  -de  l'antécédent  Se  celui  du 
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conféquent  d'une  des  raifbns  compa&ntes  égales  , 
eft  la  même  que  la  raifon  qu'ont  encr'eux  les  produits 
des  antécédens  &  des  conféquens  des  trois  raifons 
COmpofantes,  ainfi  qu'il  fuit  de  ce  que  nous  venons 

de  dire  idonc  ^  fi  1^  xaifon  —--  eft  =  {,1a  raifba 

/y  /  0 

—-  fera  =  ^;  or  — ;-n*eft  pas.  on  nombre,  puîf- 

qu'il  a'eft  pas  poffible  d'exjprimet  un  nombre  fpurd 
par  un  nombre  (;  8)  :  donc  la  raiibn  de  5.  :5  n'éft  pas 
doublée  des  raiions  cU  nomlure  à  nombre,  de  même 

fiifam  —  =  ^  ,  à  caufe  que  7  n*èft  pas  un  cube,  ta 

rrifon— ou-j —  »  n'eft  pas  triplée  dfune  raifon 

V$ 
de  nombre  à  nombre  ;  ces  fortes  de  raifons  font  ap^ 

pelléesy<M;^<&^  :  ainfi».  enfuppofant—  =^  2&  ,  U^ 

raifon  —  fera  fourde  ,  parce  que  >  qui  eft  ici 

j>}  ^  &x  faiianr  — •=/?'  &  —?=/ ,  n'étant  pas  un 

nombre  cube  ^  pon  y  2  n'eflf  jias  un  nombre.   ♦ 

ZXES  PROPORTIONS  ET  PROGRESSIONS 

ARITHMETIQUES. 

€0^  La  (aifbn  arithmétique  qui  fe  trouve  entre 
deux  grandeurs  a  &c  b  n'étant  autre  chofe  que  la 
différence  qu'il  y  a  entre  ces  deux  grandeurs  (  40  ) , 
il  s'enfuit  qu'en  appellant  <f  cette  oufiFérence,  la  rai- 
fon  arithmétique  de  a^<  b  fera  ss  a  •^  +</;  ILe  fijgne 
+  a  lieu  lorfque  l'anitécédene  eft  phis  petit  que  fon- 
conféquem  y  8c  le  figne  — ,  lorfqiie  l'antécédent, 
eft  plus  grand  que  fon  conféquent.  La  raifon  en  eft 
facile  »  loffqae  le  conféquent  eft  plus  gsand*  quc^ 
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i'wtjécédeiu  de  la  quantiré  ^^  il  doit  êccô  ceal  i  cet 
ancécédei^,  plus  à  U  quantité  ^tnais  il  doit  être  égal 
à  cet  antécédent  moins  laquamicéi/,s'il  eftpluspetic 
de  lamcRie  quantité  d:  ainfi  dan$  la  raifon  arithipér 
tique  de  ^  à 4,  le  conféquent  4  .çft  égal  à  lantécé* 
dent  6  y  moins  la  différence  1  i  au  contraire  dans  la 
râtfon  de  4  à  ^  >  le  conféquent  6  eft  égal  à  lanté^ 
cèdent  4  augmenté  de  la  diârrence  i. 

él.    PaoPOSITtON    FoflDAMEl^TALl,   TûUtâ   prth 

portion  arithmétique  a  •  b  :  c  •  f peut  fi  repréfenter 
par  cette  formule  a  •  a  i:  d  :  c  •  c  ^z  d.  Ce'a  eff 
jévident  ^  puifaue  la  différence  de  c  if.  doit  être  la 
même  que  celle  à^  aib^  autrement  la  première 
raifon  ne  feroit  pas  égale  à  la  féconde,  &  par  con- 
féquent il  n'y  auroit  pas  de  proportion.. 

.  CojQLDULAixis  i.  Ùonc  la  jomme  des  extrêmes 
dans  une  proportion  arithmétique  ejl  égale  <z.  lafom- 
ihe  des  moyens.  En  fe^  la  fomme  des  extrêmes  a  -H 
czfc  rf,=^  a  ±  </ r4r  c,  fomme à^^  moyens.  Si  Ton  a 
proportion  continue -7- tf'i^f,  la  fomme  des  extrêmes 
fera  égale  au  double  du  moyen  terme  :  en  effet  cetct 
proportion  revient  i  celle-ci  —a^a-^r  d*a';jr  xd^ 
dans  laauelle  la  forame  des  extrêmes  a-hadc^d 
sas  1^  Hr  irf ,  double  du  moyen  terme.  De  même 
dans,  les  nombres  ,  fi  Ton  a5*i!^*3,on  aura 
54rjese^+ii;  &fi  Ton  a  -f-  <^  •  4  •  i  >  Ton 
aura  <^H-iC5=4-|-'4acBi8. 

CoHoLLAiRB  II.  Donc  9  pour  trouver  nn  moyen 
propottionel  arithméciqde  entre  tf  &  ^,  il  faut  pren- 
dre la  moitié  de  la  fomme  de-4[  ^  de  ^»  Car  foit  x 
ce  ttrme <:herché ,  Ton  aura -^a  *  x  •  è,  &tf-+* 

*  =  ià:;  adncAr== . 

a. 

Co&oi.LAi&£  IIL  Po«r  CQtinpîae  le  quatrième 


mmt 
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terme  il'une  proportion  arithmécique  y  donc  ohcoti- 
noie  les  trois  autres,  il  (zvnc  de  la  foinme  des 
moyens  ôter  Textrème  coonu  ]  St  ù  c'-eft  un  dés 
#  tsoyens  qu'on  cherche  y  l'on  ocera  le  moyen  connu 
de  la  fomme  des  extrême^.  Car  foit  x  le  terme 
cherché ,  on  aura  dans  le  premier  eus  a  •  è  :  c  •  x^ 
te  par  la  pcopoiition  précédente  a  -^  x  =>b  H-  c  : 
donc  retranoiant  de  part  ôc  d'autre  la  quantité  a , 
on  aura  x  s^i^r^t"^  a.  Dans  le  fécond  cas  on  a 
la  proportion  a  •  b  \  x  *  CyOua^  x  l  h  -  ci  mais 
fl-+-<==4f-+-  b  :  donc  a  H^-c — issrjr^A-—  b 
ffsss  X.  Si  c'étoit  un  troifiéme  moyen  proportionnel 
arithmétiqi)e  qu'on  demandât,  l'on  auroit~^£Z  • 
6  •  X  y  Sca^x  sa  xb'y  6c  par  conféquent  x  se 
xi  —  fl. 

CoiLOLl Airs  IV.  Toute  progrejjlon  arithmétique 
lofundame^  (  c^efi-Jt-dire  y  dont  les  termes  vent  en 
croyant)  -f-a  «b  •  c  •  d'é'tf,  peta  être  reprifen^ 
tée  par  cetu  formule  -~  a  -  a  *+•  d  ,•  a  ^  id  *  a"-4- 
jd  •  a  -H  4d  6v.  En  effet  il  doit  y  avoir  une  même 
diffiirence  i/ entre  le  premier  &:  le  fécond  terme  , 
le  fécond  &  le  troifiéme ,  dcc  fans  quoi  il  n'y  auroit 
point  <le  progreflîon  ;  i|onc  la  différence  d  étant 
a|outée  A  chaque  terme ,  doit  donMr  le  terme  fuir 
vant ,  puifque  nous  fiippoibns  la  progrelfion  croif-* 
faute  !  donc,  Jcc. 

CoROLLAmi  V.  Il  fuit  du  dernier  corollaire 
qu'un  terme  quelconque  ^^aai<t  tdle  progreifion  eft 
égal  au  premier,  plus  la  différence  ^multipliée  par 
le  nombre  des  termes  précédens»  En  effet  le  <fua- 
ctiéme  terme ,  par  exemple  j  eft  2=t4-f-  5 rf: donc  ap 
pellant  n  le  nombre  total  àts  termes ,  x  le  derhier 
terme ,  «  le  premier  terme  ,  l'on  aura  Ar  =  it  -4* 
W  X  (ii»^i)yO\kX=sa^a-^rtd-r^d\  ainfî,  filepre- 

H4 
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mier  terme  eft  i ,  la  difTérence  3  &  le  nombre  des 
termes  5 ,  Ton  aura  le  cinquième  terme  x^=^i^ 

Corollaire  VI.  Donc  pour  inférer  un  nombre  « 
quelconque  m  de  moyens  proportionnels  aithmé*' 
tiques  entre  deux  termes  donnés ,  il  faut  divifer 
leur  différence  par  m-^i ,  &le  quotient  feraladif-^ 
férence  cherchée  d ,  qui  ajoutée  au  premier  terme  , 
donnera  le  fécond  Se  ajoutée  au  fécond  ,  donnera 
le  troifiéme  ,  &c.  Par  exemple ,  pour  inférer  trois 
moyens  arithmétiques  entre  atc  a^  ^d^  je  divife 
la  différence  ^d  par  m-+-i  =  j'+'i=34,  lequo^ 
tient  d  eft  la  différence  cherchée  ^  qui ,  ajoutée  au 
premier  terme  ,  donne  ra  le  feccmd  a-^d^  &c. 

Corollaire  VIL  Donc  entre  le  premier  ex^ 
crème  Se  un  terme  quelconque  il  y  a  la  même  diffé-  * 
rence ,  qu  entre  un  autre  terme  quelconque  &  le 
dernier  extrême ,  pourvu  que  les  1  derniers  termes 
foient  autant  éloignés  l'un  de  Tautre,  que  lesx  pre-* 
miers ,  ce  qui  fait  que  la  fbmme  des  extrêmes  eft 
égale  à  U  fomme  des  deux  termes ,  également  éloi^ 
gnés  de  ces  extrêmes ,  ou  au  double  du  terme  du 
milieu,  lorfque  le  nombre  des  termes  eft  impair. 
En  effet  dans  la  progreflion  -f-  a  •  tf  -f-  </  •  a  -+* 
irf  •  tf-H  }J  •  tf -+-  4</,  l'on  aa  *  tf -h  </  :  tf  -h 
^d  *  a-^^y  or  il  eft  vifible  que  la  fomme  des 
extrêmes  de  ^ette  progreiCon,  favoir ,  ^a  +  ^d  eft 
c=  a^z-f^c/, fomme  des  moyens  saa  la  -f-4^  double 
du  terme  du  milieu. 

Corollaire  VIII.  Donc  en  mukipîiant  la  fom^ 
me  des  extrêmes  pat  la  moitié  du  nombre  des  termes  ^ 
Von  aura  la  fomme  de  tous  les  termes.  Cela  fuit  du 
corollaire  précédent  ;  .puifque  »  quand  le  nombre 
4e«  termes  e{|  p^ir ,  la  ppgreffipn  contient  autant 
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de  fois  la  fomme  des  extrêmes  ,  qu*il  y  a  de  fois  z 
termes  ;  mais  quand  le  nombre  des  termes  eft  im-» 
pair,  il  faut  ajouter  la  valeur  du  terme  milieu,qui  eft 
égal  à  la  moitié  de  la  fomme  des  extrêmes.  C'eft 
d'ailleurs  ce  qu'on  voit  aifément  dans  la  progrefGoa 
T|-«»tf-+-a'tf-+-i^'tf-i-}rf*  tf-f-4^,dontla 
fomme  eft  égale  à  la  fomme  des  extrêmes  (  2^H"4^  ) 
X  t-  ^  général  ,  appellant  S  U  fomme  de 
tous  les  termes  y  aie  premier  ,  x  le  dernier  terme  » 
n  le  nombre  des  termes  d'une  progreflîon  arithmé- 

cique,onaura&==^(â+A^}  X  — ==■     ■      ■     . 

CoRLLAiRE  IX.  Il  fuit  de-ii  que  fi  la  progreC- 
fion  arithmétique  étoit  celle  des  nombres  naturels 
I  ,  z  ,  4  ,  5  ,  &:c.  &  qu'elle  commençât  par  l'unité  , 

S = leroit  S  =s = :  car  alorft 

;ir  =:  72  &  tf  =  I.  Si  la  progrefEon  des  nombres  nar 
turels  commençoit  '  par  o ,  &  qu'on  eût  0,1,2, 

3  ,  Sec.  alors  n  feroit  =  jc  -+-  i  &  S  = , 


leroit  =3:  — • "^ — 


DES  LOGARITHMES. 
6u  Dans  une  progreflîon  géométrique  y  dont* 
les  termes  font  aneâés  d'expofans ,  ces  expofans 
font  en  progreflîon  arithmétique.  Par  exemple ,  fi 
l'on  a  -{f  <2<»  ;  a^  :  a"-  :  a^  :  a^  :  a^  &c.  A.  Les 
expofans  formeront  Ja  progreflîon  arithmétique 
-^o»i'X»j»4^5  &c.  B.  On  appelle  ta* 
garithmes  les  termes  d\me  progreifion  arithméti- 
que,correfpondan^à  ceux  d'une  progreflîon  géomé- 
trique :  ain(i  les  termes  de  la  progreflîon  B  iont  les 
lo^uithnies  des  termes  correfpondans  d»  U  pro« 
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gceffion  A'y  j  y  par  exemple  ^  eft  le  logarishme  de 
a^  y  o  celui  de  i  ssza9. 

De-U  il  fait ,  en  fe  fervant  des  progreflîon^  A  & 
B,  premièrement  que  pour  avoir  le  logarithme  du 
produit  de  deux  quantités,  il  faut  prendre  la  fom- 
me  de  leurs  logarithmes  ;  par  exemple ,  pour  avoir 
le  produit  de  <r*  par  a^  ,  j'ajoute  enfemble  le  lo- 
garithme du  multiplicande  avec  celui  du  multipli- 
cateur ,  la  fomme  5  donne  le  logarithme  du  pro- 
duit â^. 

CoROtLAiRE.  Donc,' pour  multiplier  deux  nom-» 
bres  l'un  par  l'autre  ,  il  fu£G[t  de  prendre  la  fomme 
de  leurs  logarithmes.  On  voie  a,ulli  que  pour  divi*» 
fer  un  nombre  a^  par  un  autre  nombre  a',,  il  fuflic 
d'ôter  le  logarithme  du  divifeur  de  celui  du  divi-* 
dende ,  la  différence  1  fera  le  logarithme  du  quo' 
tient  j*.  Pour  élever  a*  ,  par  exemple ,  à  une  puif- 
fance  quelconque ,  il  faudroit  multiplier  l'expofanc 
1  de  a  par  l'expofant  de  la  puiflance  ;  or  il  fufEt  de 
multiplier  le  logarithme  ae  a^  par  l'expofant  de 
la  puiflance  ,  le  produit  donnera  le  logarithme  de  U 
puiflance  propofée  ;  de  forte  que  fi  c'eft  la  troifiéme 
puidance ,  en  multipliant  1  pa^  }  ,  on  aura  6y,lo^ 
garithme  de  a^ ,  troifiéme  puiflance  de  4*. 

Si  l'on  vouloit  avoir  la  racine  troifiéme  de  a^  ,  on 
diviferoit  l'expofant  ^  de  ^z  par  l'expofant  de  la  ra« 
cîn0  pour  avoir  l'expofant  zd^a^  y  racine  troifié- 
me de  a^  'y  or  il  fumt  de  diyifêr  le  logarithme  de 
a^  par  Texpot^t  j  de  la  radiée  trçifiépxe  pcw  avoir 
le  logarithme  1  de  la  racine  cherchée  a^. 

C0R01.LAIILE.  De  ce  que  nous  venons  de  dire 
il  fuit  que  pour  avoir  la  racine  d'an  nombre  queU 
conque  j  il  faut  divifer  le  logarichcie  de  ce  nombct 


^mm. 
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par  Texpoiànt  de  k  racine  propose  y  le  téfultat 
ck>nnera  le  logarithme  de  k  racine  cKerckëe. 

Pour  faire  une  règle  de  trois  direâe  par  le  moyen 
des  logarithmes ,  ajoutes  enfemble  les  logarithmes 
des  moyens,  retranchez  de  k  fonune  ie  logarithme 
du  premier  extrême,  &  vous  aurez  le  loe^ithme  de 
l'extrême  cherché.  Ainfi ,  pour  trouver  le  quatrième 
terme  de  cette  proponion  a^  l  a^  il  a^  l  x  ^  j'a- 
joute enfemble  les  logarithmes  de  iz  ? ,  &  de  ^t ,  de 
leur  fomme  7  ,  je  retranche  le  logarithme  i  du  pre- 
premier  terme ,  le  rêfte  6  eft  logarithme  du  qua- 
trième terme  cherché  s^  ;  donc ,  pour  trouver  la 
quatrième  terme  de  cette  proportion  541  :  4zS  ;: 
5797  i  Xy  I  ajoute  hs  bgarithmes des  moyens  que 
je  trouve  dans  les  tables  *• 

6)1444       ^g*       de       4^^ 
7^5x05       Log.      de     5797 


j  94^47       Somme 


531754       I-og-       de       541 


3  •  8^1  g93  Log-  de  ^=727^ 
de  lenr  fomdie  je  fooftx^is  le  logarithme  du  pre-^ 
hrier  tisrme  ,  il  me  refte  le  logarithme  du  dernier 
terme.  Cfaerdiant  ce  logarithme  dans  les  tabks ,  je 
trouve  i  côté  7i7(> ,  iiombrecherché.  Tout  cela  eft 
fondé  fiir  ce  que ,  pour  avoir  le  quatrième  terme* 
d'une  proportion  ,  dont  on  connoîr  les  moyens  Se 
vuï  des  extrêmes^  il  j&ur  divifer  le  produit  des  moyens 
par  i'esBtrème  connu.  Si  Ton  connotflbit  un  moyen 
âc  les  deux  extrêmes  ^  de  la  fomme  des  logarithmes 

*  Les  Tables  font  des  ouvrages^,  dans  lefquels  a  côté  a  un 
nbitabre  on  croate  ioii  logarithme ,  8c  réciproquement  :  elles 
ftm  piast>n  m^ins  étendues.  Je  me  fais  lêrvi  dans  cet  exemple' 
^  celles  ie  M»  de  k  Caille* 
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de^  excrèmes  on  ôceroic  le  logarithme  du  moyen  con« 
nu,  &  Ton  auroit  le  logaricKme  du  moyen  cherché; 
En  fuppofanc  â  =  i  o ,  nous  aurons  les  progref» 
fions  géométrique  &  arithmétique  qu'on  voit  ici. 

Prog.    gébok    des  Tab.  Fiog.        aritlmu 

I  o  Bs  o*  000000 

10  I      B=      X* 000000 

100  t    «a    1*  000000 

1000  3  «=  3*000000 

xooo^  4  =s  4* 000000 

&û        ^  &c.=*     êcc 

Ppur  avoir  les  logarithmes  des  nomlMres  r ,  5 , 4  » 
&c.  qui  fc  trouvent  entre  i  &  10,  &  ceux  des  nom- 
bres qui  fe  trouvent  entre  10  &  100,  &c.  il  fauc 
prendre  une  puiflfance  de  i  o  égale  à  chacun  de  ces 
nombres ,  rexpofant  de  cette  puiflance  fera  le  lo- 
garithme du  nombre  correfpondant*  Or  on  conçoit 
que  fi  l'on  inféroit  un  grand  nombre  de  moyens  pro- 
portionnels géométriques  enrr«  i  &  i  o  :  par  ex.  il 
s'^tn  trouveroit  un  égal  ^  ou  à  peu  près  égal  au  nom- 
bre 1 ,  au  nombre  5  ,  &c.  Et  en  inférant  un  pareil 
nombre  de  moyens  arithmétiques  entre  les  expofàns 
o  &  I  ;  celui  qui  répondroit  au  nombre  2  >  feroic 
l'expofant  de  la  puiflance  de  i  q  é^le  au  nombre  £, 
&  feroit  par  oonféquent  le  logaiichme  de  2  :  par 
exemple  >  pour  trouva  le  logarithme  de  j  avec  itx 
décimales,  j*ajoute  douze  o  au  nombre  i  o  ;  &  pre- 
nant la  racine  quarrée  de  ce  réfultac  avec  6  déci-- 
maies,  àcaufe  des  o  que  jai  ajoutés,  je  trouve 
3  •  i6ii,jj  ,  moyen  géométrique  ,'  auquel  répond 
l'expofant  de  la  racine  quarrée  ,  c'eft-i^lire  7,0» 
0-500000,  moyen  arithmétique  entre  q  &  i«  Le 
moyen  géométrique  trouvé  étant  plus  grand  que  3  ^ 
j'en  cherche  un  autre  entre  celui-ci  &  x ,  c'eft-2Klire 
que  je  prends  avec  6  décimales  la  racine  du  nombre 
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que  je  vie^de  trouver  pour  avoir  %  -77*  179  <C  }  > 
le  mbyen  arichméck^oe  correfpondant  eft  o  -a  5  oooo^ 
moyen  aritlnnécique  entre  q  ],  logarithme  de  1 5  & 
0-500000  logarithme  du  premier  moyen  géométrie 
que  ci-deiTus;  Le  moyen  gébmétrique  que  nous  ve* 
nonâ  de  trouver  étant  trop  petit ,  |'en  chetche  un 
autre  entre  celui-ci  &  le  premier ,  ce  quife  ^it  en 
prenant  la  racine  de  leur^produit  (t^)  y  &  ceJn'eft 
qu'après  dix-neuf  multiplications  (en  y^omprenafit 
les  multiplications  ibûs-entén'dues  que  nous  ^vons 
faites  ^en  prenant  le  premier  moyen  proportionnel , 
au/C-bien  que  le  fécond  avec  6  aécimales^  car 
ajouter  i  i  zéros ,  c*eft  la  même  chofe  que  multiplier 
par  I  fuivi  de  ii  2éros  )  &  autant  d'extraâ:ionA 
qa'on  trouve  le  moyen  géométrique  )'*oooooô.  Se 
le  moyen  arithmé tiquer  correfpondant  ou  le  loga- 
rithme 0-477 1 X I  de  3.  Ala  vérité  On  a  maintenant 
des  méthodes  plus  expéditives  pour  avoir  les  loga*- 
rithmes  j  mais  en  voilà  a(]&^  pout  donner  uiie  idée 
de  là  «méthode  qu'on  peut  iuivre  pour  conflxuirc 
une  table*  de  logarithmes.  Aii  refte  les  lo^âtfamet 
ne  font  la  plupart  qu'approchés  ^  de  forte  qu'il  peut 
y  avoir  une  erreur  à  environ-  une  demi-unité  de 
décimale  du  ûxiéipe  ordre  ^.  Ayant  le  logarithme 
de  2  icd9)  ,  il  eft  aiféd  avoir  celui' dé  leur  pro- 
duit 6  5  en  ajoutant  enfemble  les  logarithmes  du 
multiphcahde  &  celui  du  multiplicateur. 

RfiMAUQiUE  L  On  appelle  cataàénfiique  d'un  Ic^- 
garidiine  le  noînbre  qui  fe  trouve  devant  le  point. 
Ce  nombre  indique  â  quelle  claife  des  unités  y  par 
1    •  *    -■*  -    '-• — ^-^^^..^^^^ --.^  ^^   ^^ — — ^^^^.^ 

*  ITy  à'depeîidànt  des  tablée  Sarts  lefqaclîes  les  logàtîtKniés 
lôm  ekpfiméspar  un  ^us  grand  nombre  dd  décimales  ^  ihais 
i^elles  de;  M«  de  la  CaiUe  £bnt  fufiGmtfcs  poos  les  vizff% 
oïdimiiBS^  '  •  .  *- 
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exemple  ^  des  dizaines  ou  centaines  a|^rcient  le 
nombre.  On  voie  qae  la  caraâéciftiqœ  des  loga«- 
rithmes  des  nombres  >  depuis  x  jufqu*â  lo  eft  o  ^ 
I  depuis  1  o  jufou'à  i  oo  » .  a  depuis  i  oo  |nfqii'à 
loop  ,  &c.  En  générai  un  nombre  contient  autant 
de  chiffres  fie  un  de  plus  qu'il  y  a  d'unités  dans  la' 
caraâérifttque  de  ion  losaruhme  ^. 

Reacarque  il  CTeft  la  même-  chofe  de  multi^ 
plier  un  nombre  par  i  o  ou  d'ajouter  une  unité  i  la 
caraâériftique  de  fon  logarithme  »  &  en  général  on 
multiplie  autant  de  fois  un  nombre  par  i  o  ,  qu'on 
ajoute  d'unités  i  la  caraâériftique  de  fon  léga^ 
richme  :  comme  auffi  l'on  divife  un  nombre  autant 
y  de  Fois  par  i  o  qu'on  ôte  d'unités  de  la  caraâérifb- 

*  que  de  (on  logarithme» 

Pour  avoir  la  racine  d'un  nombre ,  on  doit^  félon 
ce  que  nous  avons  dit  ci-deiïus ,  divifer  le  loga- 
rithme dé  ce  nombre  par  1  ezpofant  de  la  racine. 
Soit  donc  propofé  de  prendre  la  racine  feptiéme 
de  I  a  8  j  cherchant  ce  nontbre  dans  les  tables ,  à  côté 
|e  trouve  ùm  logarithme  1*107116^  qui^  étant 
dtvi£é  par  7 ,  dom^y^  o  •  $  o  i  o  ; b }  cherchant  ce  Ibga- 
rithme  dans  les.  tables ,  je  trouve  à  côté  le  nom<^ 
bre  t  y  racine  fepti'érae  de  1 18.  Pour  avoir  le  ic^^ 
fithme  d'une  fraâion  >  par  exemple  j  de  ta  frac^^ 
lion  *  9  il  faut  retrancher  le  logarithme  du  dénomi- 
nateur 4  de  celui  dii  numérateur  3  »  le  refte  -^ 
o*  1149)9  fera  le  logarithme  cherché  ;  ce  qui  fait 
▼oie  que  les  logarithmesliégatifs  indiquent  des  firao* 
xions  plus  petites  que  l'unie  :  en  effet ,  fi  l'on  conti>> 
nue  en  deicendant  la  progreflion  -^a^  l  41^  :  a^  l 

*  Comme  % ,  loearithme  de  toc ,  eft  rexpofant  de  la  pniP 
fince  de  xo  (  c^eft-a-dire  do  quarré)  qui  donne  100  ;  de  même 
o*477i»ieftrezpo(kQ(delapujflâDcede  lOy  ^uidoone}.  > 
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a^  lar^^  :  a — * ,  Scc%  les  expoiàns  —  1  >  —  2  feront 

Ic^  logarithmes  de  ar^^  = ,  de  ^t — *  = — . 

Pbàr  trouver  le  logmthme  d'un  nombre  entiet 

joint  a  une  fraAion  ,  par  ^jc.  de  3  -+-  y  ,  radmfez 
l'entier  en  fraûioti  de  même  dénominateur ,  &  vous 


aurez —  ==  -y;  ôtez  maintenant  le  logarithme 

du  divifeur  )  de  celui  du  dividende  17»  le  refld 
fêta  le  logarithme  du  quotient. 

Propou>nS'nous  maintenant  dé  trouver  k  quel 
noinbre  appartient  un  logarithme  domré  »  foit  qu'il 
excède  les  limites  des  tables  ,  ou  qu'il  tombe  eutre 
\es  logarithmes  des  tables.  Dans  le  premier  cas  on 
retranchera  de  la  caraâcriftiqae  autant  d'unités  qu'il 
iera  nécetTaire  pour  qu'on  puiflTe  trouver  dans  les 
tables  les  premiers  chiffres  du^ogarithme  propôfé 
ainii  préparé.  Si  tous  les  chiffres  fe  trouvent  alors 
^ans  les  tables  „  le  nombre  cherché  feih  le  nombre 
même  qu'on  trcHive  à  côté  ^  mais  il  faudiia  lui  a|oo^ 
rer  vers  la  droiie  autant  de  o  qu'on  a  retranché 
d'unités  à  la  dar^dbériftique  j  partse  que  ^  î^lofi  ce 
que  nous  avons  dit  ci-deuiis ,  €yn  efl:  cenfë  avoir  di-^' 
Vifé  le  nombre  par  autant  de  foi^  i  o  y  que  l'on  a  re^ 
tranché  d'unités  daiis  la  caràâériftique.  'Par  cxtm^ 
pUy  le  logarithme  7  •  01 745 1  fe  tçouve après  a*oir 
retranché  3  unités  de  7^  répondre  à  164.10,  j'en 
conclus  qae  le  nombre  auquel  appartient  le  logari* 
thme  propofé  eft  1 0410000.  Si  l'on  ne  trouve  dans 
les  tables  que  les  precniers  chiffres  du  logarithme  pré- 
paré, ôil  fe  conduira  comme  dans  l'exemple  fuivant* 
Pour  trouver  i  quel  nombre  répand  le  logarithitie 
j  •  01 1499  ,  j'ote  5  de  £i  caraâériftiquè ,  te  logiat* 
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rithme  reftant  4  •  01 149 9. combe  encré  les  logari- 
thmes des  nombres  101(^89  10x^9.  Le  nombre  au^ 
quel  il  répond ,  eft  donc  ioi(>8  plus  une  fraftion  ; 
pour  crouver  cecce  fraâion ,  je  recranche  de  mon 
logarithme  préparé  celui  de  ioi6i  ponr  avoir  le 
refte  i  j .  Je  prends  dans  les  cables  la  différence  en- 
tre le  logarimme  de  101^8  &  celui  de  101^9  ,  je 
crouve  41  ;  après  quoi  je  fais  certe  règle  de  xrois. 
Si  41 ,  différence  entre  les  logarithmes  des  nom- 
bres donc  nous  venons  de  parler  »  donne  i  pour 
différence  entre  ces  nombres ,  à  quelle  différence 
des  nombres  doic  répondre  la  différence  1  ;  encre 
mon  logarichme  &  celui  de  i  oi(î8  ?  c'eft-à-dire  ,  je 
fais  42  :  I  ;  :  I }  :  X  =  ^  *.  Ainfi  le  logarithme 


4  •  01 1499  appartient  à  ioi(>8-h^  â  très-peu- 
près  ,  &  le  logarithme  7  •  01 1499  à  un  nombre 
1 000  fois  plus  grand* 

Si  le  logarithme  §ropofé  tomboic  entre  ceux  des 
tables  y  on  ne  retrancheroic  rien  à  la  caraâériftique, 
&  même  fl  le  logarichme  propofé  tomboic  au-dei- 
fbus  de  celui  de  1 500.  Il  faudroicpour  plus  d'exac- 
titude ajouter  aucanc  d'unités  à  la  caraâériftique 
qu'on  le  pourroit ,  fans  paffer  les  bornes  des  ta- 
bles y  après  quoi  l'on  fépareroit  aucant  de  décima- 
les dans  le .  nombre  trouvé ,  qu'on  auroic  ajoucé^ 
d'unicés  à  la  caraâériftique  du  logarichme. 

Soit  propofé  maintenant  de  crouver  le  nombre 
fraftionnaire ,  auquel  apparcient  un  logarichme  né- 
gqicif —  I   •  5J27J1.  J'ajouie  4  à  ce  logarichme 


*  Cecce  proporcîon  fuppofé  que  les  différences  des  nom- 
bres fonc  proporcionnelles  à  celles  de  leurs  logari chines ,  ce 
ffû  n  eft  pas  exadbemenc  vrai  ;  mais  feulement  à  peu-prcs  krf> 
guc  les  nombres  fonc  afTez  grands. 

pour 


« 
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{>our  avoir  i  •  4^^71(78  qui,  dans  les  cables  fe  trou^ 
ve  entre  le  loéarichme de  193  &  celui  de  194 ^  j'en 
conclus  que  la  fraâion  chei:chée  efto*0Z94,â 
ihoins  d'un  dix  millième  près.  En  effet  ajouter  a 
à  un  logarithme  ,  c'eft  rendre  le  nombre  auquel  il 
repond  10  mille  fois  plus  grand.  11  faut  donc,  dans 
le  nombre  trouvé  ^  féparer  quatre  décimales. 

Soit  propofé  de  trouver  la  racine  cubique  de  5  5  ^ 
à  moins  d'un  millième  près.  Le  tiets  du  logatithme 
de  5J  èfto  •  j  747  5  8  y  ce  logarithme  étant  cher- 
ché dans  lés  tables  avec  une  caraâériftique  plus 
forte  de  3  unités,rcpond  à  3  7  5  (^à-peu-près  :  donc  la  ra* 
cine  demandée  (en  féparant  3.  décimales],  eftj  '7$^ 
à-peu- près.  Si  TonvôUloit  aVoir  la  puiuance  ^,  ou^ 
té  qui  revient  au  même ,  la, racine feptiéme  du  cubo 
de  5  3  >  on  multiplieroit  le  logarithme  de  5  3  par  3  ^ 
divifant  le  produit  par  7,  &  cherchant  le  refultaC 
avec  une  caraâériftique  plus  forte  de  fèpt  unités  , 
1  on  fépareroit  enfuice  7  décimales  dans  le  nombte 
trouvé.  Si  le  logarithme  ainfi  préparé  fe  trouvoic 
trop  grand  pour  être  contenu  dans  les  tables  ,  on 
dimiiiueroit  fa  caraâériftique  de  quelques  unités , 
mais  enfuite  on  ajouteroit  au  nothbre  trbuvé  un  pa- 
reil nombre  de  o .  &  enfin  on  fépareroit  7  décimales. 

Si  Ton  propoioit  d'extraire  la  racine  cube  de  o  •  3 1 
t=o  •  3 10  ;  après  avoir  trouvé  le  logarithme  de  3  20, 
je  prendrois  le  tiers  de  ce  logarithme,  que  je  cher- 
therois  dans  les  tables  avec  une  caraftériftique  plus 
forte  de  ttois  unités  ^  &  féparant  trois  décimales  , 
j'aurois  la  racine  cube  de  3  zô^  mais  comme  je  veux 
la  racine  cube  de  o  *  3 10  ,  nombie  mille  fois  plus 
petit ,  la  racine  trouvée  feroit  dii  fois  trop  grande  , 
il  fàudroit  donc  féparer  encore  une  décimale. 

Puifque  toute  fraâion  ordinaire  peut  fe  réduire 
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en  une  fra^ion  décimale  (  ou  exaâement ,  ou  du 
moins  à-pea-près  de  même  valeur  ) ,  ainfi  que 
nous  l'avons  vu  ci-devant ,  ce  que  nous  venons  de 
dire  peut  s*appliquer  aux  fraâions  ordinaires  fans 
erreur  fenfîble. 

Dîfons  an  mot  du  complément  arithmétique.  On  appelle 
complément  arithmétique  d'un  nombre  ,  la  difrerence  encre  ce 
nombre  9i  fuajté  fuivie  d'autant  de  zéros,  qu'il  y  a  de  chiffres 
d;uis  le  nombre.  Ainfî  le  complément  arichniécique  de  357  fe 
trouve  en  ôtant  ce  dernier  nombre  de  icoo.  U  ell  aifé  de  voit 
que ,  pour  avoir  ce  complément ,  il  fiiffit  d'ôter  le  pre-  -^^^ 
fi)ier  chiffre  7  de  10,  &  chacun  des  autres  de  i^ ,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  de  regarderlepremier  o  à  droite,  ■  ^      . 
comme  valant  10  ,  &  chacun  des  autres^,  en  négli-     ^43 
gcant  Tunité  ou  le  premier  chi£e  de  la  gauche.  Far- là  la  Cwit- 
traction  peut  être  changée  en  addition  :  par  exemple ,  pour  ajou* 
'  tcrenfemble  les  deux  nombres  35i&  513,  &  retrancher  de 
leur  fbmm^ les  deux  nombres  loi  &  31,  j'écris  les  deux  pre* 

5»3 
35* 

Compl*  arithm.  de loi t99 

.  Compl.  afii^Q.  dç 31 6% 

1741 

miers  c^omhres  &  le  complément  arithmétique  des  deux  der- 
niers les  uns  fous  les  autres,  prenant  la  fonime  1741  ,  je  retran- 
che une  unité  du  rang  des  mille ,  ic  une  du  rang  àts  centaines  , 
le  rcfk  641  eft  le  nombre  cherché.  Pour  en  voir  la  raiibn  ,  il 
fuifit  de  remarquer  que,  iîau  Keu  de  retrancher  loi  ,'f ajoute 
fon  complément  ap^hmédque ,  je  fais  en  mêmetems  lafeuftiac- 
t;onpropofée&  une  addition  de  iqoo  :c'eft'àrdire,d'unedixaiup 
au  premier  diifFrc de  la  gauche  di|  réfwltat.  .On  voit  auffi  Qu'eu 
ajoutant  le  complément  de  31,  on  fait  une  augmentation  aune. 
«àxaîne  au  (ècohd  chiffre  du  réfultat.  Si  les  nombres  à  retran- 
cher avoîent  autant  de^fliiiflres  que  le  plus  grand  de  ceux  dont  on 
ïetranchc,on  voit  qu'il  faudroic  retrancher  du  premier  chi/fie  de 
la^anche  d^^i^érultat^aïuantd'unjtés  qu'on  ajoutede  complémens 
arithmétiques  :  or  pour  cela  il  n'y  a  qu'à  ajouter  vers  la  ga^che 


» 
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ua  nombre  fiiffi&nf  it  o ,  aux  nombres  qu'on  reuc  retrancher** 
Par  exemple ,  au  lieu  de  prendre  le  complément  de  3  2 ,  on  pren- 
dra celai  de  o;i  y  qui  cft^6S',  mais  dans  ce  c^s  on  retranche- 
roit  deux  unîtes  du  premier  chkfire  du  réfultat  ,  Se  Ton  auroic 
le  même  nombre  cherché  que  ci-deflus« 

Pour  divifer  436  par  lop,  il£audroit,en  fe  ftrvant  des  logari- 
tluQes>  retrancher  celui  duKlivifeur  de  celui  du  dividende. Au  lieu 
de  cette  opération,  j'écris  le  logarithme  de  43^,  auquel  j'ajoute 
le  complément  aridb-       ^       «^  t         1        ^ 
métiqucdulogarithmc  > ' ^^4»^  Log-  fe  43>        ^  *  ' 

de  lop- Du  premier  7;;£6m74  Compl.  arithm.  du   loga- 

chifeedu  réfultat  5  je  o- 60x060     "'^  ^^  '^^    * 
retranche  une  unité , 

le  refle  o  •  601060  eft  le  logarithme  du  quotient  4  que  je  trou-* 
Te  â  c6cé  dans  les  tables. 

Pour  multiplier  une  fraâion  par  une  autre  fraâion,  on  ajon- 
teroit  enfemble  les  logarithmes  des  numérateurs  ,  &  les  corn- 
plémens  arithmétiques  des  logarithmes  des  dénominateun  , 
en  prenant  ces  logarithmes  auffi-bien  que  ceux  des  numé- 
rateurs i  avec  un  même  nombre  de  chines  à  la  caradérifti-i 
qqe  (pour  cela  on  ajoutera,  s'il  eft  néceiTaire , un  ou plufieurs 
zéros  vers  la  gauche) ,  retranchant  deux  unités  du  premier  chif- 
fre â  gauche  die  la  fomme ,  le  réfultat  donneroit  le  logarithme 
du  produit. 

Propofons-nous  maintenant  de  trouver  le  loga- 
rithme d'un  nombre  qui  excède  le  plus  grand  nom- 
bre des  tables ,  que  je  {\xppok  être  1 0000.  Soie 
donc  propofé  le  nombre  3x55(^81' ^  dont  on  de* 
mande  le  logarithme.  Il  faut  retrancher  de  ce 
nombre  autant  de  chiffres  qu'il  eft  néceffaire.,  pour 
que  le  tefte  fe  trouve  dans  les  tables.  Je  retr^n" 
^  che  donc  ^  cbiflfres  ^  &  le  logarithme  du  refta 
3255  >  eft  3  '  511551  î  je  prends  àuffi  le  I0-* 
garithme  du  nombre  315^  plus  grand  d'une  unité , 
ce  logarithme  eft  3  •  ^ii69j^.  Maintenant,  ajou« 
tant  autant  d'unitcs  aux  caraftcriftiques  des  loga- 

*  Pour  a?oir  \ç  complément  arithmétique  de  a  .  0374*6  »  logarithmo 
de  109  »  }e  foaftrais  a  .  0174x6  de  10  .  ocoooo  »  ou  ce  qui  revient  au 
mhs^  •  je  fiMiftnit  i0374a<  de  10000090  •  k  îe  iépare  enfoite  ûx 
décimales.  I  x 
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rithmes  que  je  viens  de  trouver ,  que  j  ai  féparéde 
chiffres  dans  le  nombre  propofc,  j  ai  les  logarithmes 
^•511551, ^'51 2^84  ,  &  les  nombres  qui  leur 
répondent,  font  5155  000  &  j  z  5  dooo  ,  dont  la  dif- 
férence eft  looQ  ;  c'eft  pourquoi  je  fais  cette  règle 
de  trois:  la  différence  1000  entre  les  nombres  dont 
nous  venons  de  parler,  donnant  o  •  000 1 3  j  pour  dif- 
âcence  entre  leurs  logaritgmes ,  combien  681,  dif- 
férence entre  le  nombre  propofc  &  le  nombre 
315500g  ,  donnera-t-il  pour  différence  entre  leurs 
logarithmes?  ou  1000  :  0*000133  :;  681  :  Ar  = 
6  «000090.  J'ajoute  o  •  000090  a  (f*  512551^ 
pour  avoir  le  logarithme  du  nombre  propolé  = 
6  •  <  12(^41.  Cette  règle  eft  fondée  fur  ce  que  les 
différences  des  nombres  font  proportionnelles  aux 
différences  des  logarithmes  ,  du  moins  à  peu-près  , 
lorfque  les  nombres  font  fort  grands. 

Problème.  Trouver  le  quinzième  terme  <t une  progrejjion  géo" 
métrique  ~  a:ap  ap'&c.  dont  le  premier  terme  a-=\%,  &  dont 
ttxpofant  p=i«o.Soit  ccicrme  =  *  (jcdéfigncrai  fon  loga- 
rithme par  1  •  X  ) ,  ;i  =  1 5  ,  nous  aurons  (51)*=  tf  ;>"""'  ; 
donc  1  'X=^  \a  f' — *  =  1  •  a  -f-  (a —  i  )•!•/?  (  car  le  logari- 
thme d'une  puiflânce  d'un  nombre  eidëgal  au  produit  de  Texpo» 
£mcde  la  puiflànce  par  le  logarithme  de  ce  nombre  )  =»  1  •  i  z  -f- 
14-1-IOO.  Maisl*  100  =ss  1,1- 11  =  1  •  o79i8i;doncleloga- 
rithmede  x  oui  •  x=i.-  07^  i3  i-|-i8=2^  •  07^  1 8  i,<]ui  répond 
â  1 1000  000  000  000  000  000  000000  000  o,  nombre  cherché. 

DES     EQUATIONS. 

6j.  La  raifon  d'égalité  qui  fe  trouve  entre  deux 
quantités  ,  s'appelle  équation ,  on  l'indique  par  le 
figne  =  }  aina  7+3  =  i  o  eft  une  équation.  La 
quantité  qui  fe  trouve  à  la  gauche  du  figne,  fe 
nomme  le  premier  membre  de  r équation  y  celle  de  la 
droite  en  eft  le  fécond.  L'objet  des  équations  eft  de 
faire  connoître  la  valeur  d'une  ou  de  plufieurs  quan- 
tités inconnues  qui  entrent  dans  l'équation  :  voici 
un  principe  dont  on  peut  faire  un  grand  ufage. 
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6^  Princîpb  Fondamental.  Deux  quantités 
égaler  rejlcront  encore  égales  y  fi  on  leur  ajoute^^  o(i 
fi  on  enjoufirait  des  quantités  égales  ;  fi  on  les  îfiul^ 
tiplie  j  ou  fi.  on  les  divlfe  par  des  quantités  égales  ; 
fi  on  les  élevé  à  des  puijfances  égales  ;  fi  on  en  extrait 
des  racines  égales  y  ou,  encore  fi  Von  change  tous  les 
Rgnes  de  Vune  &  de  Vautre. 

Les  équations  font  du  premier  degré ,  lorfque 
Texpofant  de  rinconnue  (  en  fuppofant  qu'il  n'y  en 
a  qu'une  dans  l'équation)  eft  =  i  j  elles  font  dites 
du  fécond  ^egré  >  ii  le  plaa  grand  expofant  de  Via- 
connue  eft  1  j  du  trçifiéme ,  s'il  eft  =  j  ;  &c.  Mais 
s*il  y  a  plufieurs  inconnues ,  le  degré  de  réquatioh 
s^eftin^e  «jpiar  la  plus  forte  fomme  que  peuvent  faire 
les  expoigtns  des  inconnues  dans  un  mcme  terme. 
Les  quantités  connues  font  ordinaitement  déiignée's 
par  les  premières  lettres  aJf^Cy^c.  de  l'alphabet  ^  ôc 
les  quantités  inconnues  par  les  dernières  x  ,y  yU^  Sec. 
Ainfi  danales  équatio«isj'-l-JKr=t/-t-c,^=6^-l-a 
(  qui  foftt  du  premier  degré  }yX^  —  jp  =;=« ^ ,  ^-*  + 
5=^^>  ^  ^^y  ^=^  9  (  qui  font  du iecotid  degré) 
es  îtKQnnues  font  xScy^ 
Réibudre  les  équationSjc'eft  trouver  les  valeurs  des 
inconnues  qu'elles  contiennent  ;  pour  cela  s'il  n'y  a 
qu'une  équation  5c  un^inconnue^lfaatfaireenfbrce 
<^ue  l'inconnue  refte  feule  dans  un  membre  toutes  les 
inconnues  fe  Kouyant  dans  l'auire  mcmbie  ;  par  ce 
moyen  l'inconnue  deviendra  connue  ^  puifqu'elle 
feraég^leà  une  quantité  connue.  Soit  propofée  cette 
équation  ^x-^a-r^  d=f.  J*a)outQ  a  l'un  &  à  l'au- 
tre n^tnbrela  quantité -^rf,  &  j'en  fouftrais  la 
2uantité  a  {  ce  qui  par  le  priiKipe  ibndamemal  ne 
étruit  pas, régal itél,  &  f'ai  gx-^a  — d — a-^dxz 
/H;-  d-r-a  ;>  ou ,  en  rédjuifant ,  j 'ai  gx  =^=5/-+-  ^  — '  ^. 
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Maintenant  je  divife  les  deux  metnbret  par  g  j  8c 
lai^— =*: ,  ouj;=î= .  Si  lavois 

Téquation 1-  4  =  ^ ,  je  multiplietois  l'un  & 

l'autre  membre  par  a  pour  avoir^- —  ^ad^=^ag^ 


ou ,  en  réduifant ,  bx^ad:=3iag.  Divifant  enfuîte 
tous  les  termes  par  le  multiplicateur  de  l'incon- 
nue X  (  nous  appellerons  ce  multiplicateur ,  quel 

bx 

qu'il  foit ,  le  coefficient  de  rmconnue  ) ,  j'ai  -7 — h 

ad         ae  ,     ^         ^     t\       ts 

-j-  =  -f-,  oujc-h  — =  -T-,  Ue-la  nous,  tirons 

cette  règle  générale.  Pour  faire  paffer  une  quantité 
pojttive  ou  négative  d'un  membre  dans  un  autre  ,  il 
faut  feffacer  dans  le  membre  où  elle  ejl ,  &  V écrire 
dans  l'autre  membre  avec  un  Jtgne  contraire  ;  pour 
dégager  une  inconnue  de  fon  coefficient  j  il  faut  la 
laijferfans  ce  coefficient  ^  &  divifer  les  autres  termes 
de  r équation  par  ce  cordent*  Mais  pour  dégager 
une  inconnue  de  fon  divifour ,  il  faut  la  laijferfans  ce 
divifeur  ^  &  multiplier  les  autres  termes  de  f  équation 
par  ce  divifiur. 

.  ^5.  Si  f'avois  les  deux  équations  x-t-j^s^tf  » 
X  —  lysssby  je  ptendtoîs  la  valeur  d'cme  des  in- 
connues dans  l'une  des  deux  équations  précédentes  y 
en  laifTant  cette  inconnue  feule  dans  un  membre. 
Suppofbns  y  par  exemple ,  que  je  prenne  la  valeur  de 
X  dans  la  féconde ,  j'aurai  en  tranfpofant  ^  x  =  ^ 
•4-  ly  f  par  la  règle  précédente  ).  Subftimant  b^xy 
â  la  place  de  x  dans  ta  {iremiere  équation  y  il  vien- 
dra Â  •+•  1^  ^y=s  à  y  ou  ^  -h  j^'  ==  tf  ,  ou  (  en 
tranfpofant  )  jj^  s=3  tf  —  ^ ,  &  (  eu  divifant  )  y  »b 

•^-— .  Sid>ftituant  cette  valeur  de  J^  dans  l'une  des 


émmmamÊmmJ^^^n 


Calcul*  1^5 


Ueux  équations  données  (  il  eft  indifférent   dans 
quelle  des  deux  onfubftitue  )  ^par  cxcmpie^À^xis  la 

.    tf — h  -      -        a — h 

première  on  aura  A: -h     '    1     g,  tranlpoiant 


A h  ^A tf  -f-  ^ 


on  trouvera  xv=^  d'-^i  -^— -  )  ?= 

Si  Ton  avoît  trois  inconnues  &  trois  équations  » 
on  prendroic  la  valeur  d'une  de  ces  inconnues  dans 
une  Ats  trois  équations ,  &:  la  fuftituant  dans  les 
deux  autres ,  il  en  réfulteroit  deux  équations  avec 
deux  inconnues  tout  au  plus.  Or,  par  le  moyen  de 
ces  deux  équations  »  Ton  trouveroit  aifément  la  va- 
leur de  ces  inconnues  \  &  fubftituant  ces  valeurs 
dans  une  des  trois  équations  qui  renfermeroit  les 
trois  inconnues ,  on  auroit  facilement  la  valeur  de 
la  tibifîéme  inconnue.  Si  l'on  avoit  quatre  incon* 
niles  ic  quatre  équations,  en  prenant  k  Vdleôt  d'une 
des  inconnues  dans  la  première ,  &  la  fubftituant 
dans  les  trois  autres  »  on  auroit  tout  au  plus  trois 
équations  Se  trois  inconnues  ^  dont  on  trouveroit  la 
valeur  par  le  moyen  de  c^^  trois  équations.  Subf-^ 
ettuant  cette  valeur  dans  une  des  quatre  pr^fnieres 
équations  5  l'on  auroit  ia  valeur  de  la  quatrième 
inconnue  ;  &  ainfi  de  fuite  pour  un  plus  grand  nom- 
d'équâtions  £c  d'inconnues. 

Si  j*âvois  réquàtiori  ^ x  =^a^  -t-  <?,  en  élevant 
to  ^iiarré  les  deux  membres  de  cette  éqtuition  j 

fatiroi^  x^saa^  ^H  :;=a4l|-,iaArf-f-rf».  Sij'avdis 
cette  autre  équation  x^=^iy^  en  prenant  les  racines 
quariées,  j'aurois  i|^**=ai  y  25  ( V.le à^.  j<^  ) 
s*»±;5.  En  effet  4- 5  x-h5=  —  5  X  —  5  = 

I4 
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25.  Mais  fi  javois  l'équation  x^  -4-  xax  =^»  ^ 
il  faiidroit  compléter  le  premier  membre  , 
c*eft  -  à  -  dire  ,  rendre  le  premier  membre  un 
quarré  parfait  ,  ce  qui  ie  fait  en  lui  ajoutant 
le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de  x  ;  mais  il 
faut  faire  la  même  addition  au  fecoiid  membre , 
afin  que  l'égalité  ne  ibit  point  détruite.  Ainfi  nous 
aurons  x*  •+-  lax  H-  û*  =  I»  -h  û *  ;  or  il  eft  vifi- 
ble  que  le  premier  membre  eft  un  quarré  ^  favoir  , 
celui  de  X  -h  a.  Prenant  donc  la  racine  qiiartrçe 
de  part  &  d'autre  ,  |  ai  x  H-  ^  =  +  VT^+7^ ,  5ç 
en  tranfpofant,  x  =? —  azh  y/i^+a"-.  Si  a  =  5  &  3 
cr=  4  ,Ton  aura  x=  —  3rcV^5>  ouAr==  —  j 
+  5,oux=i&x  = —  8.  Ce  qui  fait  voir  que 
toute  équation  du  fécond  degré  a  deux  racines  ^ 
mais  on  entend  ici  par  racines  les  valeurs  de  l'in- 
connue. Si  j'avois  l'équation  —  ax^  -+-  la^x 
ê=i  3 ,  |e  dégagerais  x*  de  fon  coefficient  ,  ce 

qui  me  donnerpit  -rr-  y*  -fr  lax  ;:?=  — .   En  fe-t 

cond  lieu  ;e  rendrois  x^  poiîtif  en  changeant  tous; 
les  fîgnes  de  Téquation  ,  ce  qui  (^4)  i\e  détruit 
point  l'égalité  ,  pour  avoir  -ï+t  x*  —  lax  =  — 

— -  i  ajoutaAt  maiatenant  dç  part  &  d'autre  le 


quarré  de  la  moitié  de  —  iû  ,  coefficient  de  x  ^ 

ç  eft -à-dire ,  le  quarré  de  —  û  qui  eft  (z*  ,  j'aurois 

& 
^*  — i  ^ax  -4-  a»  =5?:— r  -r-  H-  a?.  Prenant  ^lainte- 


pant  la  racine  quarré^  de  l'un  ôc  de  l'autre  membre» 
j'aix  —  a=s:h^{-^ — -i-aay.Si — -.  eft  plnsi 

petit  que  â9  ,  les  deipc  racines  font  téelles^^  fi  — 


»'••»•»■•  •  > 


i 
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eft  plus  grand  que  a^  y  les  deux  racines  font  ima- 
ginaires j  car  foit +-  aa  = — ce,  on  aura  x=i 

-J-a+V^  —  ce;  or  \/— ce  eft  (5<>)  une  quantité 

.    B  b 

imaginaire.    Si  — .  =  tz<r ,  alors  — » —  4-  /z^z  =  o  , 


&A:s=-+-ait:V^o,  ou  ;v=s  -t-adt^  ,  c'eft-à-dire  , 
qu  alors  les  deux  racines  font  égales  chacune  à  la 
quantité  tz. 

^6.  Faifbns  maintenant  Tapplicarion  de  ce  que 
nous  venons  de  dire  à  quelques  problêmes  ;  mais 
auparavant  difons  un  mot  de  la  manière  de  mettre 
une  queftion  en  équatipn.  Pour  mettre  un  problème 
en  équation  ,  il  faut  le  traduire  en  langage  algébri- 
que \  or  pour  cela  il  faut  exprimer,  par  le  moyen  de 
Talgehre  ,  le$  quantités  foit  connues ,  foit  incon- 
nues ,  qui  entrent  dans  le  problème ,  6c  les  rap^ 
ports  que  ces  quantités  ont  entr 'elles. 

Problème  I.  Etant^donnée  lafomme  loe  de  deux 
nombres  ,  &  leur  différence  ja^  trouver  ces  deux  nom^ 
bres.  Soient  x  le  plus  grand  de  ces  nombres ,  y  le 
plus  petit,  â=;=;ioo,  50=3^.  Par  la  nature  du 
problème  nous  aurons  la  fomme  jf  -+•  j  =;  a ,  &  la 
différence  de  ces  mèines  nombres ,  favoîr ,  x  -^y 
3=:Â.  Si  nous  ajoutons  le  premier  membre  de  k. 
première  équation  avec  celui  de  la  féconde ,  le  fe^ 
cond  membre  de  la  première  avec  le  fécond  de  l'au- 
tre, ce  qui  eft  très^permis,  puifqu'on  ne  fait  qu'a- 
jouter des  quantités  égales  à  des  quantités  égales  , 
nous  aurons  x-^y  -^  x  -^y  =  a  -H  A ,  ou  ï,x  = 
a^.b  y^{e;a divifant  les  deux  membres  de  cette 


équation  par  1  )  a:  = = \ •   Mais  fi 


W  retranche  U  féconde  équation  x  -^y  =3  A  de  la. 
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première  ;r  -h^  a=  a,  le  pretnier  membre  du  pre- 
mier membre  le  fécond  du  fécond  ,  il  viendra  x  -H 
y — X'^y  =  a — A,  ouiys=s:a  —  ^  ,  ou  (  en 

divifant  par  2  )  j' = == .   C^eft^à" 

dire  y  quêtant  donnée  la  fomme  &  la  différence  de 
deux  quantités  j  la  plus  grande  de  ces  quantités  ejl 
égale  à  la  tnoiîié  de  la  fomme  plus  la  moitié  de  la 
différence  ,  la  plus  petite  étant  égale  à  la  moitié  de  Id 
fomme  moitis  la  moitié  de  la  différence  :  ainfi  dans  le 
cas  du  problème  le  plus  grand  nombre  x  eft  =  -^^ 
-4-~==5oH-i5=^5,  &le  plus  petit  nombre 

Probieme  IÎ.  Pierre  ^  Jean  &  Jacques  ont  chacun 
un  Ctrtàin  nombre  de  louis  ;  Pierre  &  Jean  en  ont  en- 
femble  vingt  ;  Pierre  &  Jacques  en  ont  quarante  j 
mais  Jean  &  Jacques  n'en  ont  quç  trente  à  eux  deux. 
On  demande  le  nombre  de  louis  de  chacun  en  particu^ 
lier.  Soit  x  1^  fomme  des  louis  de  Pierre ,  de  Jean 
&  de  Jacques.  Si  de  cette  fomme  Ton  retranche  Id 
nombre  ao=^,il  reftera  x— ^^  pour  les  louis  de  Jac- 
ques. De  même  fi  de  ;c  on  retranche  40^=3^  on  aura  x 
"^-^  b  pour  les  louiâ  de  Jeanjénfin,fi  de  x  nous  retran- 
chons }os=sCy  nous  aurons  x  —  c  ndmbre  de  louis 
de  Pierre.  Mais  ces  trois  nombres  doivent  valoir 
autant  que  la  fomme  x  ;  donc  nous  aurons  Téqua^ 
tion  (r— tf)  -4*  {x  —  b)  -h  (*--^c)  S3ÏX, 
oax — tf -+-JC— ^^-f*;^-^— c  =  x,  ou  jx— tf  — • 
b  —  c  ==  jir ,  ou ,  en  tranfpofant  ,  jx:=s^x^ a 
-+^  ^  -+-  <: ,  &  en  tranfpofant  encore  jx  —  x=  £t 
-f-A-hr,    oaix=^a-^b-jrCy   ovl  3^  ==( 

t±l±l  =  --'^^  +  )o  ^  ^j  j'  donc  le  «ombrtf 
des  louis  de  Jacques  fera  «=?45— '2o«»2  5 ,  le 


\ 

\ 


-mr^-- T 
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nombre  x  —  i  des  louis  de  Jeah  étamt  sm  ^  ^  mat» 
celui  des louisd^  Piene ,  fevoirjc —  c,  fera  =  i  j. 

PitOBLEMB  m.  Tïfiaj  voulant  donner  une  certaine 

femme  à  un  nombre  déterminé  de  pauvres jaremarqué 

quil  lui  fnanquok  S  fols  pour  que  chacun  en  refut  j  ; 

mais  il  a  remarqué  aujji  qu'il  en  avoit  j  de  reflets*  il  fe 

0^oPUentbit  d'e/t  donner  2  à  chacum  On  demande  le 

.nombre  de  fols  &  celui  des  pauvres  ?  Soit  x  le  noin- 

bre  des  pauvres  ^  puiiqa'çn  veuUnr  donner  5  foU 

â  chacun  ,  il  en  manque  8  3  le  nombre  des  fols  ed: 

donc  )x  —  8  j  mais  a  caufe  qu'en  donnant  1  fols  i 

'  chaque  pauvre**,  il  y  en  a  3  de  refte,  le  nombre  des' 

fols  eft  évidemment  ijc  -+-  j  ;  donc  ^x  —  8  =ix 

+  }  ;  tranfpofant  -^  8  dans  le  fécond  membre  & 

IX  dans  le  premier,  il  vient  }x  —  i;i:  =  H-  ii^ou 

jc  =  1 1 .  Il  y  avoit  donc  1 1  pauvres  j  &  par  confc- 

quent  le  nombre  de  fols  ix-+'  f  e{k=z  1^. 

Problème  IV;  Vn  chien  voit  partir  un  lièvre  à 
ZOO  toifes  de  diflaacé  ,  on  demande  à  quel poiht  il  le 
prendra  :  on  fait  feulement  quil  parcourt  trojs  toifes 
dans  le  tems  que  le  lièvre  en  parcourt  deux.  Soit  a 
==  lôo  ,  /7f  =  5  ,  ;2  =  2  ,  Jirïe  içhemîn  que  fera  Iç 
lièvre  avant  d'être  pris  j  il  eft  vifible  qhe  le  chemin 
que  doit  faire  le  chien  eft  ^  +  x.  t)*ttn  autre  côté 
le  (Chemin  que  fait  le  chien  doit  être  1  celui  que  fait 
le  lièvre  dans  le  mcme  tems,  comme  la  vîtefîè  du 
chîeti  eft  à  celle  duJieYre ,  ou  comme  m\n\  donc 
&-\^x\  X  ::  ^rn;&en  fai(ànt  te  produit  des 
ettrèmes  &  celui  de  ihoyens ,  ntx  ==  iw  -f- /zjc,  ou 


mx  —  I2X  =  /za  i  &  en  divifant,  J>= ,  c'eft- 

m  —  n 

i-dire  ,  que  le  chemin  que  doit  foire  leHevre  avant 

cTêtre  pris,  eft  ^gal  au  produit  de  kdiftance  qui 

«*eft  trouvée  au  cofiunet^ement  de  U  coutfe  entre 


■«■««••■■WMv^i^i 
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lai  &  le  chien  »  multipliée  par  la  vîcefTe  du  lièvre  » 

en  divifanc  ce  produit  par  la  différence  des  vîtenfès. 

Ainii  dans  le.  cas  fuppofé  le  lièvre  fera  pris  après 

avoir  parcouru  le  chemin  x  =  — '■ —  ==^  ===  106 

eoifes. 

Si  on  fuppofoit  m-ssin  ,  il  eft  vidble  que  le^len 
ne pouroit  jamais  atteindre  le  lièvre  ,  à  pluslMte 
raiion  cela  arriveroit  (i  m  écoit  plus  petit  que  /z. 

Problème  V.  Vn  perc  ayant  le  triple  de  T âge  de 
fort  fils  s^en  chagrinoit  j  le  fils  pour  le  çonfoler  lui 
du  :  cher  père  ^  attende-^encore  20  ans^  &vousnaure^ 
que  le  double  de  mon  âge.  On  demande  Vâge  du  pejre 
0*  çtlux  du  fils.  Soit  tf  =  10  ,  V  1  âge  du  fils  j  donc , 
par  la  nature  du  problème  ,  1  âge  du  père  qui  doit, 
être  triple  de  celui  du  fils  ,  fera  3  jr  ;  au  bout  de  iq 
ans ,  celui  du  fils  fera  jc  +  a  »  &:  celui  du  père  ^x 
+  ^  ;  mais  alors  celui  du  père  doit  être  double  de 
celui  du  fils.  :  donc  3  jc  +  a  =  2  fois  [x-^rd)  =  ijc 
-hitf.  On  a  donc  réquation  ^x^a^xx-^xa.  En 
t^anifpolant  a  dans  le  fécond  membre  ,  &  ia:  dans 
le  premier ,  on  trouve  3  jc  —  ix  ==  \a  —  a,  ou  jc 
==  tf  =  20  ;  ainfi  le.  fils  avoit  zo  ans  ,  &  le  père 
Go.  En  effet  dai^s  10  ans  l'âge  du  fils  fera  40  ,  & 
celui  du  père  80 ,  double  de  celui  du  fils. 

Problème  VI.  Unperefaifàntfonteftamcnt  veut 
que  l'aîné  de  fes^ fils  reçoive  looo  liv^  &  le  ^du  refiej 
le  fécond  2aoo  liv.  &  le\  du  refiej  le  crcifiéme  ^OQfi 
liv.  &  le  \  du  re^e  j  6»  aXnfi  de  fuite.  On  demande 
le  nombre  des  enfans  3  la  part  de  chacun  &  le  bien  du 
père ,  on  fait  feulement  que  les  enfans  recevront  au-- 
tant  Vun  que  Vautre.  Soit  x  le  bien  du  père ,  a  s^a. 
1000  liv.  Lp^fque  Taîixéaura  pris  loooliv.  le  x,%^^. 
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du  bien  fera  j:  — -a^  dont  le  ^  fera  — *— , qui, ajou* 

te  a  tf  ,  donnera 1-  ^  =      ■     h — i-  =3 

_  7  7  7 

—  = ,  part  de  1  amc.  Otanc  cette 

quantité  de  ^«1  on  aura  jc — = =a 

^  7  7 

' ,  refte  du  bien  du  père ,  le  premier  fils  par- 
tagé. Le  fécond  doit  prendre  1  a  fur  ce  refte,  &  de 
plus  le  I  du  refte.  Otant  donc  2a  de ,  on  a 

6x — ia  6x — 6a — 14^1         6x — loa    _       _     _ 

la  = = .  Le  r  de 

-    7  7  7 

cette  dernière  quantité  eft divifé  parj,  ou 

.  Afoutanr  za  Ton  aura  la  part  du  fécond  = 

6x — lOtf  f%a^6x — %oa         i%a-]^6x      ^-   . 

xaA ==  — s=-- .  Mais 


A9  49  49 

la  portion  du  premier  doit  être  égale  à  celle  du  fe-* 

cond.  Donc  = .  Multipliant  les  deux 

7        ^    7x7  ^ 

membres  de  1  équation  par  7  X  7  &  rcdu^fant , 
Ion  a  7Jf -+-41^=  78^-+-^;!?,  Tranfpofant  41a 
^.i  du  premier  membre  dans  le  fécond  K  6x  du  fé- 
cond dans  le  premier  ,  il  vient  jx —  6x=yia  — 
42a ,  ou  Jt  =  j  <^tf  ==  }  ^000  liv.  bien  du  père.  Le 
premier  fils  prend  1000  liv.  &  le  ^  du  refte,  c'eft- 
a-dire  looo  liv.  -i-.2-i^  liv.  ou  1000  liv.  -h  5000 
h  =  6000  1.  ;  donc  la  part  du  premier  &  celle  de 
chacun  des  autres  eft  =  ^000  liv.  Divifant  le  bien 


.  / 
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du  pece  3^000  liv.  par  une  des  portions  =  ^oo9 
liv. ,  le  quorienc  6  fera  connoîcre  le  nombre  des 
enfans. 

Problème  VIL  Quel  ejl  le  nombre  qui  multiplié 
par  10  donne  le  tiers  de  fçn  quarré  ?  Soit  *:  ce  mem- 
bre, tz  =  I  o,  À  =  ; ,  On  aura  par  la  nature  d»  pro* 

XX 

bicme,  tfx=— .  Multipliant  l'un  &  l'autre  nom- 
bre par  i,  &  divifant  par  *,  on  trouve  aA=ji:=3o, 
Problème  Vlll.  Partager  f  en  deux  parties  ,  en 
forte  que  le  quotient  de  la  plus  grande  par  lapluspeti" 
tefoit=iS-  Suppofiint  a;=5,  a;  la  plus  grande  partie, 
a  —  X  fera  la  plus  petite.  Par  la  nature  du  problê- 

me  — — -  =  a\  donc  (  en  otant  la  fradion  )  x=à  X 


{a — x)  =  a^ — ax.  Tranfpofant  —  ax  dans  le  pre-? 
mier  membre,  il  vient  x  -+-  ax^=^^y  ou  ji:  x  (i-+-<i) 


a"- 


=  fl»  :  donc  x  = .  Pour  avoir  la  féconde  par- 

tie  a  — A% je  fubftitue  la  valeur  de  x,ce  qui  me  don- 
ne  û =  — : ; (  en  reduifant  a  en  une 


fraction  ,   dont  le  dénominateur  foit  a  -|-  i  )  = 

"     ■  \  donc  la  première  partie  =  ~,  &  la  féconde 

s=  \.  On  voit  donc  que  dans  tous  les  cas  femblables 
on  trouvera  la  plus  grande  des  deux  parties  en  di- 
vifant le  quatre  du  nombre  propofé  par  ce  nombre 
lui-même  augmenté  de  Tunité,  &  la  plus  petite  eit 
divifant  le  nombre  propofé  parcenomore  augmenté 
de  l'unité. 

Problème  IX.  Si  Von  doubloic  le  nombre  de  mes 
écus  j  difoit  un  bon  homme  ,  fen  donrurois  3  y  ce 
qui  fut  fait  ;  on  continua  de  mcmê  'jufqùk  la  troifié^ 


•r 
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me  fois  qu'il  ne  lui  rejla  rien.  Quel  efoit  le  nombre 
defes  écus  ?  Soir  x  le  nombre  cherché ,  en  dou- 
blant Ton  aura  ix ,  d'où  ôrant }  ,  il  reliera  ix —  5. 
£n  doublant  ce  premier  refle,  &  ôtant  j  ,  il  vien- 
dra 4r —  6  —  j  ==  4jf  —  9.  Doublant  encore  & 
ôtant  3,  il  vient  enfin  ix — 18  —  3  ,  ou  ix —  xi 
qui  9  par  la  nature  du  problème  ^  doit  être  =  o  ; 
donc 8a:  —  ii  =  o,  ou  (en  tranfpofant )  8 jc  =  1 1 

X I 

&  (  endivifant)  x  == —  =  i  H-  j  j  c'eft-à-dire  qu'il 

avoir  2  ccus  &  ^  d'un  écu,ce  qu'il  eft  facile  de  vérifier. 
Problème  X.  Un  oncle  dit  à/on  neveujfai  dans 
ma  main  un  certain  nombre  d^ecus  que  je  te  donnerai ^ 
fi  tu  devine  combien  il  y  en  a.  Le  quarré  de  ce  nombre 
— ^fois  ce  nombre  ç/Z==/.  Soit  :c  le  nombre  cherché, 
fon  quarré  fera  x^  y  le  quadruple  de  ce  nombre 
fera  j^x.  On  aura  donc  x*  —  4^;  =  5 ,  Prenant  le 
quarré  de  la  moitié  du  coefficient  dex{6^)  ^  l'a- 
joutant départ  &  d'autre,  j'aurai  x^  —  4:»:  H- 4  = 
j  -f.  4  =  9.  Prenant  la  racine  de  l'un  &  de  l'autre' 
membre  ,  j'ai  jt  —  ^  =  ±  V^  9  =  it  5  >  &  (  en 
tranfpofant')  jr  =  2  zt  3  ,  c'eft-  à-dire ,  jt  =  5 ,  & 
x=i  —  1 .  Il  eft  évident  qqe  la  première  racine  don- 
ne lafolution  du  problème  dans  le  fens  qu'il  eft  pro- 
pofé  ^  car  le  quarré  de  5  ,  moins  4  fois  5  eft==5  •  Mai» 
la  féconde  racine  —  i  réfout  cette  queftioç  impli- 
citement renfermée  dans  l'équation  ,  qu'elle  eft  1^ 
nombre  négatif  dont  le  quadruple  étant  retranché 
de  ce  nombre  ,  le  réfultat  fera  5.  Si  I'od  avoir  de- 
mandé que  le  refte  fut  =  —  i  j  ,  on  auroit  trouvé 
JT  =  2  it  \/  ( —  1 3  -f-  4  )  ,  ou  ;r=  2  zt  V  —  9' 
La  racine  de  —  9  étant  imaginaire  ;  puifqu'il  n'y 
a  aucun  nombre  qui ,  multiplié  par  lui-même  , 
pui0e doni^er r— 9  (car -4-  3  x  H^J  =  -4-5  ?==  ^^  j 
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X  ^ —  }),  il  s'enfuie  que  le  problème  eft impollîble* 
Mais  on  eft  cenfé  avoir  réiolu  un  problème,  quand 
on  a  démontré  qu'il  eft  impoilible. 

Problème  XL  Etant  données  deux  quantités  y  en 
trouver  une  tro\fiéme  qui  foit  en  proportion  harmonie 
que  avec  les  deux  premières.  Soient  <z  &  ^  les  quan- 
tirés  données ,  &  at  la  quantité  cherchée.  Par  la 
nature  de  la  proportion  harmonique  (  40  )  la  diffé- 
rence de  la  première  quantité  à  la  féconde  doit  erre. 
.  a  la  différence  de  la  féconde  à  la  troificme  ,  comme 
la  première  eft  à  la  troifiéme  )  donc  a  —  b  \  b-^ 
X  II  a  *.  XyCi  t&  a^b:^  mais  fi  les  quantités  vont 
en  augmentant  ,^  Ton  z  b  -^  a  \  x  —  b  i\  al  x. 
Donc  en  prenant  le  produit  des  extrêmes  &  celui 
des  moyens  ,  on  aura  dans  le  premier  Cas  ax  —  bx 
i=ab  —  ax  y  &  dans  le  fécond  bx-^ax^^ax  — ^ 
ab  :  mais  Pune  &  l'autre  équation  donne  lax  —  bx 
=  a* ,  &  en  divifant  les  deux  membres  par  la —  b^ 

ah 

on  trouvera  x  = ^* 

za  —  o 

Si  les  deu^  nombres  a8c  b  font  4  &  (? ,  le  nom-** 
bre  cherché  x  fera  s=±^  =  ii.  Siûi=J5  &A=î: 
ai  ,  on  trouvera  >r  =  15.  On  contînuetoit  uiie 
progreflîon  harmonique  »  dont  on  connoîtroit  les 
1  premiers  termes  ,  en  cherchant  d'abord  le  trôifié- 
mey&c  enfuite  le  quatriéme,par  le  moyen  du  fécond 
&  du  troifiéme^Sc  ainfi  de  fuite.  On  trouvera  mcme 
que  fi  ondivife  fuccefTivement  une  même  quantité 
a  par  les  termes  d'une  progrelfion  arithmétique 

—  b*b-hd*b'-\^^dScc.  Lesquotients— > -T-— , 

7— --,&ç.  feront  en  progreflîon  harmonique. 

Problème  XIL  Etant  donnée  la  fomme  de  deux 

nombres 
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notnbrts  avec  leur  produit ^  trouver  ces  nomirts.  Soit  U 
fomin^  des  nombres  =  tf,  leur  différence  =r  jr;  le 

plus  grand  fera  — | — ,  &  le  plus  petit ^ 

(  problème  I  )•  Leur  produit  étant  fiq>pofé  ssst,^ 

nous  aurons r— :wpi;  donca^-r-r  jc^=4^« 

fl*  —  4*5=**  »  prenant  les  racines dSc  tfanipo- 
fant,  il  vient  ïr  =:±  \/  (  tfa  —  4^  )!  Si  a  ==  14  & 
*  ==  48  ,  on  aura  x  =  i:  2  ,  &  les  deux  nombres 
feront  7  -h  i  &  7  —  i ,  c^^ft-à-dire^  8  -&'^.  Si  a  ^sz 
4  &  *  ŒB  j  ,  on  aura.x  ==  ±:  V  —  4  j  quan^té 
imaginaire  qui  fait  voir  qu'il  ne  peut  y  avoir  deux 
nofm>res  iréels^pnt  la;  fomme  foit  4  &  le  produit  5^ 

pROBLlMK  ^SSim'Vh  Marchand  ayant  plaeé  1 00000  livres 
dans  un  commerça  oh  Jl  ptrd^  a  trouvé  la  fiçendt.  année  fon 
argent  diminué  des  ^  du  tçtal  de  ce  quU  i^it  après  la pre^ 
miere  année  ,  on  deili^nde  à  combien  pour  100  fi  monte  la 

pêne  par  an.  Soie  i  ooâ^o  llv.  *>«  4 ,  2-  ^-»  4;»^  ec  x.  k  npia^ 

^ed^erclké.  Eo&iûntcecte^opQQlon  loo:  ioo-^;^ ::^:«y 

ce  ^deirienç  la  femme  après  la  prcDwre  «naée.  Si  l'on  iàic 

yiaînrmant  joo  :  loe^^rrxiiaii fL\:i5f^^  j^-aic 

^        100/  :    100      ^  *»  *^ 

100  >         100/  V  100/  IOO0O 

mmma  X  V  ■       .^ ■  <tt  faifg|>t  tf  —  ioo  ,  U]  q,iuiwcé  a  X 
— 3J-^  exprimera  ce  yii  ^leVient  la  ^mme  a  aprçsIa(ecott3e 
fniiée.^ài<'par  la  Mtvtf-da.fnrfiliaie  »  ente ^oaaatné  eft 

100  '      * 
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mmm^ 


&  le  déûolninaietir  par  </ ,  ce  qui  évidemment  ne  change  point  ^ 
la  valcurdelafcaftion).  Doucôovitledivlfevr  commun  (ii/,cc 
qui  ne  peut  altérer  l'égalité,  tranfppfant  tous  les  termes  af- 
fcaés  tic  k  dans  Ife  premier*  membre  &  tous  les  autres  dans  le 
fécond,  on  aura  axx  —  xadx  +  ^ixT^  aie—  add—  Ud^ 
^  bdd  y  donc  réduîfint  le  prcnncr  membre  &  wiïant  par  a ,    . 

**— <£*c—-r  i^«  Ajoutant  de  part  à  d'autre  le  quar- 
té  de^U  moidié  d»  eœflkicut.dp  *  ,  -on  *  *t  "  4*  •+" 
^  _  __  *££ +i^  ;  &  prettanriés  «iciaes  de  pa«  «c 

'mettant  les  nombres  l  la  plaCô»4cs  lettres,*  =50  *±:"jro 

X  !•  Dooc  *  •-  50  -h  30  —  3q,  &  «  =*=■  50  r^  jo  «- 

»o.  Ainfi  il  y  fi  deux  folutions ,  c'eft-à-dire ,  que  la  fomme  pou- 

ymi  perdre 80  pour  ioo,oafeuleaïeï«  x'o *rMaii^fi  ftîû fu]^ 

'pofoit A—-  ,.  pn^^rouvcroi^  «  '^SPjt.  fo  v^  —  5»  q««?^ 

lité  imaginaire,  c'eftà-dirc,  que  les  deux  valeurs  dç  k  feroient 
iniginaiïc**  11  eft  doik  impoffiWeque  la-fonune-foit  altérée 

^^^fc^...^,^— 

*  Dans  le  fécond  cas  la  fomme  devient  ^ooo  1.  «prés'Ia  pre  - 
:  mitre  amiéev&  64000 1.  tyrisia;  fecondc  j  mais:8«>P<it-r- 

'  i6pooL;«-  S^ooa — ^.  Daiifilc  premier  Vas  fe  fcàWft^- 

vient  zoooofUv.  i  la  première  tumée ,  j8c  »oooo  \.  —  —  =a 
">H>o  Uv.  ila  frcondc  année.  ■       "". ^  "^    '  '    ^ 

*  .1 


d 


1 

1 
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• 

dWe  année  à  fauche  dans  urle  proponion  qui  foit  celle  que 
de  la  première  a  la  féconde  année  ^  la  diminution  (bit  le 
tiers  du  cocaL  En  eifec  lorfque  dans  une  équation  du  fécond 
degré  Ton  trouve  pour  réfultac  des  quantités  imaginaires,  c*efl 
.  une  marque  le  problême  eft  impoiEble; 

Problème  XIV;  Deux  fourccs  coulant  uniforme-* 
ment  >  ont  rempli  un  bajjin  de  go  muidsy  la  première 
en  coulant  pendant,  j  jours  &  la  féconde  pendant 
j  jours.  Les  mêmes  fontair  es  ont  rempli  un  bajj[in  de 
64  muids  j  la  première  en  coulant  pendant  2  jours 
&  la  féconde  pendant  4 ,  quelle  efl  la  dépenfe  de 
chacune  par  jour  ?  Soit  x  la  dépenfe  journalière  de 
la  première,  y  celle  de  la  féconde.  Par  la  première 
condition  du  problême  l'od  a  ^x^-^  ^y=z^6  y  Ôc 
par  la  féconde  condition  z;c-H4j^==tf4.  Tranfpo- 
lant  4y  dans  cette  féconde  équation ,  il  vient  ix 

s=s(^4  —  4y ,  ou  X  = .  Tranfpofant  5^  dans 

la  première  équation,  on  trouvera  j  a:  =2  90  — -  5j^  ^ 

g^  jj.  2=± ^ic  en  fubftiniant  dans  cette  dernière 

î 
équation  la  valeur  de  x  trouvée  dans  la  féconde  ^ 

Ton  a ^=i —u  Otant  lei  fradlions  ,   il 

vient  ïc)i  — -  iiy  =  180  —  10^  ,  ou  (  en  tranf- 
pofant  )  1 91  —  1 80=  liy  —  i  oy ,  ou  11  =^iy 
8cy:=^^  :=±6.  Subftituant  cette  valeur  de  j^  dans 
Une  des  valeurs  de  x  déjà  trouvées  ^  dans  la  der- 

niere  j  par  exemple  ,   I  on  a  x  i= =5* 

—  *^  -=5 16  ;   donc  x  =  iq.  C*eft-à-dire  ^ 


J 


que  la  première  fournit  20  muids  d'eau  par  jour , 
éc  la  féconde  6. 

Si  l'onfuppofoit  que  la  première  coulant  pendant 

Kl 
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}  jours  ,&  la  féconde  pendant  5  ,  rempliffent  un 
baflîn  de  jo  muids ,  &  que  la  première  coulant 
pondant  1  jours  ,  &  la  féconde  pendant  4  remplif- 
lenc  un  balîîn  de  16  muids  ,  Ion  auroic  alors  les 
deux  équations  fui  vantes  3x-»h5J^=3o,  irH- 

4y  =  I  ^.  La  première  donne  x  = -^  la  fé- 
conde donne  x  = .  Pour  trouver  la  valeur  de 

^ ,  j'égale  ces  deux  valeurs  dex*  afin  d'avoir- ^ 

■= ~.  Faifant  difparoître  les  fraftions,  il  vient 

60  —  I  oy  =  48  —  ïiy  ^8c  faifant  pafler  tous  les 
termes  connus  d'un  côté  &  les  inconnus  de  l'autre. 
Ton  a  I  zj'  —  I  o^  =  48  —  ^o  =  —  12.  Donc 
iy:= — II,  Scy  = — ^= —  6.  Subftituant  la  va- 
leur d^y  dans  une  des  valeurs  trouvées  de  x  ,  dans 

11-  /  I»  '^ — 4X — ^ 
la  dernière,  par  exemple  y  1  on  aura  x  = 

2=± =  ^=ra.o;  donc  x  =  10  8c  y  =2 — Cy 

c'eft-à-dire  que  tandis  que  la  première  fource  four- 
nit 20  muids  d'eau  par  jour,  la  féconde  en  tire  6 
du  baflîn.  En  effet  la  première  doit  fournir  foixante 
muids  d'eau  dans  3  jours ,  &  puifque  la  féconde  en 
tire  6  par  jour  ,  ou  30  dans  5  jours  ,  les  deux  fon- 
taines enfemble  rempliront  un  bailînde  30  muids , 
Tune  en  coulant  pendant  3  jours  &  1  autre  en  tirant 
de  Teau  pendant  5  jours.  Ce  qui  fait  voir  que  les 
quantités  négatives  doivent  fe  prendre  dans  un  fens 
contraire  aux  pofitives- 

*  Ceft  une  autre  méthode  de  réfoudre  les  équations  .*  Elle 
coiififte  à  égaler  les  valeurs  d'une  inêmc  inconnue  prifes  dans 
%éux  équations  différentes.  Cette  méthode  porte  avec  elle  Cà 
tlémoailration.  .  . 
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Problbme  XV.  Trouver  dtux  nombres 
tels  que  le  plus  petit  étant  retranché  du  plus 
grand  j  il  rejle  j  &  que  U  quotient  du  plus  grand 
par  le  plus  petit  j  foit  aujjî  =  /.  Soit  ^  =  5  ,  jr  le 
plus  grand, y  le  plus  petit  nombre  cherché.  Par  la 
première  condition  au  problême  x  —  y  =  û  , 

par  la  féconde  —  s=  û  ;  donc  x  =  ay.  Subftituanc 

cette  valeur  de  x  dans  la  première  équatÎQn  ,  l'on 
aura^zy — y::=a^o\x{a — i)  Xj^  =  û,ou^  = 

.  Subftituant  la  valeur  de  y  dans  Tcquation  — 

a 

=  a  on  x=a  Xyy  on  trouvera  at  =  a  x —: — . 


a^ 


y  donc  ^s=^&jt  =  ^;  &  parce  que  a 

peut  défigner  toutes  fortes  de  nombres  ,  il  eft  évî- 
aent  en  général  que  pour  trouver  deux  nombres 
tels  que  la  différence  du  plus  grand  au  plus  petit 
foit  cgale  à  un  nombre  quelconque  donné  ,  &  que 
le  quotient  du  plus  grand  par  le  plus  petit  foit  auili 
égal  au  même  nombre  donné ,  il  faut  prendre  pour 
le  plus  grand  nombre  le  quarré  du  nombre  donné 
divifé  parce  même  nombre  diminué  de  l'unité ,  & 
pour  le  plus  petit  nombre  ,  le  nombre  donnée  di- 
vifé par  ce  nombre  diminué  de  Tunité. 

Problème.  XVL  On  demande  deux  nombres  x&y 
tels  que  le  plus  petit  y  foit  au  plus  grand  comme  z  Z  7  > 
&  que  le  quotient  du  plus  grand  par  le  plus  petit  foit 
=  10.  Par  la  premiers  condition  i  \  7  l\  y  l  x\ 
donc  (  eafaifant  le  produit  des  extrêmes  &c  celui 

des  moyens  ),  ix^=^7y  oa  jr  =:=  — .   Par  la  fé- 


conde coixiition  —  =10  ^  ou  AT  =3  10  y  y  lubfïl» 
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tuant  certe  valeur  de  x  dans  l'équation  zx  =s  7^ , 

7y  * 

ou  plutôt  dans  l'équation  at  s=  —  ,  Ton  a  i  ojr  = 

—,  &  en  ôtanc  la  fradion^icj^cza  'jy\ic  en  divifant 

les  1  membres  de  l'équation  par.^ ,  10  =7,  ce  qui 
eft  abfurde  j  ainfi  le  problème  eft  impoflîble.  En 
général  toutes  les  fois  qu'on  parvient  à  une  équa-i 
tion  abfurde  ,  on  eft  sûr  que  le  problême  propofc 
"eft  impolïible  ,  pourvu  que  d'ailleurs  on  ûit  bien 
exprimé  algébriquement  les  conditions  du  problê- 
me ,  &  que  Ton  n'ait  pas  fait  de  faute  dans  la  fuite 
des  opérations  qui  ont  conduit  à  une  équatiop  ab- 
furde. Au  refte  on  eft  cenfé  avoir  réfolu  un  problê- 
me ,  lorfqu'on  a  fait  voir  qu'il  eft  impoffible. 

Problème  XVII •  On  veut  mêler  enfem^e  du  vin 
4  S  fols  &  du  vin  à  ixfols  la  bouteille  j  pour  avoir 
un  mélange  à  10  fols  la  bouteilU  j  combien  doit-on 
prendre  de  chacun  de  ces  vins  pour  jo  bouteilles  du 
mélange  ?  Soit  çs=}o,a  =  ii,^  =  8,c  =  io,& 
X  ce  qu'il  faut  prendre  dj^  vin  le  pli^s  cher  ;  donc  q 
—  X  fera  ce  qu'il  faut  prendre  du  vin  le  moins 
cher.  En  multipliant  le  prix  a  par  le  nombre  des 
bouteilles  x ,  ^Arexprimera  la  valeur  du  vin  le  plus 
cherj  par  la  même  raifon  bq  —  bx  fera  la  valeur 
.du  fécond  vin.  Et  parce  que  ces  deux  valeurs  prifes 
enfemble  doivent  valoir  autant  que  jo  bouteilles 
du  mélange,  c'eft-a-dire  jo  fois  10  {,=iqcy  on 
aura  ax  -^  bq  —  bx  =icq  ^  on  { en  rranfpofant  ) 
ax  —  bx  =  cq  --^bq  ,  ou  Jt  X'  (  a — b)  =  ^  X 
(  c  — b) ,  ou  (  en  divifant  par  <z— 5  )    jtr=:  q  x 


{c-b)    \,  ^  {c  —  h) 


q  —  b ^       ^ 7  7     -       ^_y 

ûa — qh — Qc^hq        qa-^^qe  {a  —  c\  .   > 

^ r~-^^ r  ==  ?  X /,quantuç 
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da  vin  au  plus  bas  prix.  L*on  aura  donc jc=ss  jo  x 

I»  —  8  *  ^  ^  ^         a  —  6 

fe  réduit  â  15  ,  c'eft-a-dire ,  qu'on  doit  prendre 
1  (  bouteilles  de  chaque  efpece  de  vin. 

Remarqub  I.  De  Téquation  x^=  qX r-  » 

Sa  — à 
_      ^    .    Zc — ^  ;:  f  :x.  Et  fàifant  =ej^  la 

quantité  du  «in  ou  autre  marchandife  au  plus  bai 

{a  —  c) 
prix,  nous  aurons  fX r=^>&^  —  ila — 

cllqZy.  Donc  fi  on  propofè  de  faire- un  mélange 
de  iQ  livres  à  )o  f.  la  livre,  avec  du  caffé  à  jo  f.  & 
du  cafFé  à  1 1  f. ,  je  dirai  la  différence  du  plus  haut 
prix  au  plus  bas  prix ,  eft  à  la  différence  du  moyen 
prix  (  c'eft-à^dire ,  du  prix  du  m&bnge  )  au  plus  bas 
prix ,  comme  la  quantité  du  mélange  â  la  quantité  du 

catféà5of.,ottj8:i8::io:xï=::i21i  =  9-H^, 
ôtant  cène  quantité  de  ao ,  on  aura  la  quantité  qu*il 
faut  prendre  du  caffé  â  1 2  f.  qu'on  peut  aufli  trou- 
ver par  la  proportion  a  —  b  :  a  —  cllq  l y  ^  qui 
dans  ce  cas  devient  jS  :  xo  ::  20  :  ^  =  ^=10 
-f-  7^»  .C*eft-à-dire ,  qu'on  doit  prendre  j  livres 
&  -^  de  livre  du  premier  caffé ,  &  1  o  livres  -+•  ^ 
de  livre  du  caffé  a  11  fols. 

Remarqux  il  Si  on  donnoit  k  quantité  d'une 
des  marchandifes  qui  doivent  entrer  dan^  te  m^ 
lange  aveq  la  quantité  du  mélange ,  l'on  trouveroie 
£ii;uement  ce  qu'on  doit  prendre  de  l'autre  matchan- 
dife^en  Àtantde  la  quantité  a ,  qui  repréfènre  la  quan- 
tité du  mélange,  la  quantité  que  Ton  prend  de  la j>re« 
miere  marchandife.  Mais  fi  on  demandoirde  faire 
.un  mélange  qui  cootim  9  par  exemple ,  i^o-  niefuret. 
lie.  vin  i.i  ai«  la  oiefuce  ^  9c  qu'on  proposât  decréit- 
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ver  combieii  il  faudroicjie  inefures  à  50  £  pour 
avoir  un  fnèlange  â  1 5  f.  la  mefure  ;  on  cherche^ 
roit  par  le  Problème  précédent  combien  il  faiiuroir 
prçj^dre  du  vin  à  10. f.  &  du  vin  à  jo  f.  pour  un 
certain  nombre  de  mefuf  çs  i  volonté ,  pour  4 ,  par 
exemple  ;  on  trouveroit  qu'il  faut  prendre  j  mefu- 
res  ai^  premier  vin  &  i  du  fécond ,  après  quoi 
l'on  feroit  cett^  règle  de;  ^rois  :  trois  mefures  de 
vin  i  I  o  f.  répondent  i.  4  mefures  du  mélange  y  i 
combien  de  mefures  du  mélange  répondront  lô 
mefures 4  iof.,ou  }':4:;ro  :  Ar  =  ^=ijH-jj 
Ç,'eft-a-dire ^  que  le  mélange  feroit  de.  Lf  bou-^ 
teilles  &  7  ,  dont  i  q  du  vin  à  ^  0  f.  &  par  confé-r 
quent  }  -+-  7  du  vin  à  jo  £ 
.  Remajique  III.  Si  ion  donnoit  la  qus^ntité  ^ui 
mélange  ,  la  quantité  &  le  prix  de  chacune  des 
marciiandifes  qui  entrent  dans  le  mélange ,  on  trou- 
veroit le  prix  du  mélange  en  divifânt  1^  fomme  des 
prix  de  toutes  le^  marchandtfbs  qui  entrent  dans  le 
inélaqge  par  le  nombre  des  mefures  du  mélange. 
Ain(i  fi  Ton-  demande  combien  vaudra  la  mefure 
d'un  mélange  de  jp  mefnres  de  vin  ,  dono  11  i 
I  liv.  1  o  f. ,  I  o  à  I  liv.  &  8  à  j[  f.  Le  prix  des  12 
prem^er€;s  eft  es  1 8  liv.  »  le  prix  des  19  lecondes  eft 
=  10  liv.  6c  celui  des  .8  dernières  eft  =9=1  liv.  La 
fomme  donne  30.  liv. }  donc  le. prix  du  mélange 
p=  ^  s=p,  i  liv. ,  ce  qui  eft  évident. 

Problbms  XVOI.  D*un  Tonneau  qut  cc^tknt  100  bouuii- 
les  devin,,y,ftn  tirç  unç  €e  jertauts  une  bouteUU  dteau\jc 
tire  de  'mime  une  fèconfU,  bputeillt  .&  jû  remets  autant  ieau  &t 
ainfi  de  fui^e ,  on  demande  combien  il  refiera  de  vfa  ^'^ns  le 
tonneau  quand  on  aura  tiré  de  cette  manière  un  certain  nombre  de 
àeutèiUeSypzrexcm^y  ^otlûuteilles,  Sohats=p  100  bautéilles» 
^et^xhoindllcy  </  «»5^  bbUjttîUes^  nie  aombré  cherché, 
jlprès  s^o^  xh4  h  prai^Ape  lM(UteilIe de  vin «'  ii^  tefte  A^e^  le 
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>■        — :-: : ; il 

tonneau  la  quantité  de  vjuQ  tf —  i ,  après  la  féconde  bouteille 
il  rcftc  '  .  après  la  troifiéme  bouteille  il  relie '-^^^^^  * 

Se  après  le  nombre  des  bouteilles  n ,  il  refle  ■  "H  ).  Eiieffee 
la  mefure  B  que  Ton  pulfe  la  féconde  fois  n'efi  pas  de  vin  pur  ^ 
eUenVncoatic«que^=(l:^)  ;   donc  cette  mcfurc  i 

tn  contiendra -y^(^ — ^) — &-^^^^   fera    ce 

a  a 

qui  relie  de  vin  après  la  féconde  bouteille  j  or  cette  quantité 
fe  réduit  à  f  '  ].  La  troiiîéme  bouteille  S  ne  doit  donc 

contenir  de  vin  que—  p j  «=  5  x  ^— r; — ^  :donc  ce 

qui  rcftera  de  vin  après  la  troifiéme  bouteille  fera  ^ ^ 

—  ^  X  ^^— ^'  «•  ^ — ^  •  En  général  après  avoir  puifé  le 

nombre  n  de  bouteilles,!  I  doit  relier  une  quantité  de  vin ^ 

«=>i/  (parfuppofition).  Comme  la  quantité  n  inconnue  fe  trouve 
être  un  expo^mr  y  il  jfàut  avoir  recours  aux  logarithixies  :  ainfi 


pous  aurons 


L •  [  — jp^ZT   ]  =L  '  d  (h dcfîgne  le  logarithme 

de  la  quantité  qui  eilâiâ  droite  ) ,  ou  parce  que  le  logarithme  du 

Suotientfè  trouve  en  6tant  le  logarithme  du  divifèurde  celui  du 
îvidende,  ainlîque  nous  l'avons  dit  ci-defliis  en  parlant  des  lo- 
garithmes, &  que  celui  de  la  puiflance  d'une  quantité  fe  trou- 
ve en  multipliant  le  logaarithme  de  cette  quantité  par  Teicpofant 
de  la  puifiance ,  nous  aurons  L  •  {a  — ^)'  —  L-  a" — *  =» 
Lt  *  d^  ou  n  Li  '  (  a  —  ^)  —  (n  —  1)  L»tf=x=L'<^,ou 
nlu'{a  —  i)  — «L*  iZ-f-L'  fl«=L*i/,ou  (en  tranipo- 
fint  )L-  a  —  L  •  d=^  n  [lé  '  a  —  L-  (a  —  ^)];  donc 
g        j.  -r      \       L*if — h  *  d  L  •  ibo  —  L'^O 

\endiviUnr)  -= — ' 1—7 7^=^/1 , ou ^5-- — j — -;- 

'^ftyon  >.aooooa-i    yM^M  =*=rr^Trm  =^^^  a  pcuprcs, 
c  cil-â-dîre  qu'il  reliera  environ  69  bouteilles  de  vm ,  quana 
on  aura  pulfe  ^o  bouteilles* 
Fftur  (avoir  çomU  en  dç  vin  contiendra  la  cinquantième  boU"-* 
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teille ,  par  exemple^  fl  faudroit  fuppofer  /i  es  4,^  ,  &  rexprcP* 
fion  ^-^-^  marqueroit  alors  ce  <jui  refte  de  vin  dans  le  ton- 
neau après  la'  quarante-neuviéaae  boatéille.  FaUànt  donc  cetctt 
proporcion ,  la  capacité  100  du  coaneau  eft  au  vin  refiant , 
comme  la  bouteille  quon  puife  eft  â  la<]ttantitéde  vin  que  cette 

bouteille  doit  contenir  ;  ou  a  :  ^ /    ::  ^  :  —  x  ^ ;* 

X  (a — ^)*  «n  X  y  on  a  par  les  logarithmes,  L  •  *+| 


fl» 


n  L  •  [a — b)  — /»  L  •  a«==L'X,ou  f  parce  queL  •  x  =0 
ainfi  que  nous  l'avons  dit  en  parlant  aes  logarishmes  )  o  + 
4^L*pp — 49L*  ioQes:L-x,ou — o*  2i3885^=L*x.Pour  avoir 
le  nombre  fradtionnaire  qui  répond  â  ce  logarithme  négatif ,  fa-* 
ioute  trois  unités  a  fa  caraâcrillique  (  c*eft  comme  fi  j'ajoutois 
ace  logarithme  ;  •  000000  )•  Cherchant  donc  le  nouveau  loga- 
garithme  i  -  786 1 1 5  ,  je  trouve  que  le  nombre  le  plus  appro- 
chant auquel  il  répond  eft  6 1 1  ;  donc  (  à  caufe  des  trois  unités 
ajoutées  a  la  caraétériftique  )  o  •  é  1 1  exprime  ce  que  la  cinquan- 
tième bouteille  contient  de  vin  à  très -peu-près. 

PjlOBlemb  XIX*  Un  ufurier  prête  i<ioo  liv.  à  condition, 
qu'on  lui  en  payera  t* intérêt  compofé^  c'eft-h-direj  non-feuUment 
t intérêt ,  mais  encore  Us  intérêts  des  intérêts  ,  a  raifon  de  4 
pour  100  par  an*  Au  bout  d'un  certain  tems  t  emprunteur  n*  ayant 
rien  paye  ^  fe  libère  en  donnant  1 800  liv*  On  demande  combien 
it années  fe  font  écoulées  depuis  Vemprunt*  Soit /la  {bmme 
empruntée ,  r  Hotétét  fimple ,  c'eft-à-dire ,  le  nombre  pat  le- 
quel il  faut  multiplier  la  (bmme  pour  avoir  l'intérêt  de  la  pre-« 
miere  anoée ,  il  eft  vifible  que  cet  intérêt  fera  r/y  Bc  que  I^ 
(bmme  qu'exigera  rafurier  au  bout  de  cette  année  eft/^f* 
'■/='/•  (ï+^«  Par  la  même  rajfon  U  Tomme  exigée  au  bouc 
de  la  féconde  année  fera/*  (i  +r)(ï-f-r  )=/•  (  i  +'')*'• 
Au  bout  de  la  troifiéme  année  cette  (boune  deviendra /(t  -t-r)^ 
&  en  général  au  bout  d'un  nombre  n  d'années ,  cette  {bmme 
fera  •  y  (  I  -f-  r)".  Si  donc  on  fait  cette  forame  égale  à  ^>  on 
aura  /•  (  ï  -f-r)"  =  d'y  donc  en  défignant  par  L  le  logarithme^ 
il  eft  vifible  que  fon  aura  L  •  /  (  i  -J-.r)»  =»  L  •  </  (  car  les 
quantités  égalef  doivent  avoir  des  logarithmes  égaux]  i  donc 
f parce  que  le  logarithme  d'im  produit  eft  égal  àlafomme  des 
logarithmes  du  multiplicande  &  du  multiplicateur ,  &que  celui 
d'nne  puiflànce  d'une  quantité  eft  égal  au  produit  deTexpo^nt; 
de  cette  quantité  par  le  logarithme  de  cette  même  quantité  ) 
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■=L'/+«  'L-(i+/');  d*od  Ion  tire  "L-d  — I^/=a»«  x 

L-  (i+r),  &  enfin  «  «-  -y- -.      ,    {  .  Ahafi  prenant  dans  les 

tables  les  logarithmes  ied^  de  /*,  de  (  i  4-  r  ) ,  8c  fàifknt  les 
opérations  qu^indique  la  formule ,  on  trouvera  le  nombre  des 
années  ruNous  avons  d^=  iSoCfSclt-d^"»^  •  rj 5 17 j , /"«s:^ 
1000,  L  •  /=  3-000000,  lé'd — L«  /=o-  xj5i73,r=s=^j^ 
I+r=-~J,L(  I  +  r)  =*»o  •  017033*  Divifant  donc 
o-t^5i73,paro-o>7033,on  a  15  a  peu  de  chofe  près.Ainfi 
on  dira  qu'il  y  a  1 5  années  depuis  l'emprunt.  Si  nous  regardons 
j(îicce(nvement  les  quantités  J^r^n^d  comme  inconnues  l'équa- 

tion/{i+r)»«.</,d6nnera/=rYq:^^  &  4—/.  (i^)* 

d  ^     d 

la  même  équation  dQniie{  i  -^-r )»  «»  -r?-,i  +  r~  ^  -7-,& 

•   d  J  J 

r^=sy(^—)  —  I. Formules  par  lefquelles  on  ré(budra la  pM^^ 

part  des  queftions  qu'on  peut  fâdre  fur  les  intérêts  compofés. 

Problème  XX.  //va  10000  hommes  dans  une  ville  doni 
la  population  va  en  augmentéint  dans  un  rapport  confiant ,  au 
bout  d!un  certain  ttms  ,  par  exemple  »  au  bout  de  1$  ans  la  po» 
pulation  efi  de  xooea  hommes  ,  on  demande  tacroijjement  an^ 
nuel  Soit  j  dooo.  =ç  a^  loooo  ss^^narai^,  x  le  nombre  des 
habitans  à  la  fin  de  la  première  année.  Don^  fi  on  fait  aix  il 

XX 

X  %  —  3  on  aura  évidemment  le  nombre^es  Labitans  après  les 

^  XX 

deux  premières  années;  &  fid£mt  enfuîtes  \  x  ::  —  iun  4** 
terme  — r-  «  «n  aura  le  nombre  dliomn^es  a  la  fin  de  la  troifiéme 
année.  En  général j    indiquera    le    nombre     d'habitans 

après  le  nombre  n  d'iannées^   FaiË^it  donc  ce  nombre  sa^ 

je» 
waura  -^j^^  ««•*,*»«« «"""'i ,L •  je*— L» 4"—'^, ou «-L-x 

■c=(/i-r),L>4+L-^AL-x°^"^'^^^^"<"^'^  ■    Mais 

I^-tfss 4,  l««i sa4. 30103 (en  s*en  tebantà  ^  dédimales);Jonc 
L  '  jp  <  «>  •  I  ^  '  **  >  , .  ^ .  o  100687  Jogàtithme  qui  répond  à  1 047 1^ 
Si  de  ce  nombre  l'on  retranche  loooo,  on  aura  472  pour  l'ac-t 
^oiÇèment  de  la  première  a^ée  ^  ce  qui  ne.  donne  |>as  la  rp 
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parde  du  tout.  Ainfi  raccroiflèment  annuel  eft  plus  petit  que 
la  partie  -rr  de  i  oooo. 

Problème  XXL  Si  le  nombre  a  des  habitans  <Fune  ville  aug^ 
mente  toits  les  ans  de  la  trentième  partie,  auëlfera  ce  nombre 
au  tout  dunpécU  ?  Après  la  première  année  ce  nombre  £èra 

éfidemmenttf-f"  —  ***  ^(j^+î^)  "''(li)*  Si  l'on  feîta  : 

a  (  j^  )''<î('H)'^{H)*>  ^^  ^"^  ^^  nombre  des  habitans 
après  la  féconde  année  ,  &  en  général  après  le  nombre  n  d*an- 
nées ,  ce  nombre  fera  ^  f  —  )'.  En  feifant  /z  =  loo,  nous  au- 
rons a  (~) '"^  ==  a:, nombre  chcrchéjdoncLa  +  loo  L  •  (fj) 
*^=L •  x\  mais  L •  ^=^ •  3 1 — L •  30=0 •  o 1 414043^  (  en  em- 
ployant les  tables  dlJlacq  )•  Si  donc  on  (uppofè  â=  100000  , 
nousauron$Lx=±»^-424043!7,  &*«=  1^54874.  Tel  fera  le 
nombre  des  babirans  après  100  ans ,  en  fuppofânc  qu'il  ait  été 
de  1 00000  au  commencement  du  fîecle. 

Problème  XXII.  Le  monde  ayant  hé  peuplé  après  le 
déluge  par  fix  perfonnes  ,  Us  trois  enfans  de  No'é  &  leurs 
femmes ,  de  quelle  partie  a  du  croître  le  genre  humain ,  pour 
çuUy  ait  eu  un  million  d  hommes  après  aoo  ans.  Soit  n  cette 
partie  i  Après  la  première  année  le  nombre  des  hommes  au- 

roit  été  (  fans  y  comprendre  Noc  )  =  ^  +  —  =6{i^ ) 


n 

too 


emzS  (  --^— ■),  5c  au  bout  de  loo  ans  il  aura  été  6  (    ^-  ) 
n  n 

loooooo  par  fbppofition  5  donc =  (■î^^^^)*'***idoiiC 

o  •  oitfioj» ,  logarithme  qui  répond  au  nombre  jôoôÔoô  '=■" 

)  6tant  les  fractions ,  tranfpofânt  &  réduifant  y  il  vient 

1000000  ==  6196%  •  /î,  &  enfin  n  =  '°^°^;°  =■  16  à-peu« 
près.  Ainfi  l'accroiflêment  annuel  auroit  été  d'un  ~  de  la  po- 
pulation ,  ce  que  la  fanté  robufle  &  la  longue  vie  des  hommes 
de  ce  tems-là  rendent  très-poUiblc. 

pROBL.  XXIII.  A  quelle  pittjfance  fatuH  élever  lé , 

nombre  i  o=a  pour  le  rendre  égal  au  nombre  b.  Soit 

y  rexpofanc  cherchéjon  aura  a'  =  ^,  L-a^  »L' A  a^ 
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ony'L  a  =  L'bouy=i  ■= — .    Si  on  demande  â 

quelle  puiflànce  on  doit  clcver  le  nombre  i  o  pour 
I  1      /     1  \  L«ioooo 

le  rendre  e^al  2  loooo ,  nous  aurons  jr=~r= = 

7  =  4.  Ainfi  en  élevant  10  â  la  quatrième  puiflànce, 
on  aura  loooo. 

Problème  XXIV.  Huit  chevaux  ont  mangé  en  7  fcmaines 
les  herbes  d*un  pré  de  4  arpens  \  tant  celles  qui  étoientcrâes^que 
celles  qui  ont  dû  croître  pendant  que  Us  chevaux  paijfoient  ; 
p  chevaux  ont  mangé  de  la  même  manière  celles  d'un  pré  de  5 
Arpens  en  %fenuûaes,  Comb'un  faut-il  de  chevaux  pour  manger, 
félon  les  mêmes  conditionsyles  herbes  d'un  pré  de  6  arpens  en  ix 
fcmaines  ?  Avant  de  paflerplus  loin,  nous  prévenons  que  lalblu- 
tion  que  nous  allons  donner  r  par  une  méthode  doncnousne  Som- 
mes pas  les  inventeurs  )  n  eA  pas  bien  eiadle  ,  pour  les  raifons 
que  nous  dirons  bientôtî  cependant  comme  elle  eftingénieufe, 
nous  croyons  devoir  la  rapporter.  Je  fais  le  nombre  des  che- 
vaux qui  ont  mangé  les  herbes  du  premier  pré  =  a  =  8  ,  le 
nombre  des  femaines  qu'ils  ont  employé  à  manger  ces  herbes 
^s=  c  ,  l'étehdue  du  premier  pré  ou  4  arpens  ==  ^ ,  ç  =:d ^e 
e«f ,  /=  8  (je  defigne  les  8  fcmaines  employées  par  les 
p  chevaux  pour  manger  les  herbes  du  feeond  pré  y  par/  & 
non  par  a ,  afin  de  rendre  la  folutipn  générale  ) ,  g  =  6 ,  A  =» 
1 1 ,  &  le  nombre  de  chevaux  cherché  =  x.  Cela  pofé ,  imagi- 
nons que  les  chevaux  qui  mangent  les  herbes  de  chaque  pré 
font  parcages  en  deux  bandes ,  dont  l'une  mange  l'herbe  con» 
tenue  au  premier  inilant  dans  chaque  pré,  &  l'autre  mange  l'her- 
be qui  croît  pendant  que  les  chevaux  paifTem.  Soit  y  la  pre- 
mière bande  du  premier  pré  ;  la  féconde  fera  a  — y.  Si  nous 
£ii(bns  =-=  {  la  première  bande  des  chevaux  du  fécond  pré  ,  la 
féconde  fera  d — ^'y  8c  G  la  première  bande  des  chevaux  du 
troifîémcpré  eft==/,  la  féconde  fera*  —  r. 

Cette  (upponcion  (  que  je  ferai  voir  un  peu  plu^bas  n'être 
pas  exa6be)  une  fois  admife ,  il  eft  clair  que  les  premières  ban^ 


»  L'arpenc ,  fuivant  TOrdonnancc  de  1669  pour  les  Eaux  Si  Forêts  , 
cft  de  ioo  perches  (]uarrées  ,  la  perche  étant  luppoféc  de  ax  pieds  ;  mait 
on  ne  fuit  pas  par  tout  cette  mefuic. 
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des  des  chevaux  font  enci^elles  comme  les  étendues  des  prés 
(  dans  lefauels  on  fuppolè  la  quantité  d'herbe  en  raifon  des 
fur&ces)  divifées  par  les  tems  correfpondans.  Car  il  eftvifi-^ 
bie  que  fi  l'on  a  deux  quantités  d*herbes ,  l'une  de  i  x ,  1  autre  de 
48  quinteauZy  &  que  fix  chevaux  puifTent  manger  la  première 
quantité  dans  4  jours,  i^  chevaux  mangeront  la  féconde  quan- 
tité dans  8  jours ,  &  les  premiers  chevaux  feront  aux  féconds 
comme  ■—  :  ^  :;  3  :  ^  ::  6  :  xi.  Revenant  donc  â  notre  pro- 
blème, BOUS  aurons  ces  deux  proportions^  :  {  :  :  —  :  :  -7-;^  : 
t  :t  —  :  -f-*  La  première  en  égalant  le  produit  des  extrêmes 

a  celui  des  moyens^doime  -^^y  =  — ^ ,  on  c  •  «y  =  3/  •  £ 

.  •'  ^ 

équation  que  )e  défigtieraî  par  I.  La  féconde  proportion  don* 

nera  l'éaption  cgy^^èht  que  je  défigne  par  II. 

Les  lecondes  bandes  a — y,  d —  {,  « —  r,  qui  mangent 
journellement  les  herbes  qui  croiffent  pendant  que  les  chevaux 
paiffent  font  entr*elles  comme  les  étendues  des  prés ,  parce  que 
pous  fuppofons  que  les  herbes  (  tant  celles  qui  étoient  d'abord 
dans  les  prés,  que  celles  qui  répouflent  â  chaque  infiant  â  pro^ 
portion  que  les  chevaux  paiifent  )  croiflent  uniformément  dans 
tous  les  prés ,  &  proportionnellement  a  leut  étendue.  Nous 
avons  donc  les  deux  proportions  â — y  :  d — ^  ;:  6  :  eja-^ 
y  IX — t  ::ii  :  g.  Defquelles  en  é^lam  le  produit  des  extrê- 
mes à  celui  des  moyens  ,  il  eft  aifé  de  tirer  les  deux  équations 
éu  — ey^==hd — ^^  (  que  je  défigne  par  III  ),  &  a^^ — ^ys=^^x 
— ht( que  je défigne  par IVjyles  équations  I  & II  donnent ;; »^ 

17' *  ^  *"  aJT*  5^^^"""**  ^*  valeur  de  ç  dans  l'équatidn  Bt, 

nous  trouverons  y  =     ,      — i.  Cette  valeur  de  y  étant  CuhC- 

•^  Je — ce  "^ 

tituée  dans  l'équation  r  =  J^,  il  vient  r  =  ^4=1^- 

^  bh  bh    {Je  —  ce\ 

la  même  valeur  de  y  fubftituée  dans  l'équation  r  *»  -^  donne 

ceUfe—Uf)  V 

t  "^  "  /V/  r \*  Mettons  les  valeurs  de  y  &  de  f  dans 

,^f{f^—ce)  ^ 

1  équation  IV ,  &  nous  trouverons  après  les  opérations  ordinal* 


wm^i»'*^ 
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tenant  les  valeuts  numériques  de  a ^  ^>  ^»  ^9^>/>  ^»  ^9  U  ^ 

▼ienc  X  «»  8.  ainfi  le  nombre  des  chevaux  cherché  eÂ  Q,  fî  la  mé* 
thode  qu'on  vient  d'employer  eft  exadè. 

Mais  nous  avons  fuppofe  que  les  herbes  des  trois  prés  croif-' 
Ibient  uniformément  &  proponionnellemenc  à  l'étendue  de  cet 
prés  pendant  que  les  chevaux  paiilbient ,  (uppoficion  qu'on  ne 
uuroir  admettre  >  car  il  n'y  a  pas  d'apparence  que  l'her&e  qui  a 
6  pouces ,  par  exempU  ,  croiflè  en  groflèur  &  en  longueur 
comme  celle  qui  en  a  8 ,  ou  3  ,  ou  5 ,  &c.  D'autre  côté  félon 
que  le  teàis  en  plus  ou  moins  ^favorable  les  herbes  croiflènt 
plus  ou  moins  dans  un  jour,  dans  une  heute ,  &c.  De  forte 
qu'il  pourroic  arriver  que  les  chevaux  qui  fui&foient  pour  man* 
ger  la  quantité  d'herbe  qui  étoit  ciâe  hier  dans  un  pré  d'une  cer- 
taine étendue ,  ne  fuffiroienc  pas  pour  manger  dans  le  même 
e(pace  de  tems  l'herbe  qui  pourra  croître  demain  dans  le  même 
pré.  Il  eu  donc  vifible  qu'on  ne  doit  pas  regarder  la  (blution 
que  nous  venons  de  donner  comme  bienrigoureufe ,  &  il  n*jtr- 
rive  que  trop  fouvent  que  les  Géomètres  donnent  des  folu- 
tions  faulfes  de  certains  problèmes,  parce  qu'ils  partent  des 
principes  peu  exaâs  ,  &  quils  n'ont  pas  bien  approfondis  : 
cela  peut  arriver  bien  &cilemenr  à  ceux  qui  n'ont  pas  fait  une  « 

certaine  étnde  de  la  métaphyfique ,  &  de  la  phyfique. 

DES  PROBLEMES  INDÉTERMINÉS  ^ 

Scmîdéterminés  &  plus  que  Déterminés. 

^7.  Les  problêmes  déterminés  font  ceux'  pour  la  / 

folution  defquels  il  y  a  aiitanr  d'équations  que  d'in* 
connues.  Tels  font  les  problèmes  que  nous  avons 
réiblus  jufqu'ici.  On  appelle  pro^/^/iz«  indéterminé  y 
un  problème  pour  la  folution  duquel  il  y  a  moins 
d  équations  que  d'inconnues ,  parceque ,  pour  la 
réfoudre ,  il  eft  ncceflàire  de  déterminer  arbitrai- 
rement une  ou  pluiîeurs  inconnues.  Si,  par  exem^ 
le  j  on  demandoit  deux  nombres  x  8cy  ^  dont  la 
fomme  fut  10,  l'on  auroit  l'équation  :r --h  J'  =10, 
ou  jc  =3  10  — ^.  Pour  rcfoudre  ce  problème ,  fup- 

,  afin  d'avoir  *;==  10  —  9  =  i.  Si 


pelons  j^  s=3  9 
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l'on  fuppofe  ^  =  8  ,  l'on  aura  x^=  i.  En  ^cnéraf 
on  voie  que  ce  problême  a  une  infinité  de  folutions: 
car  on  peut  fuppofer  j^  égal  à  un  nombre  négatif  ou 
pofitif ,  entier  ou  fraéèionnaire  j  de  forte  que  Ton» 
peut  faire  une  infinité  de  fuppofitions  arbitraires. 
Mais  fi  l'on  exîgeoit  que  les  deux  nomIÉes  x  Ôcy 
iFuflent  entiers  &  pofitifs  ,  il  eft  évident  qu'il  ny 
auroit  que  9  folutions  pofibles  ,  &  qu'on  pourroit 
feulement  fuppofery  =  1,2,5, 4,5,(>3  7>8,  9.  Dans 
le  cas  où  l'on  ajoute  des  conditions  aux  problè- 
mes indéterminés  (  ces  conditions  peuvent  quel* 
que  fois  rendre  le  nombre  des  folutions  déterminé, 
ou  faire  voir  que  dans  certains  cas  le  problème  n'a; 
point  de  folution  ) ,  ces  problèmes  prennent  le 
nom  de  fémi-détcrminés.  Si  le  nombre  des  équa- 
tions d'un  problême  furpafle  celui  des  inconnues  , 
le  problême  eft  plus  que  déterminé  &  la  folution 
en  eft  fouvenc  impoflîble  ,  tel  feroit  celui  ci  :  trou- 
ver deux  nombres  x  icy  ,  dont  la  fomme  =  8 ,  la 
différence  ==  i&le  produic=  1 1.  On  aura  donc  ces 
trois  équations ,  x-^y  =  8  ,  a:  — y  ==  2  ,  ory  = 
12.  La  féconde  donne  :tr  =  2  -h  j  j  cette  valeur  de 
x  fubftituée  dans  la  première  donne  2  +^-+-y= 
8  ,  ou  2  -f-  2^  =  8  ,  ou  2^  =  8  —  2  =  (> ,  Se  y 
=  } .  Subftîtuant  cette  valeur  de  y  dans  la  féconde, 
l'on  ajf  —  j  =  2,  oux=5j  donc  jry  =  5  x  j 
=  15.  Mais  Ary  doit  être  £=?=  12  ,  par  la  troifiéme 
condition  ;  donc  le  problême  eft  impoflîble.  Si  l'on 
avoir  exigé  que  le  produit  des  nombres  cherchés 
fût  1 5  ,  la  folution  du  problême  auroit  été  poflîble  ; 
mais  cette  troifiéme  condition  qui  fuit  des  deux 
premières  auroit  été  fnpetflae.  On  connoît  qu'il  y 
a  des  conditions  fuperflues  exprimées  par  les  équa- 
tions, lorfqu'on  parvient  à  une  équation  id^tique  ^ 

c*eft-à-dire , 
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c  eil-à-di^  ,  a  une  équation  celle  que  les  quantités 
qui  compofent  le  premier  membre,  font  les  mêmes 
qiîe  celles  qui  compofent  le  fécond.  Par  exemple , 
dans  le  problême  ci-d^ffus  nous  avons  x  -{-y  =  8^ 
X  — >'  ==  ^  i  &  fuppofant  que  la  troifiéme  condi- 
tion exige  que  xy  foit  ==  »  5  ,nous  aurons  par  les  deux 
premières  équations,^  =  5 ,  &  ^  =  3  j  ces  valeurs 
fubftituées  dans  la  troifîéme  .vy  =  1 5 ,  donnent  1 5 
=  1 5.  La  raifon  en  efl:  que  les  conditions  identi- 
ques doivent  donner  des  expreflions  identiques, 
comme  les  conditions  diiFérenres  donnent  des  ex- 
preflions différentes.  En  général  il  y  aura  autant  d'é- 
quations identiques  qu'on  aura  employé  d'équations 
inutiles.  Lorfque  dans  la  folution  d'un  problème  , 
après  avoir  rempli  toutes  les  conditions,  l'on  arrive 
à  une  équation  identique ,  c'eft  une  marque  que 
toutes  les  quantités  du  genre  de  celles  dont  on  parle, 
ont  les  conditions  requifes ,  &  que  c'eft  un  théorè- 
me 6c  non  un  problême  qu'on  propofe»  Suppofons , 
par  exemple  ,  qne  dans  la  férié  des  nombres  natu- 
rels I,  2,  3^4,  5,  &c.on  demande  quaçre.  nom- 
bres de  faite  ^  tels  que  la  fomme  des  extrêmes  foit 
égale  à  celle  des  moyens.  Appelions  ces   nombres 
Xyyy\yp\  ^21  \si  ttatute  de  la  férié ,  :c  -+- 1  =^ , 
y-f- 1  =±=  :f ,  6c  :f  -+-1  =/?  ;.  par  la  condition  du  pro^ 
blême ,  x  -h/?  =  j^  -t-  ?  i  par  les  deux  premières 
équations ,  x  -f- 1  =  :f  ;  par  celle-ci  &  la  troifiéme , 
of-h  }  =;;.  Subftituant  dans  la  quatrième  les  va- 
leurs de  j^  ,  :[,/>,  41  vient  2JtH-j=2:tr-|-j, 
équation  identique  qui  fait  voir  que  quatre  nom- 
bres quelconques  fucceflifs  de  la  férié  1,2,5  ^^* 
font  toujours  tels  que  la  fomme  des  extrêmes  eft 
égale  à  la  fomme  des  moyens  :  ainfî  c'eft  im  théorème 
&  non  un  problême. 

Tome  L  L 
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Si  Ton  parvient  à  une  équation  ident^ue ,  fans 
avoir  exprimé  toutes  les  conditions  du  problème , 
c'eft  une  marque  d'erreur ,  ou  que  1  on  a  pris  Une 
condition  fuper Aue ,  &  obmis  quelque  condition 
néceflaire.  On  peut  encore  remarquer  que  les  con- 
ditions fuperflues  peuvent  faire  paroître  un  problê- 
me déterminé,  quoique  réellement  il  foit  indéter- 
miné. Par  exemple  ,  qu'on  demande  quatre  nom- 
bres a:,  ^,^^,  u  dont  la  fomme  des  moyens  foit 
égale  à  celle  des  extrêmes  ,  que  celle  des  extrêmes 
foit  5  ,  &  le  triple  de  celle  des  moyens  1 5 .  Par  la 
première  condition  x  -+-  «  =y-}-çj  par  la  féconde 
&  la  première ^-H{=  5, &  x  -H  «  =  5  ;  par  la  troi- 
fiéme  3J'  +  Jî  =  15-  Nous  avons  autant  d'équa- 
tions que  d'inconnues,  6c  Ton  pourroit  croire  le 
problème  déterminé  ;  mais  fi  dans  la  première 
équation,  à  la  place  du  premier  &  du  fécond  mem- 
bre ,  on  fuftitue  leurs  valeurs  prifes  dans  les  autres 
équations  ,  il  vient  5=5.  De  même  fi  dans  la 

Quatrième  on  fubftitue  la  valeur  de  ^  -H  ?  prife 
ans  la  féconde ,  on  aura  15  =  15.  Ainfi  il  y  a 
quelque  condition  fuperflue  ,  &  en  effet  celle-^ci 
^'  -f.  :j  =  ^  fuit  évidemment  de  Jif  -t-  «=j^  H"  ?  > 
&  de  :v  -t-  «  =  5  ;  de  même  jj  -H  5:^  =  15  fuit  de 
x-^u  =y^  if  ,&  de  x-^u  =  5 .  Et  parce  qu'il  n'y 
a  aucun  moyen  de  trouver  deux  autres  équations 
réellement  différentes,  le  problême eft  indéterminé» 
Il  faut  donc  faire  beaucoup  d'attention  ,  afin  de 
trouver  les  éqiutions  néceliaires  pour  la  folution 
d'un  problême,  fans  en  introduire  de  fuperâues. 
Dans  les  problèmes  fémi-déterminés  que  nous 
allons  réfoudre,  nous  fuppoferons  à  l'égard  de  ceux 
du  premier  degré  ,  qu'on  denunde  des  nombres 
entiers  &  pofitifs. 
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Prx>bleme  I.  On  demande  deux  nombres  x ,  y  , 
tels  que  5X  —  57  =  9«  Donc  3A:* —  9  =  5)^,  6» y 

=3 ,  qui  doit  être  un  nombre  entier  &  po- 

firif  j  ainfi  Ja;]>9&a:]>3,  autrement  y  feroic 
négatif.  En  fécond  lieu  poiir  que  y  £311:  im  nombre 
entier,  il  faut  que  j*" —  9  foit  exaAement  divifible 
par  5  ,'  mais  parcp  que  les  feuls  nombres  terminés 
en  0  ,  oa  en  5 ,  font  divilibles  par  5  5  il^faut  que 
^x  —  9  foit  un  nombre  terminé  en  o  ou  en  5  j  or 
pour  que  ^x  —  9  foit  terminé  en  o  ,  il  eft  Yi^cQ^- 
faire  que  ^x  foit  tei^miné  en  95&  pour  que  3  ^--^9  foit 
terminé  en  5,3A:doit  être  termine  en4jdeforre  qu'au- 
cun nombre  ne  peut  être  admis  pour  la  valeur  de  x 
excepté  ceux  qui,  multipliés  par  3,  fe  terminent  en 
9  ou  en  4,  Ainfi  le  plus  petit  poflîble  eft  î ,  vien- 
nent enfùite  13,  18,  &c.  'auxquels  répondent j'  =■ 
3  ,  C^  9  i  &c.  comme  on  le  voit  ;v=8  ,  y^=i 
dans  la  table.  On  peiit  remarquer         i  3  G 

que  les  nombres  qui  repréfentent         18  9 

x^  forment  une  progreilîon  ^ritkmé-        1  j  11 

tiqué  dont  la  différence  eft  5  ;  &c.  &c, 
mais  la  différence  de  la  progreflîon  des  nombres  qui 
repréfentent^ ,  eft  feulement  3  ;  de  forte  qu'en 
continuant  les  deux  progr^ons  à  Tinfini,  1  on  aura 
une  infinité  de  folutions.  Si  Ton  prend  13  pour  x  ^ 
on  prendra  pour  y  la  valeur  correfpondante  ^ ,  & 
Ton  aura  3^  —  SJ  =  39  "~  jo  =  9-  Si  Ton  fup- 
pofe  a;  =  1 8  ,  il  faudca  prendre  9  pour  la  valeur  de 
y  y  &  Ton  aura  de  toême  3:^  —  5J'=54""^4S  ^= 
9 ,  &  ainfi  de  fuite. 

Ps.OBL£ME  IL  On  demttnd£  deux  nombres  x  &  y 
tels  que  le  triple  du  premier  joint  au  double  du  fécond 
donne  20  j  ou  tels. que  jx  -+-  ^y  =  ^o.  Donc  a:  == 


I 
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zo — xy 


•  Pour  qu«  X  foie  entier  &  podcif  il  faut 


que  lo  ^  ij^  &  ïo  x^  y-  De  même  il  faut  que 
t;  <;  7  ,  autrement^  = ne  lauroit  ctre  un 

/•  -r   T^»'  •  10  — ly 

nombre  enaer  &  pofitit.  L  équation  x  = 

X  —  X  y 
fe  réduit  à  celle-ci  x  =  ^  H =  (J  -f- 1  x 

'  ~-^,  Pour  que  la  fraâion  donne  un  entier ,  en 

fuppofant  y  <  I  o.  Il  eft  fecile  de  voir  que  y  no 
peut  avoir  d'autres  valeurs  que  7, 4  &  i ,  auxquelles 
répondent  les  valeurs  de  ^  =  1 ,  4 ,  tf .  On  peut  re- 
marquer qu  il  importe  peu  que  le  nombre  entier 
qui  doit  refulter  de  la  fraâîon ,  foit 
négatif,  pourvu  que  y  ne  paffe  pas  y  =^7  ^=1 
les  limites  prefcrites.  Iciçpar  exem--  4  4 

pUjy  ne  doit  pas  être  au-deflbus  de  i  <> 

I ,  niau-deffus  de  9. 
Problème  III.  On  demande  deux  nombres  x&y 

tels  que  }3X  =  7<^  -i-  597.  J^ono  x  = — . 

'  j 
Parce  que  l'un  &  l'autre  terme  de  la  fraftion  peut 
être  divifé  par  le  dénominateur,  on  aura  en  faifant 

lo  "4-  xé y    _. 

cette  divifion ,  jc=  z  -h y  H •  Voyons 

*  maintenant  fi  les  termes  du  numérateur  n'ont  pas 
un  fadeur  commun  ,  ils  en  ont  un  ==:  1  :  ainfi  ré- 

duifant  la  fraâion  ,  nous  aurons .  Fai- 

ai 

fant        ''^"^  =  p ,  nombre  entier  j   le  double  de 

cette  fra&ion  fera  auflî  un  nombre  entier.  Nous  ap- 
pellerons fraSions  réduites  les  fraftions  pures  (  ce 
Jont  celles  quon  ne  p^ut  plus  réduire  )  dans  lef» 


^' 
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quelles  les  termes  du  numécateur  font  premiers 

entr*eux.  De  l'équation =p  ^on  tiiey  = 

^?^~^ ,  ou  en  réduifant  la  fraction >  J'  =  ap  -t- 

^£ — ^.  Faifons  maintenant =??  ç  nombre 

entier ,  on  trouvera /?==:. ,  ëc  en  jcduuant 

7 

la  fi:aaion,jp  ==;  j  H .  Suppofons    ^      ^ 


7                 r  — c      7 
r  nombre  entier ,  on  aura  ^  ==r  -h •  S<«t  enfin 

— : —  z=zt[  nombre  entier  )  j  donc  r  —  5  =  (>  r  & 

r  =  5  -4-<>  f.  Cette  éqtiatîon  donne  pour  r  un  nom- 
bre entier ,  puifque  t  par  fuppofition  eft  un  nombre 
entier.  En  rétrogradant  nous  avons  ^  =  7  r  4-  5 ,  /> 
sis  13^+  10,  j^=5}}  ^-+-25.  Cette  valeur  dey 

étant  fubftituée  dans  Téquation  ;ir  =  — - — ^donne 

,     ...  55 
;i:  =  47  -t-  5  9  ^  >  équation  qui  fait  voir  qu'en  fubf- 

tituant  à  la  place  de  c  un  nombre  entieV  pofitif ,  x 
fera  toujours  un  nombre  entier  poAtif.  Si  l'on  fup- 
pofe  f  =  1 ,  106  fera  te  plus  petit  nombre  qui  puilie 
repréfenter  :r. 

jjuppofons  a  =iî  j  ,  i/=  1 3  ^  c  :?=  5 } -;  la  pre- 
mière fraftion  réduite  devient  p  = ^ .  Si  Ton 

fait  attention  à  la  fuite  des  opérations  précédentes  , 
on  pourra  voir  dans  quel  cas  on  peut  lubftituer  des 
valeurs  de  y  qui  rendent  x  entier  &  poficif  5  car 
dans  la  nouvelle  fraétion  qui  réfulte.de  la  première 
o^divife  c  par  i^(  ^repréfentele  coefficient  de  Tin- 
connue  j^  ,  p ,  ^c,  dans  chaque  frad^ion  réduite  »  8c 

1^3 
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c  le  dénominateur  de  chaquei  fraâion  réduite  ) ,  Se 
Ion  a  pour  refte  une  nouvelle  fraftion  réduite  , 
dans  laquelle  on  divife  encore  c  par  d ,  premier 
refte,  enfoite celui-ci  par  h  fécond  refte,  &c.  (  On 
entend  ici  par  refte  le  jniiltiplicateur  de  l'inconnue 
dans  la  fraction  réduite  ).  Si  ^  &  c  font  premiers 
entr'eux ,  on  doit  arriver  à  la  fin  à  un  refte  égal  â 
Tujiité  (14.)  ;"  ce  qui  étant  feif ,  Ion  a  ce  que  Ion 
chiche.  Car  faifant  la,  dernière  fraâion  égale  à  une 
nouvelle  inconnue  ,  on  pourra  afligner  à  cette  m- 
connue  une  valeur  en  nombres  entiers  &  pofîtifs. 
Mais  (îî?  &  c  ne  font  pas  premier^,  il  eft  mipollî- 
bl^  d'arriver  à  un  refte  ==  i.  Soit  la  fraûion  réduire 

',  a  ôc  d  étant  premiers,  entr'eux  y  d&c  c  ne 

lecanc  pas*  Suppofons  que* leur  divifeur  commnn 
foit  n^  il  eft  clair  que  n  ne  divifera  pas  a  ,  atirre- 
ment.tf  &  </Aeferoient  pas  premiers  entr'eux.  Fai- 
fons  ^=72/,  c  =  ng  ^  notre  fraftion  deviendra 

• ^  pi  donc hfy  =  gp  (  nombre  en- 
tier )  y  8c  pztcc  t{utfy  ôft  atxffi  an  nombre  entier , 
—  feroit  un  nombre  entier  ic  et  feroit.  divifible 

n 

par  n  ,  ce  qui  eft  impoffible  }  donc,  &c.  En  effet 

fuppôfons  la  fradion  réduite r-dans  laquelle 

d  5c  c  y  c*èft-à--dire  1 1  &  5  j  ne  font  pas  premiers 

entr'eux,  f  aifpns  — 7-^ —  ^=p  j  donc^  =;  j  ^  -— 

7;;  inciis  y  6c  pmat  dei  nombres  enriefl,  il  eft  évi- 
dent' que^rette  équation  ne  peut  jamais  avoir  tieu. 
On  poat  donc  connotcre  pztAi  dans  qnel  cas  une 
frad^on  xëduite  peutjoa  ne  peut  pas  err&unf  entier. 


V 
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en  fuppofanty  entier ,  du  dans  quel  cas  la  méthode 
précédente  peut  réuflîr. 

Problème  VI.  Un  Cuijinier  a  acheté  des  perdri:^ 
&  des  lapini  ;  il  a  payé  chaque  perdrix  ji  fols  ^  <y 
chaque  lapin  20  fols,  llfe  trouve  que  les  lapins  lui 
ont  coûté  ^  fols  de  plus  que  les  perdrix  j  combien 
a-t'il  acheté  de  perdrix  &ide  lapins  ?  Suppofons  que 
X  eft  le  nombre  des  lapins  ,  &  que  y  défigne  celui 
des  perdrix.  Par  la  nature  du  problème  on  aura 

20^=531^+7,  8c  x='^ =^-) — "^ 

=JK  -t-  r  (  en  faifant  la  fraftion  =  r)  j  donc  lor 

tor—7  9r  —  7 

■4-/idQncii/==9  r — 7,&r  =  — 1  =/+ 


9 

C'eft  pourquoi  i«  =  r  —  7,  Se  ^  ' 


ïï  u-hi$iy^r-{-f=^zou        j.^^  ^^^, 

H-  '$'3  nombre  des  perdrix  ;  &         ^  ^  f 

:r.=: j^-t-r==3itf-+-98  nom- 
bre des  lapins.  Il  eft  vîfible  que  les  plus  petites  va- 
leurs pofitives  de  :«•  &  de  j^  fe  trouvent  en  faifant  u 
=a  — T-  3  •  celles. qui  font  plus  grandes  fe  fuivent  en 
progreffiôn  arithmétique  commele  fait  voir  la  table. 
Problème.  Un  orfèvre  a  trois  lingots  d*or  ^  le  pre- 
mier contient  7  onces  £or  par  marc  y  le  fécond  5  7, 
%f  le  xroifiéme  4  {  j  U  -  veut  faire  un  alliage  de 
3  o  nuarcs  j,  de  manière  que  le  marc  de  cet  alliage  con- 
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tienne  Jix  once^  d*or.  Comment  doit^il  s^y  prendre  f 
Qu'il  prenne  AT  marcs  du  preqiier  lingot,j^  marcs,  du 
fecona,&  \  marcs  du  troinéme^pour  avoir  ï  ®.  l'équa- 
tion ^+^-4-ç=jo;  1°.  il  eft  vifible  que  7^1^+5  \y 
+  4  ~  !)[  exprimera  la  quantité  d'pr  oui  doit  fe  trou- 
ver dans  lalliage  ,  ç'eft-à-dire j^  3 pfois (î onces d or> 
ou  180  onces  ;  donc  7^-^-  j  xy  •+•  47^=  180. 
multipliant  la  première  équation  par  9  &  la  re«* 
tranchant  enfu;te  de  celle-ci  nxultipliée  par  z  ,  il 
vient  5^  -h  zy  ==  90  ^  d  où  l'on  tire  zj^  =  90  — 

^Xy  y  =545 =  45  — '•  ^^ y.^^  faifant  — : 


Mais  If  =  jo  — X  — j'idonc^f  =  ^u —  i  y^  ainfi 
u  doit  être  plus  grand  que  4  ,  &  plus  petit  que  i  o. 
Cependant  \\  ne  peut  pas  être  ==  5 ,  autrement  :f 
feroit  =  o  ,  il  ne  peut  pas  non  plus  être  =  9  , 
parce  que  dans  ce  cas  y  leroit  =  o  j  de  forte  que- 
le  problème  admet  les  lolutions  qu'indique  la  table. 

u=z6  y    x==  I  z  ,   y  ==  I  j   ^    ?  =^  J 

7  14  IQ  6 

^  16  5  9 

pKOBLENfC.  VI.  Les  faifans  fe  vendant  deux  écus  ^ 
les  perdrix  un  écu  &  les  cailles  {  ecu^  un  feigneur  or- 
donne à/on  maitre-d' hôtel  de  lui  acheter  cent  de  cesoi- 
féaux  ne  lui  donnant  pour  cela  que  yo  écus  y  comment 
pourra  s'^y  prendre  le  maître  -  di  hôtel  ?  Par  la  na- 
ture du  problême  en  faifant  le  nombre  des  faifans 
cherché  =  x ,  celui  des  perdrix  =y  ,  &  c^ui  des 
cailles  ==  ç ,  on  'aura  ces  deux  équations  x  -+-y 
-+.  :f  :;=  1 00  ,  IX  ^y  -^  i  If  ==70.  Pc  la  féconde 
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multipliée  par  x  ,   re* 
tranchez   la   pxemiôre , 


*— »3> 

J'— I»  1= 

=8<r 

I* 

4 

84 

VI 

7 

8z 

lO 

lO 

80 

9 

ïj 

78 

8 

i6 

7<î 

7 

19 

74 

^ 

12 

7* 

S 

*5 

70 

4 

28 

68 

3 

M 

6ér 

1 

J4 

^4 

I 

57 

6x 

pour  avoir  jje  -ir  ^^  = 
40  \  ainfîUeft  vifible  que 
A:eft<^  ou<  i4,& 
y  <^  40,  Confidérons 
maintenant  la  formaley 
==c  40  —  }  x.  Si  Ion  fait 
x=  1  j  ,  on  trouve  ^=3 
i,&  :f  3=  8^.  Si;c:?=  12, 
y  fera=4  ,  &:j  =  84  , 
&  ainfi  de  fuite.  La  table 
fait  voir  qu'il  y  a  treize 
folutions. 

Problème  VU.  Trente^  bctes  ont  coûte  75  écus  ;  Us  mou^- 
tons  coûtent  5  icus ,  les  brebis  ^  ^b  les  agneaux  t  ;  on  demande 
le  nombre  des  moutons  x ,  celui  des  brebis  y ,  &  cehd  des  agneaux 
z.  Il  eft  évidoQC  par  la  nature  du  problême,que  les  moutons  ont 
coûté  ^  X  y  les  orcbis  ^y  ,  &  les  agneaux  i^.  Donc  on  a  Té  • 
cation  5JC  +  3y  +  2ç  a=  7  f .  De  plus,  poifqu'il  y  a  30  bètes, 
on  a  r4-:y-f-^a=jo.  Multipliant  la  féconde  équation  par  t  ,& 
la  retranchant  enfiilte  de  la  première  »  le  premier  membre  du 
premier  membre  ,  le  (econd  du  fécond  (  ce  qui  évidem- 
nent  ne  détruit  point  l'égalité  ,  poifijue*  de  quantités  égales  on 
3ce  feulement  Ses  quantités  égales  ) ,  il  vient  3  x  -l-y  *=i  5  » 
ce  qui  fait  connoître  que  y<^if^&X'^5.  Multipliant  la  fé- 
conde équation  par  3  ^  &  du  produit  ôtant  la  première ,  Ton  a 
—  2*  -f-  ^  =fc=  T^  ;  mais  2*  «^  10  ,  pulfque  x  <^  ^  \ 
donc{;  '^25.  Parce  que  la  limite  de  x  eil  plus  petite  que  celle 
dey,  {èryons  nous  de  Téquatlon  ^x  -4-y  =^  if ,  qui  nons' 
donne  y  =  15  —  }Xm  Failant  ufage  de  cette  première  équa- 
ion  &dc{=ai^-|-2Ji:,fi  nous  fup- 
poibns  jt  =  4  ,  nous  aurons  y  =3  5  &  ^  *=='4*  y*==5  >  î****  J 
«=  2}.  La  table  fait  voir  les  (blutions         '  ^  *^ 

4u'admetle  problème,  oïl  l'on  voit  auffi  *         ^  '^ 

es  fériés  &  les  différences  àts  ferles  des  *  ^ 

-aleurs  correfpondantes  de  x ,  y ,  {• 

PaOBLEMB  vin.  On  a  acheté  30  bouteilles  dedifférânsvins 
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7  5  liv.  Le  vin  de  Bourgogne  coûte  5  /m  là  bouteille  «  cr/ii i  </e 
Champagne  5  //v.  &  c«/u/  de  Cahor^  i  /irv.  Oa  demande  le 
nombre  des  bouteilles  de  chaque  efpece  de  vif  :\\  t(k  vifîble  qu  ea 
appellanc  x  \t  nombre  des  bouteilles  du  premier,  vin,  y  le  nom- 
bre des  bouteilles  du  fécond  ,  &  {;  celui  des  bouteilles  du  troi-* 
fieme  ,  on  aura  les  équations  fuivantes  x  -H^-f-  \r^)o\^x  + 
$y  +  1^  =  7  5  ,  deiquelles  on  tirera  les  mêmes  valeiurs  nu- 
mériques de  a;  ,  y  &  {  que  dans  le  ptobiêroe  précédent 

ProblemB  IX.  Suppofant  quun  voyageur  na  que  trois  éf- 
peces  de  monnaie  ,  les  pièces  de  la  première  efpece  valent  j  liv. 
celle  de  la  féconde  3  liv.  &  celle  delà  troijiéme  l  liv»  Il  a  <//-. 
penfé  j  5  liv,  ipiil  veut  payer  en  %o  puces  ^  combien  de  pièces . 
doit-il  donner  de  chaque  efpece^.  Soit  x  le  nombre  cherché  des. 
des  pièces  de  I3  première  efpece ,  y  celui  des  pièces  de  la  fé- 
conde efpece  ,  :f  celui  des  pièces  de  la  troifiéme  efpece  \  il  eft 
évident  que  nous  aurons  les  deux  équations  x  -j-y  +  ;[=^tq  ; . 
J*  +  ?y  +  *{  =  75  >  ^^^  '^ous  tirerons  l^s  mêmes  valeius 
numériques  de  ;c  ,  y  &  ^  que  dans  l'avant  dernier  problême  :. . 
ainfi  ce  voyageur  peut  payer  fa  dépenfede  quatre  manières  dif« 
férentes. 

Problème  X*  Trois  marchands  ont  chacun  un  certain  nom- 
hre  déçus  »  de  manière  que  fi  on  multiplie  le  nombre  des  écus  du 
premier  par  3  ,  le  nombre  des  écus  du  fécond  par  f ,  &  /r  nrnnhri 
des  écus  du  troifiéme  par  7  »  lafonme  des  produits  eft=^  ^éo^ 
mais  fi  Ton  multiplie  le  premier  nombre  par  ^^U  fécond  par  t  j  ^ 
&  le  troifiéme  par  45^ ,  la  fommt  des  produits  fera  %9io  y  on 
demande  le  nombre  des  écus  de  chacun.  Soit  x  ie  nombre  dc9 
écus  du  premier  marchand,  y  le  nombre  des  écus  du  fecpp^.s  ^' 
^  le  nombre  des  écus  du  troifiéme.  On  aura  donc  les  deux  empâ- 
tions 5*  +  îy  +  7î  ««=  5^0  i  px^  z^y  +  ^9^  —  v9i.o. 
Multipliant  h  première  par  }  âc  la  retranchant  en(ùite  de  la 
féconde,  il  r<ftera  ioy*f-i8^  =»  1*40^  donc5y+i4Ç«=*  6%o^ 

d'où  l'on  tire  y  =*=  1 14 1-.  Il  eft  donc  néceffaire  que  j  fpit 

divi(ible  par  $*  Ainfi  faifant  u  «=>  -^  ou  f  u  ss=^  ,  noo^aU'* 

rons  y  =  114  —  14^  ;  ceft  pourquoi  la  première  équation  de-^ 
virpdra  j*  —  i$u  +  ^io=»  560,  ou  jjc  =  3511  — 60,  & 

*  =  — 10.  Si  Ton  (ait  tf  =3=  jr ,  on  ttourcr^^p»  jf < 
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I— iff.Orilcftvifiblcquer        ^ 

doit  être  <[  3,  aaeremcnty  fe- 

toîe  négatif  ;  de  manière  que  Fon  eft  borné  tvtx  cUuz  folutions 

qu'on  roi c  diians  la  cable* 

P&OBELME  XL  Difpefer  20  chevaux  dans  cinq  écuries  de 
manière  qu'il  y  en  ait  un  nombre  impair  dans  chacune,  Soitf 
le  nombre  des  chevaux  qu'il  doit  y  avoir  dans  la  première  écu- 
rie ^.r  celui  de  ta  féconde  ^  x  celui  de  la  troifîéme^  y  celui  dc 
la  quatrième ,  &  j  celui  de  la  cinquième.  Comme /&  r  doi- 
vent être  des  nombres  impairs,  leur  fomme/-f-  r  fera  évidem- 
ment un  nombre  pair  que  )#  (ûs  «»  p.  Par  1:^  même  raifbn  x 
+  y  fera  un  nombre  pair  que  je  fuppofe  =  q  ;  mais  /?  -(-  ^  , 
ibmme  de  deux  nombres  pairs  eil  auuî  im  nombre  pair  que  je 
fais  ==  ff.  Si  au  nombre  «j'ajoute  {,  nombre  impair ,  la  fom- 
inc  «  -f-  ;^  des  deux  nombres ,  dont  l'un  cft  pair,  &  l'autre  im- 
pair ,  fera  évidemment  un  nombre  impair  ;  donc  le  nombre 
des  chevaux  dcvroit  erre  impair.  Mais  ce  nombre  èfl  lo  nom- 
bre pair  ;  donc  le  problème  cft  impoffibte.  On  proufera  de 
mênre  qu'il  n  eft  pas  poffïbïe  de  placer  100  chevaux  dans  (ept 
écuries  de  manière  quil  y  en  ait  un  nombre  impair  dan^  chacu- 
ne ,  parce  qu'alors  {ept  nombres  impairs donncroient  un  nom-* 
brie  paîr,c'eft-d-dire,que  ta  fommc  d'un  nombre  impair  de  nom- 
bres impairs  donneroit  un  nombre  pair ,  ce  qui  eft  impoflfîble,' 

Il  arrive   fouvent  qu'on  ne  parviendroît  jamais  a  la  fo-  ' 
luitiôn  d'un  problème  ,  f! Ton  ne  &ifoit  attention  à  quelques 
propriété  fînguHeres  des  quantités  qui  peuvent  le  réfoudre  >  ' 
ccft  ce  quon  peut  facilement    remarquer  dans  Texemple 
fiûvant- 

Problème  XII.  Trouver  un  nomire  p4rfài^c*e^à'dire  , 
un  nombre  égala  la  fomme  defes  divifettrs  e^^^  Parmi  ces» 
divifeurs  nous  ne  comptons  pas  le  nombre  luffiicme ,  autre- 
ment le  problème  feroit  abfiirde.  Je  cemarque  que  lorfqu'une 
progremon  géométrique  commence  par  funitc  âc  que  fon  ^  ' 
cond  terme  eft  un  nombre  premier  ,  aucun  de  fes  termes  ^  ' 
peut  ê(xe  divifé  exaârement  que  par  quelqu'un  de  ceux  quifl 
ffrécédbnt ,  comme  il  eft  fecile  de  s*en  appercevoir  dansla  pro- 
greffion—  i  :  i  :  4  '^  î  itf&c.  (A).  Je  fais  encore  attention  ' 
que  dans  la  pcogseffion  A,  i^  Chaque  .terme  ef^égal  d  la  (om-^ 
me  des  termes  précédent  augmentée;  de  l'unité  î  *%  Quo  C\\ 
on  multiplie  un  des  termes  par  un  iiombre  premier,  le  produit 
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ne  peut  être  divifé  que  par  le  terme  qu'on*  a  pris  ,  par  ceux  qui 
le  précédent ,  par  le  multiplicateur  premier ,  &  par  les  produits 
de  ce  multiplicateur  par  les  termçs  précédens  de  la  progrel* 
fion»  Soit  <^  =  1 ,  la  progreflîon  A  deviendra  H-  d^  i  d  :  <P- 
&c.  Soit  encore  d"*  le  terme  cherché ,  x  le  multiplicateur  pre- 
mier par  lequel  on  doit  multiplier  le  terme  d^  pour  avoir  d^  x 
nombre  parrait  cherché.  Tous  les  divi(èurs  de  ce  produit  font 
<^^=i  ,^,  ^*,  di  '  •  'd^y  Xydx  ,  d^-X'  '  'd' — '*  ;& parce  que 
d*  efl  égal  à  la  fomme  de  tous  fes  divifeurs ,  on  aura  ^^  x  =i 

+  d+d"- •  '+d^  +  X  +dx+d^x 1-<^— '  *.  D'où  Pon 

tirera  aifément  d^  x — x — dx — d^X'  • d** — "  x  =^i-^d^ 

^^  ■  — 4-  ^,  &  jc  =   ./  "^  "^  ^  "^^  '  ^J^     .Mais  ^ 

-=  (i  +  d-\-d'^  •  •  •  -f-if»^»  )+  ij  donc  <^»  —  i  —d 

d}* — ^  =  1  ,  c'eft-â-dîre ,  que  le  dénominateur  de  la  valeur  de 

X  cft  !'unité,&  par  cohféquent  *  ==  i  -|-  d-\--d^ 1-^/".  D'au- . 

tre  côté  x  doit  être  un  nombre  premier ^  ainii  fî  on  ajoute  les- 
uns  avec  les  autres  les  termes  de  la  progreflion  -^  i  :  1:4: 
8 : 1 6  :  ^  :  64  &c*  ju(qu  à  cc  que  la  fomme  donne  un  nombre 
premier,  &  quon  multiplie  cette  fomme  par  le  dernier  terme 
qu'on  a  pri$,le  produit  lera  un  nombre  par£ut,&  l'on  pourra  de 
cette  manière  eii  trouver  tant  qu'on  voudra.  En  prenant  les  deux 
premiers  termes  1^  &  x ,  on  a  3  nombre  premier  y  &  multipliant 
ce  nombre  par  t  dernier  terme  pris,  on  a  6  nombre  parfait  3^ 
car  il  efl  égal  à  la  fomme  de  tous  fes  divi£bur$ ,  1^1,3.  De 
même  prenant  les  trois  premiers  termes  i ,  x ,  4 ,  on  trouve  7 
nombre  premier  qui ,  étant  multiplié  par  4 ,  donne  ^  ,  autre 
nombre  parfait  égal  à  tous  fes  divifeurs  2.  i,  4.7,  14;  6c 
amn  de  fuite. 

^8.  VeMjy  maintenant  a  une  autre  efpece  de 
problèmes  ijfcis  lefquels  nous  fuppoferons  que  les 
quantités  inconnues  ne  font  pas  fpurdes  ou  incom- 
menfurables  :  comme  feroit ,  par  exemple ,  laquan-*- 

ti^  y  j. 

Problème  I.  Trouver  deux  nombres  dont  la  fomme 
des  qièarrés  foit  un  nombre  quarré.  Si  au  quarré 
x^ — ixaya,^-y4^on  ajoute  un  autre  quarré  4r*y», 
la  fomme  fera  =  ji;4  +  xx^y^  +j^^  ,  quarrc  dç 
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x^^Y^  î  donc  les  nombres  cherchés  font  x^  — 
y*  6c  ixy ,  dont  la  fomme  des  quarrés  égale  le 
quarré  de  ;if*  H-  ^*.  Ainfi  1  on  peur  donner  ix  ic 
à  y  telles  valeurs  que  Ton  voudra  ,  pourvu  que  cesf 
valeurs  ne  foient  point  des  quantités  fourdes  ou  ir- 
ryionnelles.  Si  Ton  fuppofe  x=^  i  6cy=  i  ^  on 
aura  x^ — y^z=Ly  — '4=5  >i^J^=  n  ,&  Z5  -h 
144  =  1  ^9  ,  quarré  de  x^  -♦:>'*  =  1  ?• 

Problème  II.  Trouver  deux  nombres  quarrés  dont 
la  différence  foit  un  quarré.  Soit  x^y  l'un  de  ces 
nombres,  x-^  y  lautre  nombre,  leurs  quarrés  font 
x'^  -+-  2jfy-+-j'*,  ^  — ^2^j^-|-y*,dont  la  différen- 
ce AfXy  doit  être  un  nombre  quarré  \  mais  la  racine 
2  \/.vy  eft  néceflTairemènt  un  nombre  pair  (  parce 
que  le  double  d'un  nombre  .pair  ou  impair  eft  nécef- 
iairement  pair  ).  Soit  donc  i/z  cette  racine  ,  l'on 
aura  4^y  =  ^nn  ,  ic  xy  ^=^nn\  ce  qui  fait  voir  que 
xy  eft  un  nombre  quarré.  Âinû  fi  l'on  divife  un 
quarré  quelconque  nn  en  deux  faâeurs ,  dont  l'iui 
ioitpris  pourx,  &  l'autre  pour  y,  le  problème 
fera  réfolu.  Soit  fuppofé  /z/i  =  4  ,  fi  Ton  fait  x  = 
4  &y=  I  ,  les  nombres  cherchés  x>^y^  x  — y 
feront  5  &  3  ,  dont  les  quarrés  font  1 5  &  '9  ;  or  la 
différence  de  ces  quarrés  eft=  i(^  nombre  quarré. 

Problème  II  ï.  Trouver  deux  nombres  x&  y  tels 
que  le  quarré  du  premier  joint  au  fécond  foit  égal  au 
quarré  du  fécond  joint  au  premier.  On  aura  donc  jc* 
-{-y  =y  -h  ^,ou  X— y  =  :c'  —y  "  =  {x  H-j^) 
X  (  X — y  )  y  donc  en  divifant  par  x  —  y,  i  =s.x 
-H  j^  j  &  partant  fi  Ton  partage  l'unifé  en  deux 
parties  quelconques ,  ces  deux  parries  réfoudront  le 
problème.  Ainfi  fi  l'une  des  parties  eft  7  &  lautre 
7,  onaura7-f-7=:7-+-7. 

ProbljbmeIV.  Divifer  un  nombre  quarré  dL3i  en  deux 
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autres  quarres  x*  6*  y\  Par  la  nature  du  probicme 
1  on  aura  a*  =  x*"  -h^'  (  A.  )  ,  a*  —  Af*  =  j^*  = 
{ /zjr  -^^  )* ,  en  faifanc yz=znx  —  a\  donc  l'équa- 
tion A  deviendra  a  =  ;t:*  '\'nnxx — ^  2a/2Jf  -4-  a^ 
ou  en  cranfpofant  &  effaçant  les  termes  qui  fe  dé- 
rruifent,  xnax  =*a:-4-/2/z;ca:,ou  i/2fl=  (  I  -f*/2«) at} 

donc  :t  =  j--  .'  Si  on  prend  donc  pour  x  &  pour  n 

des  nombres  rationnels ,  y  fera  auili  rationnel.  Soie 

/z  =  2  j  jr  fera  =  — •  C'eft  pourquoi  fî  on  fup- 

pofe  û  =  5 ,  &  par  con^cfuenf  û*  =  25  ,  on  aura 
jt=4  &  y^=^nx — a  fera=j  :aihfi  les  nombres  cher- 
chés x&cy  feront  4  &  3 .,  &  la  fomme  i  ^  -h  9  de 
leurs  quarres  fera  égale  au  quarré  <z^  =  2  5 . 

Problème  V.  Etant  donnés  deux  nombres  quar^ 
rés  aa  j  bb  pantager  leur  fomme  aa  -+*  bb  en  deux 
autres  quarres.  Soit  x  — a  la  racine  d'un  des  quar- 
res cherchés,  nx  —  b  la  racine  de  lautre  ;  nous 
aurons  donc  {x — aY  -+-  («x  —  ^  )*  =  <2*  H-i\  ou 
a:*  —  lax  ^a^  ^n'x'' — 2/iAx -{- *' =  a' '+ A*; 
&  en  tranfpofant  &  effaçant  les  quantités  qui  fe  dé- 
truifent ,  x^-^nx""  =  znbx-\-iax^  Sc  en  diyifant 
par  AT ,  jc  -j-  n^x  =  2/2A  H-  2^  j  d-où  1  ou  tire  x  =; 

—       ^  .  On  pourra  donc  fatisfaire  à  la  queflion 

propofée ,  en  prenant  pour  n  un  nombre  rationnel  , 
excepté  l'unité  ;  car  fi  on  faifoit  72=  i  ,  on  auroic 
x=^  i'+''a  y  ôc  le  nombre  x  —  a  feroit  =  A  j  de 
forte  que  dans  ce  cas  la  ibmme  û*  -H  A*  ne  feroit 
pas  partagée  en  deux  quarres  différens  de  a*^  6c  b^* 

Si  on  fuppofe  ;2  =  2 ,  l'on  a  :r  = .  Si  donc 

00  fuppofe  encore  ^  =  2,  ^2  =  3,  il  viendra  x  = 
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Les  quartes  de  ces  nofnbres  -^  te  —  étant  ajoutés 
enfemble  donnent  —^=13  ^fomme  de  deux  quar- 
tés 4  H-9  =  tf'-f-Â\ 

Problème  VI.  On  demande  un  nombre  x  y  qui 
ajouté  à  deux  nombres  donnés  a  <&  b  ^  les  rende  quar- 
rés.  Par  la  natute  du  problême  a-^  x  fera  unquarré 
parfait ,  auflî-bien  que  b  -+-  x.  Soit  m  -h  ;z  la  ra- 
cine du  premier  quarré  &  fuppofons  que  m — n 
foit  celle  du  fécond ,  nous  aurons , 


tf  -|-  X"  =  mm  -h  2/n/2  -+-  nn,  A 
^  -f-  jc  =  mm  —  xmn  -|-  hn.  B 
a.  —  b  =  4/72/2» 

Alnfi  fi  on  prend  le  quart  mn  de  la  différence  des 
nombres  donnés,  &  qu'on  le  divife  en  deuxfaûeurs 
m  Se  n  ^  les  racines  des  quarrcs  qui  refondront  le 
problême  ,  feront  m-+- n&c  m  —  n.  Or  Tun  quel- 
conque de  ces  quarrcs  fuflSra  pour  trouver  la 
valeur  de  x  par  le  moyen  des  équations  A  ou  B. 
Soit  û=i7,^=5,on  aura  a  —  b  =  1  z  Se  mn 
=  3.  Ayant  donc  pris  fw=  3  &  n:=i  ,  pour  avoir 
m  -f->2==4,  m--^n=:  2,  il  viendra  ^  +  ^=  i^ 
&  x  t= —  1  (  Tëquatiôn  A  +  ;r  =  4  donne  apffi 
x==  —  I )  &  il  eflr vifible  que  17  —  1  =  1^,  & 
j  —  1=  4  font  des  nombres  quarrcs. 

pR  OBLEME  yiLTitius  &  Altscandri  ont  chacun  un  certain  nom- 
bre de  louis  ,  de  manière  que  fi  Ton  ajoute  Upnoduit  de  ces  nom^ 
"bres  à  leurfdmme  ,  le  réfultat  donne  jf  ;  quel  eft  le  nombre^  des 
iûuis  de  chacun  ?  Son  jf  le  nombre  des  loiiis  de  Thius^y  (e 
nombre  des  louis  d'Alexandre.  Par  la  nature  du  problême  xy-^ 

«« —  1-4 ,— .  Il  four  donc  que  x  -^^  i  foie  un  divifeurdc 
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80.  Si  Ton  veut  que  x  dey  (bit  des  nombres  entiers  pofîti6  qu 
oJ^  on  aura  les  (olutions  Indiquées  par  la  table. 


Divifeurs  de  80     1     i     4    j     8  10  i6|io  40J80 

«  =1   ô     I     3     4     7     9  ij   i5>   ÎPJ7P 

y—  79  }?|i5>  15     ^     7     4     3     ij   0 

/ 


Paobleme  Vm.  m ,   a  >  b  &  c  étant  des  nombres  donnés j 

on  demande  la  valeur  de  x  &  dey  en  nombres  entiers  ^  lorfqu*on 

a  l'équation  mxy  =  ax  +  by  +  c.  On  aura  donc  y  = 

iix+c  max-Armc  ,    mc-\~ab  ^  ^, 

- — j^my^^ ^—7—  =  tf  +  '  /  >& par conlcquent 

—  b     "^  mx — b  mx^—b'^  * 


mx 


le  numérateur  de  cette  (raé^ion  doit  être  divifible  par  le  dénomi- 
nateur; c'efl  pourquoi  en  faifant  le  numérateur  t=^,  &  mx — b 

=  /  ou  «  =•'— ^ — ,  /+  ^  <^it  ^^''c  divifible  par  /».  Ainfi 


m 


parmi  les  fadeiurs  de  mc'\'ab  oh  ne  peut  employer  que  ceux 
qui ,  étant  ajoutés  à  b  ,  donnent  une  fomme  dividble  par  m^ 

Problème  IX.  Alexandre  a  un  nombre  x  de  louis  &  7/- 
tius  un  nombre  y  tels  que  5xy=ix-|-3y-|-i8  ,  quel  efi  le, 
nombre  des  huis  d'Alexandre  cf  celui  de  Titius}  On  auray=a 


1*4-18 


Scsy 


io*-(-  $0 


1  + 


96 


One  s'agit  donc 


5x  — 3       -  .^*— 3^  •      5-^—3 

Sue  de  trouver  parmi  les  divifeurs  de  96  ceux  qui ,  ajoutés  à  3 , 
onnent  des  nombres  divifibles  par  5  ^  mais  les  divifeurs  de  y^ 
étant  I  y  z  ,  3>  4>  ^  9  8  ,  ii,  16,  24  ,  31,  48  ,  96,  il  eft 
facile  de  voir  qu'il  n'y  a  que  x  ,  11,  31  qui  aient  la  condition 
requife.  Si  Ton  feit  5  «  —  3  =»  i ,  on  aura  x=i&y=io; 
l'équation  çjc  —  3  «=«  1 1  donne  ar  «*  3  &  ^  a=«  a.  Ennn  la  fup; 
polition  de  i;f  ^-  3  a«  31  donnera  je  =  7  &y  =  i. 

Remarque.  Comme  dans  la  folution  géncralç  Ton  zmyzs 
a  =fî ^TTj"  y  il  n'cft  pas  difficile  de  voir  que  fi  un  nombre 

de  la  forme  mc"\-ab  eH  divifible  par  mx  —  ^ ,  le  quotient  cft 
néceffairement  renfermé  dans  la  forme  my  — a.  Ainfi  Ton  peut 
repréfcnter  me  -\^ab  pu  {mx  —  b)'(my  —  a).  Si  Ton  avoit 
m"»ii,^«»*7,  tfa«>5&cea  xj^  ontrouveroit  iiy  —  j 
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*=-^ ^-*-«  Les  divlfeurs  de  7r<  font  i,   <  ,  4«  ,   »i<  • 

parmi  lefquels  II  fauc  cholfir  ceux  qui  (ont  compris  dsUis  la  for- 
mule izx  —  7.  Le  feul  (liviièur  5  faiisfai&ic  à  cette  condi- 
tion ,  on  a  iix — 7  =  j  ,  &  iiy —  j  =«435  Jonc  ;ç  «»  i 

pROB.  X.  Titius  a  un  nombre  x  &  AUxandn  un  nombre  y 
de  chevaux,  de  manière  que  xx-{-xy^=iX+jy-4-  ij?  j  quel  efi  U 

nombre  des  chevaux  de  chacun*}  On  aura  veas — ■■ "*       . 

■= — X — 1  + IX —  î  doit  donc  être  un  divifcurde  16^ 

&  la  divifîon  étant  fuppofée  faite,  le  qtiotient  fera  y + x-f*  i  $ 
mais  les  divifeurs  de  i6  font  i ,  i ,  1 3  ^  i6  :  Ainfi  nous  au* 
rons  les  folutions  fuivantcs,  Ci  x  —  3=  i,oufiAr=4,on 
auray+AP  +  i  =^  +  5=  i^,  &y  =  ii,  Si  a:— 3  =  t, 
on  aura:ï=:  5  &y=7.  Si* —  3  =  13,  onaura  jra=ié  & 
y  == —  15;  Cette  dernière  valeiu:  étant  négative  ne  peut  pas 
£ervir ,  &  c'eft  pour  la  même  r^fon  quonne  peut  pas  iuppo£êr 

«  —  3  =  ^^• 

Probiemb  X1«  On  demande  de  rendre  rationeUe  la  quantité 

yy— — ^ 

Y^  (  a  -f-  bx  ).  Soit  a  +  ^  ^=^yy  >  ^^  aura;c  =  "^—^ — >& quel- 
que nombre  que  Ton  Tubflitue  â  la  place  dey  ,  il  en  réfultera 
toujours  pour  x  une  valeur  telle  que  a'\'  bx  fera  un  quarrë , 
ât  par  conféquent  ^  {a-^-bx)  une  quantité  ration elle^ 

Problème  XII.  Rendre  radoneilt  la  fomûtle  ^  (  i  -\-xx). 
Il  eft  clair  que  les  valeurs  de  jrnc  pétîvent  être  des  nombres  en- 
tiers ;  il  faut  donc  fe  borner  a  chercher  des  nombres  fradtion- 
naires.  Soit  i +Afx'=^*+r;  donc  i-f-x*  =  jcx+ ifA;-f- 

V-  ;  d*ou  Ton  tire  itx-^^tt  =1  y  ôc  x  == .  Si  a  la  place 

de  t  on  (iibllitue  im  nombre  entier  ou  fractionnaire  , 
il   en  réfiiltera  pour  x  une'  valeur  qui    réfoudra  le   pto- 

*  mm 

I 

.        m  nn         n  n  —  mm 

blême*  Soit  t  ==*  — ,  on  aura  x  == =^ 

n  zm  %mn 

n 
(en  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraâion  par  »  «) .  Donc  i  + 

Tome  I.  .M 

i 
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n^  +  zmmnn -\- mSf.     /,      ,        \        wt  +  mm  ç. 
'  j^mmnn  >      ▼  v      t  ^^^ 

/i=  1,  &m  =  i,  ona*=^;  firt-=>3,  &w  =  i  ,  il  vient 
:ç=i;fîa=^  3  &I7I  =1,  X  ferac=c^;  &c. 

Problème  XIH.    ç  crtf«r  ««  nombre  entier,  on  propofede 

rendre  rationelle  la  formule  y/  (  iz2+  i  ).  Soitfuppofcc  cette 

quanthé==  ç  +/^ ,  l'on  aura  i^î  +  i  =  {î  +  ifi^  +  /'f  » 

ainfî  {?-  «=*  iîf+f/'  —  i ,  &  î  =  /?  +  V"  (  ^PP—  *  )'  ^^  *^^ 
donc  vifible  que  (\p^=  i  ,  {  fera  une  quancicé  radoneilef>=  » 

&  V  {  »ÎT  +  I  )    fera  =  3-      ^ 

Problème.  XIV.  ^  e/<»/ï^  toujours  un  nombre  entier  ,  on 
propoje  de  rendre  rationelle  la  forme  V  (  322  +  i  ).  Suppofant 
cette  quantité  —  î  +  /'»»<>«?  aurons  31Î-+-  '  =  î?  +  ^î/^  + 

^^&:î;^^=:içp+p/7— l,dourontire£=^ -^^^^      *  , 

^  fera  donc  raiionel  en  fuppofant /?  =  l ,  ce  qui  donnera  ç 

Problème  XV.  \  étant  encore  un  nombre  entiet ,  on  de^ 
mande  de  rendre  rationelle  la  forme  V  (  522  -+-  i  )  qui  efi  plus 
grande  que  x{.  Je  fuppofe  celte  quantité  =  x^  -^-p  pour  avoir 
j^ç  +  I  =«  4^^  +  4^p  -f  pp  i  d*oà  je  tire  n  =  4C/>  -fpph 
—  I,  &  ^  =  ap-f  y  (çp;,— i)=i+i,  en,fupporant/> 

=-t;  donc{=4&V(5{î^-0=^; 
PROBLEME.  If  étant   toujours  un  nombre  entier ,  on  propoje 

de  rendre  rationelle  la  forme  y^  (  ^{ç  -j- 1  )  dont  la  valeur  efi 

entre  12  &  32.  Je  fois  donc  cette  quantité  =*  xç  +p  pour  avoir 

6{:(+  l=4^^-|r  4??  +mou  zr^  =  4{p  4-p^  —  !•  Donc 

par  la  méthode  des  équations  du  iecond  degré  ,  j'aurai  ç  =p 

^  V  V   PP      ^) .  donc-f^  zp  ,  du  pioins   en  fuppofant 

X 

p^  I .  Si  en  conféquence  je  fuppofe  f  =  xp  +î  >  ^o"^  ^^■* 
rons  en  fubftituant  cette  valeur  aans  Féquaiion  précé<îentc , 
&  ôtant  la  fradïion  ,  nous  aurons,  dis^je  ,  4p  +  x^  = 
iP+  V  i^PP  —  ^)y  ottx/»  +  x^  =  V  (  6pp—  x) 
ou ,  en  prenant  les  quarrés  4/7?  -j-  Spq  -j-  j^q  =  6pp  —  x.  Il 
cft  donc  facile  de  voir  que  zpp  =*  /^qq  -f.  8p^  +  x  ,  /)/?  = 
zgg  +  /[pq+  l,Scp=zq-i-  V  (  ^?î  +  1  )•  Cette  ibxmulc 
reffemblant  â  la  première ,  je  fois  ^  =  0,  donc/?  =  1,  {  =  x, 

•  Problème  XVI.  i  étant  encore  un  nombre  entier ,  comment 
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peut-on  rendre  rationeile  la  formule  y^  (7ç^-f-i)  =  m>  II 
cft  facile  de  voir  que  m  ^  ir  ;  j^  ^^5  donc  m  ==  iç  -f-;>  pout 
avoir 7îî  +  I  =  4îr+  ^XP+PP^^^  311—  ^ÏP+PP^ 

1 5  donc  i  =  -^ »  Maincenan*,  puifque  ^  > 

—  ,  &  par  conféquent  plus  grand  q^e  p ,  je  fuppoferaî  {  =  /> 
3 

+  ^,  &faiitaip+  3î=  y"  {ypp  —  ^)^  on pp  +  6pq -^^ pqqs 

=  7?P  —  3  5  <ionc  6pp=9qq  +  ^/^^  +  },  ou  v/^  =  3^^  + 
4;?^+ 1 ,  &  par  conféquem/>  =  l±J^Li211±ill.  Qt 

on  a  ici  f>  ]>  ç  ;  c*eft  pourquoi  je  fais  />  =±!  g  -f-  r ,  pour  avoir 
q  -{-|zr  ==  V  (  7îî  •+-  i  )•  De  là  je  tire  d'abord  qq  +  4'*^+ 
4r/'  =  jqq  +  1  >  en&ite'éj^  =  ^^r  +  4rr —  i,  ou  j^^  ==  zqr 

•+-inr—  I J  &cnfin^=  ^' ^.  Et  parce  qne 

ç>r,  je  fois  ^  «=  r  +  y;  pour  avoir  ir  +  3/"=  y  (7rr  —  3)  , 

ou  4^^^+  1»'/+^//=^  — 3  »  o»i  3"'*='  l^rf+9ff'+' 
3  ,  ou  rr  =  4r/-|- '3/74-1  ,&r  =  i/+.v^  (7//+I),  for- 
mule par  laquelle  en  fai{àncy=s  o  ,  on  obtient  r»âi  i  ^  ^--.  j^ 
^=  1 ,  ^  =  3  j  &•;«  =  8. 

On  peut  aufli  rëfoudre  plus  facilement  ce  problème  de  la 
manière  fiii vante.  Puifque  7{f  +  I  ^=^mm  ,  il  cft  vifibieque 
tn<^l{*3c  fuppofe  donc  m  =«  3  { -*^;>  pour  avoir  7^7  -f.  i  =1 

^?î  —  ^KP'^'PP  5  *^"  HC  "^^  ^?^^  —  ^'^  4"  ï*  Rtfolvani 
cette  équation  du  fécond  deg;ré  ^  en  regardant  ;{;  comme  Tin- 

connue ,  )c  trouve  ^  ==  ^ '■^— ^ •  Ainli  f  <^  3^ 

Je  fais  f  ==  3^  —  *î  pottt  avoir  ,  en  prenant  les  quarrés ,  9pp 

—  I  %pq  +  é^q  =  IfV  +  *>  *^'*^*^  *^  ^^^  **^  ^^  ^^^^^  ^-P  =*=  ^/'^ 

—  i^*-H  1  >  &P«=3f  +  V^  {7^Î  +  I  )•  Donc  en faiûnt  j 
=  Oi  il  viendra  p=i,î=  3,&m=«=8,  comme  nous  l'avons 
déjà  trouvé  par  la  première  méthode» 

Problème  XVII.  Rendre  raàonelte  la  forme  ^  (8fÇ+  l) 
«=m.  Je  fais  m  a»  3^  — p,  pour  avoir  8{*  +  i  »=»^î'*  — 
^r/'  +  Z'/^^^^^îî^'^ÎP— A^/'  +  n  d'où  je  tire  j  =  3;?  4- 
V^  (  S/?;»  + 1  )•  Comme  V*  (  8/'/'  +0  cftfemblable  à  la  forme 
propofce,  je  puis  faire  /i  =  o  :  ainiî  {  =  i,  &  «x  =  3. 

Problème  XVIII.  gf  ^'/<2«^  ^^/î  nombre  eruier pofitif  &  non 
quarré  ,  rendre  rationeile  la  forme  V  (^îl  +  i  )•  En  fui  vaut 

Ml 
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la  méthode  qu'on  vient  d'employer  dans  le  dernier  &  Tavant 
dernier  problème ,  on  parviendra  a  la  fin  a  une  quantité  radi- 
cale 4e  la  forme  V  ië^^  +  ^)  4^^  ^^"  fembkble  a  la  propo- 
fce  dans  laquelle  en  fuppofant  «  =  o  &  retournant  fur  fes  _ 
pas ,  on  trou  vda  pour  ^  une  valeur  qui  rendra  ratloncUc  la  for- 
me propolce.  SI  g  ctoit  un  nombre  quarré,  entier  6c  pofitif,i'I 
eft  vilîble  que  gn  feroit  un  quarré  ,  car  ^  eft  fuppofé  un  nom- 
bre entier.  Mais  un  quarré  augmenté  d  une  unité  ne  peut  de- 
meurer quarréjdonc  gf  {+I  ne  fauroît  dans  ce  cas  être  un  quar- 
ré. Si  g  eioit  négatif  &  entier  ,  la  formule  propofée  feroit  ima- 
ginaire ',  ainiî  il  feroit  abfurde  de  voul  oir  la  rendre  ratior^elle. 
Problème  XIX.  Rendre  rattonelU  la -forme  ^  [aa-^bx 


mx 


+  cjç*  ).  Je  fais  cette  quantité  =  ^  H '—  pour  avoir  aa  -f. 


7.am  mm 


.     i,am         .      f"'/*  -car         ^  i 

bx-^  cxx=^  aa  -|- *  H xx*  Lftaçant  les  termes  qui 

fc  détruifent   &  divifànt  le  reft^ar  x  ,  il  vient  3  -4-  ex  = 

îifi  +  ^!ÎL  ;cj  dW  il  eft  aifé  de  tf er  x  =  ^fi!!l!!—.È!l!L.  En 

mx 
fubUituant  cette  valeur  de  X,  nous  aurons  a  H =    ^  + 

nnc  —  mm  nnc  —  mm 

Si  tf  =» o  ,  la  forme  ^  (bx-^cx^  )  deviendra  rationelle «n 

fuppofant  V'  (  ^x  +  <^**  )  =  ^-  >  ce  qui  donnera  bx  +  cxx 
'"'"**      donc  bnn+cnnx=mmx  y  Se  X 


fin  mm  —  cnn 

Soit  ^=t  =1 ,  m  =»  J  ,   &  /ï=i ,  nous  aurons  x  =  8  & 
Y^  (  IX  -f-  %xx  )  =  1 1. 

'    pROBLBMEXX./îf/i^rr  rationelle  la  forme  ^{a-+^-\^cx^) 
dans  laquelle  le  coefficient  de  x^  eft  un  quarré*  Je  Eus  cette  for- 

mule  =  ex»  -f-  — ,  pour  avoir  a-f-3x-|-ccxx=c<:xx  -| —  -|- 


n 

m  771 


.  En  multipliant  par  nn  ,  &'faifint  les  opérations  ordinal-  • 


rcs  ,'on  trouverix  =  7 '- — .  Alnfi  en  fubftituant  cette 

ànn—icma  cmm  —  acnn 

valeur  de  x,nou?  aurons  y  (tf -j-^x-f-ccxx  )  =  ^^^  __  ^^^ 

-f-  -- ,  itt  sombres  m  &  /z  font  orbit^res. 
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Problème  XXI.  Ren^^c  rationelU  la  formule  ^  {a^bx 
+  cx^  )  hrfquc  la  quantité  fous  le  figne  efl  le  produit  de  deux 
faveurs  rationels  (  f  +  gi)  •  (h  +  kx  ) .  Soie  V  [  {f+gx  )  x 

mm  '  (f^gx  )*    ,,   ^ 

-^ ^;  d  ou  l'on  tire  hnn  +  knnx  =  mm-{  f-^gx  j, 

«  fmm  —  hnn  .        t  /- 

^X'^i  ^^ ^^   •  ^^^^  valeur  de  X  reloue  le problêmct 

Si  Ton  demande,  par  exemple  de  trouver  un  nombre  tel  que 
du  double  defon  quarrë  retranchant  2  ,   le  reile  foit  un  quar- 
réi  XXX  —  1  fera  donc  un  quarré;  or  xxx  —  2=1-  (je+  î  )  x 
(*— I  ).  Si  donc  on  fuppofc  y' [  { 2  x  +  2)  {x—  i)]  = 

^,  onaura2-(je+i).(Ar  —  1)  = \—li — L 

Multipliant  par  nn  &  divifant  par  jc  +  i ,  il  viendra  xnnx  — 
win  =  OT«^ + mm  ;  d  ou  Ton  tire  x  =  !^±J:^^  j]  l'^j^  f^jj 

2/W  — —  IH/H 

m=:^n~î  y  ilvientjp=3  >  &  2:tji:  —  2=ié.  Sim=3,& 
a=2  ,  l'on  trouvera  x== —  175  maïs  parce  que  le  quarrë  de  x 
&  de  —  X  eA  toujours  Je  même  on  peut  faire  x  =  17 ,  &ron 
aura  également  zxx  —  2  ==^  57^  quarréde  24. 

Problème  XXII.  Rendre  raiionelte  la  formule  y^  (a  + 
bx  +  cx^  )  lorfque  la  quantité  fous  le fgne  peut  fe  décompoferen 
deux  parties  dont  tune  foit  un  quarré  ^la  féconde  étant  le  pro^ 
duitde  deux  facleurs.  Dans  ce  cas  la  quantités +/^ a: +  ca:« 
pourra  donc  être  rcpréfentée  par  la  forme/»;»  +  ^r,  les  lettres 
p,  q  i  r  indiquant  des  quantités  de  la  forme/+  gx.  L'on  fera 

y/  C  PP  +  qr)  ==;?  -\ ?,  pour  avoir  pp  -{-qr  ==  pp  4-il— ^ 

mmqq    ^  •       ^  ^ 

+  "~T~*  Effaçant  pp  de  part  &  d'autre,  &  divifant  par  q ,  on 

xmp'm    mmq      ,  - 

trouvera  r=* — * — f- ;  dpnc  nnr=  %mnp-^mmq  ,  for- 
mule par  laquelle  on  peut  facilement  déterminer  x, 

Suppofons  qu'on  demande  un  nombre  x ,  tel  que  fi  du  double 
de  fon  qiftrré.  l'on  retranche  i  ,le  refte  foit  un  quarré ,  ou  tel  que 
XXX -^i  foit  un  quarré.  Cette  formule  peut  être  repréfentécpar 
**+(Ar*  —  i)  =xxjf-{x — I.)  -(jc+l).  Ainfielle  eft 
dans  le  cas  du  problême.  Suppofant  donc  fa  racine  =  x  -f- 

M  3 


N 


lix  Cours  de  Mathématiques. 


Wi 


\ 


!!îJ-IiL±l),  omuvzxx+{x-J^)  .  [x+i)^xx  + 

n 

7    \       ■ — ^-^ ^ ' — ^}  ainu  ,  en  cœiçant  xx  da 

n  nn 

part  &  d'autre  ,  divifant  epfulte  par  «+  i    &  étant  les 

tra£liQns  ,  on  aura  n  nx  —  n  n  =s  \  m  n  x  -^  m*  mx 

-+-  mm  \   donc   x  —  ' î   &  piiilque 

•  '  nn  —  %  m  n  — mm 

dans  la  formule  ixx  —  i  le  quarré  de  x  s'y  trouve  feul ,  il  eft 

indiflKrcncdc  prendre  pour  jc  des  valeurs  pofîcives  ou  négatives. 

On  peut  de  même  &rire  —  m  au  lieu  de  -f-  m ,  afin  d  avoir  x 

wm»  — .^ î .  Si  on  nut  1»=  1  sas  «  ,  on  aura  a:  =  i 

nn  -^  imn  —  mm 

9cixx —  1=  !• 

Si  Ton  demandoit  de  trouver  un  nombre  *  tel  que  %  x  x 
rf-  1  fiât  un  quarr<$  5  on  auroit  ixx  +  *  =  4+*(*  + 
J^  .    f^x  —  i),  qui  eft  dans  le  cas  du  problème   pri- 

.                     ^       -        .                .    ^{x-^i) 
cédtnt.  Suppofons  &  racme  =  i  H ^ -'   nous   trouve- 

eac^.^"  .  ~ — lE ,  Le  calcul  qu'il  faut  (aire  pour 


ronsx 

mn  —  mm 


cela  n'ayant  rien  de  difficile ,  je  le  laiflc  aux  Cômmençans. 
Si  dans  la  valeur  de  x  on  Fait  m=  i  &  «=  i ,  on  trouvera  x 

Problème  XXIII,  On  demande  la  valeur  de  x  qnipeut  ren- 
dre la  quantité  5xx+3X-|-7«'ï  quarré  parfait.  Si  je  fais 
AT  =  |[ —  I ,  la  formule  propofée  devient  ç^ç  —  7t  +  P>  <io^c 

je  fuppofe  la  racine  quarrée  *=  3 -•  Donc  ^zi  —  71  +  ^ 

^  p  _  fZ!I  -I-  ^^.  Donc  en  e%ant  9  de  part  &  d'autre  , 
n    ^^    fin 

divifant  enfuitc^r  {  &  ôtant  les  fractions ,  5«/i{; — 7««  =■  — 

émn+mmry  d'où  il  eft  aiféde  tirer  r  «= ,  ^  cn- 

fiB*  = '.^ -^ — .  Si  OT==  !,&«=  i,onaurajc=^ 

^nn-^mm 

—  6  y  &parconfAjuentç  jf*+  î.v-|-7=  i^P  auarfë  de  15. 

Problème  XXIV.  Titius  &  Alexandre  ont  chacun  un  cer^ 

tain  nombre  de  louis  qu'il  s*  agit  de  tfouver  :  on  fait  que  la 

fommi  dis  ^uarréi  de  Ç<s  nombres  eft  égale  à  lafomme  des  quar^ 


^ 
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rès  des  nombres  de  louis  de  Piètre  &  de  Jacques,  Sott  a  le  nom- 
bre de  louis  de  Pierre ,  b  le  nombre  de  louis  de  Jacques.  La 
fommedes  quarrësde  ces  nombres  (èra  a^  -f-^^-  Suppofons 
que  le  nombre  des  louis  de  Ticius  efl  mx — a  y  celui  ocs  louis 
d'Alexandre  étant  n  x  —  b.  La  fomme  des  quarrës  de  ces 
nombres  fera  donc  mm  xx  —  imax  +  ^ «  +  naxx  —  xnbx 

4-^^=»iitf-f.^^  &x=^ ~ •  Cette  valeur  fobftituéc 

i»»n+  nn 

dans  les  nombres  mx  — atcnx — b  réfoudra  le  problème. 

Si  Ton  demandoic  en  général  deux  nombres  dont  la  fomme 

des  quarrés  fiât  égale  à  la  fomme  de  deux  antres  quarrés  qui  ne 

font  pas  donnés.  Les  nombres  cherchés  feroient  mm -|-i^''''z 

— ann  &  —  bmm  -f-  %amn  +  bnn ,  dont  lafonmie  des  quarrés 

,  a^  m^  ^  ^a^  m^  n^  ^ a^  n^  ..    ^ 

«Ï0'"»«  +  ix  «4  +  ^A^  „x  „t  +  A.  „0  O'  ^«'«   a«»««<^  «ft 

égale  à  la  fqirrme  des  quarrés  des  nombres  (  mm-f-  /z/i  )  ^  >  & 
(  mm-^nn  )  b  \  mais  il  feut  remarquer  que  m  ne  doit  pas  être  = 
n  ,  autrement  les  nombres  trouvés  feroient  égaux  aux  nombres 
fuppofés  ,  &  la  folution  du  problème  feroit  illufoire.  Si  Ton 
fait  m  i  n::a  :  b  y\t  premier  de>  nombres  fuppofés  fera  égal 
au  premier  àcs  nombres  trouvés ,  &  le  fécond  des  fuppofés  au 
fccondi  des  trouvés. 

Problème  XXV.  Trouver  deux  nombres  tels  que  la  différence 
de  leurs  quarrés  foit  donnée,  à  =^  a»  Suppofons  que  les  nom* 
bres  cherchés  font  mjc  +  «,  &  mx  — n ,  la-  différence  /^mnxdc 

leurs  quarrés  doit  être  =tf  ;  donc  x = .  Ainfi  les  nombres 

qui   réfolvent  le  problème  ,  font h  ^  * ^»  Si  la 

différence  donnée  a  eft  (uppofée  «■  i ,  ces  nombres  feront  — 

+  «  &        —  n.  Si  donc  on  fait  /2  =  i  les  nombres  cherchés 
2/1 

feront  f ,  &  —  f ,  ou  7  &  f  5  car  le  ooarré  d'un  nombre  négatif 
—  ^  efllc  même  que  celui  de  +  {.  Si  «=  1 ,  ces  nombres  fe- 
ront |&  —  I ,  bu  J  &  J  ,  &c. 

Problème  XXVI.  On  demande  1°.  i/«  nombre  x  qui  étant 
ajouté  àfon  quarré  ^donne  un  quarré  ;  x°.  on  demande  aujfi  un 
nombre  qni  étant  retranché  defon  quarré  donne  auffi  un  quarré'* 
Donc  x^  +  «  fera  un  quarré  que  je  fais  •«/>*  x"",  d'où  l'on  tire 
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r= — .  SI  je  fais  X*  — 'X  =  5*  x'^y  faural  x 


pp—i  ^  —  qq 

Cette  dernière  foîution  (uppofc  xx^x-y  mais  fi  *  -^  i ,  on  fera 

y  —  je*  =  ççjfjc ,  &  Tonaura  dans  ce  cdsx'= -. —  ;  &  *  — ^ 

y  *  fera  un  nombre  quarr^.  • 

Problème  XXVII.  Trouver  un  nombre  dont  le  quarré  ^une 

des  parties  multiplié  par  aa,  6'  ûjotqé  à  l'autre  partie  multipliée 

par  b  donne  un  quarré.  Soit  x  le  nombre  cherché ,  y  la  première 

*partie ,  x  -^y  la  féconde;  par  la  nature  du  problême ,  <m  j/  + 

bx  — by  ou  yy'\'K ^  doit  être  un  quarré.  Or  cela  aura 

y  jbX  bb.  ^  b 

lieu  u  —  =  — 7- ,  ou  a  *  = . 

aa         j^a^  /^'ia 

Problème  XXVUL  Trouver  trois  nombres  tels  que  la  fom' 
me  de  ces  trois  nombres ,  &  de  denx  quelconques  dentreux  doh  - 
ne  un  nombre  quarré.  Soient  les  trois  nombres  4X,  xx  — 4X, 
XX -\-'  i,  La  fomme  des  trois  eft  a:*^  +  z;c-|-  1  ;  la  fomme  du 
premier  &  du  fécond  eft  x  ^  ;  celle  du  fécond  &  du  troifiérae  eft 
x^  —  2 r  +  I.  Or  tous  ces  nombres  font  êits  nombres  qnar- 
rés.  Pour  fatisfaîre  donc  parfaitement  au  problême ,  il  faut  que 
la  fomme  éx-f-  i  du  premier  &  dutroifiéme  foit  un  quarré.  Je 

fais  6x  +  I  =/7*  :  donc  x  ==^-"2 — •  Ain|î  nos  trois  nombres 


font 


6 

ipp — i    ;?4  —  i6/J^ -f- if  ;>*  +  1 


3       *  i6  '3 

Problème  XXIX.    Trouver  trois  nombres  x^   y^z^tels 

que  fi  au  produit  de  deux  quelconques  de  ces  nombres  on  ajoute  un 

nombre  donné  Zy  il  en  refaite  toujours  un  quarré.Vii  la  nature  du 

problême  ces  trois  quantités  xy+  a,  *•£+  ^^y^-^^  doivent 

être  des  quarrés.  Je  tais  xy -{- a  =  p^  ^  ou  xy  =pp — Oj  x  = 

^+m,   ^y=p  —  n^  donc  xy=p^~\-pm  —  np'=^mn=== 

-  mn  —  a     * .   /•  mn  —  a 

»>•  — *  i2  ,  &  p  =e ,  Amn  X  ^= H  m  = 

■^  m — n  m  —  n 

mm  —  a   .  mn — a  nn-^ — ^    «-.  1 

—         ,  &  ?  = «  B=» .  Si  donc  a:  &  y  ont 

m — n  ^  m  —  n  m  —  n 

les  Valeurs  que  nous  venons  de  trouver,^  y+  a  fera  un  quarré. 

•|t)r  il  cft  vihble  que  fi  l'on  multiplie  les  valeurs  de  j:  &  dey  par 

m^^n  &  qu'on  leur  ajouvç  çnfulce  la  quantité  a  ,  elles  donner 


Calcul.  185 

ront/n*,A*,  donc  fi  on  fait  ^=in — /i,  xç-f-ii  &  y^+tf 
feront  au/H  des  quarrés. 

Problems  XXX*  On  demande  deux  nombres  3  &y»  dont 
la  fomme  foie  un  quarré  tel  que  fa  racine  foit  égale  à  la  fom^ 
me  faite  du  fécond  ajouté  au  auarré  du  premier^  On  aura  donc 
jif+y  =  (**-|-y)*.  Je  nus  chaqne  membre  de  cette  équa- 
tion =  p^x^  pour  avoir  (xx-^y)*"  ==/?*  jc*  ,  xx-^y  = 
px  ,  &y  =p  X  —  XX.  Mais*  ^y=»p^x^  j  donc  en  fubC- 
tiniant  la  valeur  de  y,  x  •+-  px  —  xx^=^p^x^  j  oux  »» 

-î--^, —  ;  donc  y  ^=^ -^ — r Y" — 7 — wj^^***^ 

(pp  +  i  )  '  (;y+  î)  '  p-^Jp+'^Y  _p''+P^—p—\ 

ipp+^Y  {pp+^T 

^     {pp+Ty^  ' 

LcMME.  Soit  2,^  b,  fi  ton  multiplie  la  fomme z-\-  h  de 
deux  quantités  z&  b  par  leur  différence  a . —  b  ,  le  produit 
fera  a^  — b*  ==  (a-f-b)  •  (  a  —  b)  ,  (i  la  demi-fomme  des 
faveurs  donnera  la  racine  a  du  plus  grand  quarré  ,  la  demi- 
différence  de  ces  mêmes  fadeurs  dormant  la  racine  b  du  plus 
petit  quarré.  

Problème  XXXI.  On  demande  trois  nombres  tels^tlff^'^ 
quarré  de  chacun  de  ces  nombres  ajouté  à  la  fomme  des  deux 
^  autres ,  donne  un  qUarré,  Puifque  xx-^-zx-^i  efl  un  quar- 
ré ,  fi  les  trois  nombres  cherchés  {ont  x  ,  ia:  ,  i ,  le  premier 
faiisfera  au  problème.  Pourque  les  autres  aient  les  condi-- 
lions  lïtouifes  ,  il  cfl  néceilaire  que  j^x  x  -^x  -\-  i  ,  & 
30?  -f-  I  foient  des  nombres  quarrés.  Je  retranche  le  quarré 
3*  +  I  ^^  quarré  i^xx  +  ;if  +  i ,  il  refte  ^xx  —  xx  =*  (4* 

K  X 

—  2  )  •  x.  La  demi  fomme  de  fes  fadeurs  eft  -^ i  ,  la  dc- 

XX  -/ 

mi-différence  étant i  ^  donc  (par  le  lemme  précédent) 

<  X  ^x 

^— —  I  eftlaracinedc4afx  +  Af+i-,  &  2 i,  laraci- 

^  2  C  XX 

ne  de  3  X -f- 1.  On  aura  donc  -^ ix,-^i  ==^jf  +  a:+ 

.    .   ■  '  ■    4    ' 
I  (doA  i'onjip&'rfy  >:  =  i6xx-\-%é^  ^  oup*=x'4,  jc»^ 

ç  XX  1 

•^«=  f  ),  &  '^ J«  +  ï  ■=$*+*»  doncy^x — i»« 
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■+•4==  iix-f-4,^x*  =^z^x,  .3P*=^  =«  J.  Ainfi  les  nom* 
bres  chcrcWs  font  '  ,  -ip ,  i . 

Problème  XXXII.  Titius  acheté  deux  efpeces  de  vins  ,  le 
premier  lui  coûte  huit  louis  la  mefure ,  &  le  fécond  cinq  louis  la 
me/itre.  Lafomme  des  louis  dépenfis  efi  un  nombre  quarré  qui , 
ajouté  à  60  ,  donne  encore  un  nombre  quarré ,  dont  la  ra- 
cine  efi  la  fomme  des  prix  de  Cun  &  de  t autre  vin.  Quel 
eft  le  nombre  total  des  mefures  ?  Soit  x  ce  nombre  ;  par  la 
nature  dû  problème  xx  —  60  eft  le  nombre  des  louis  dépcnfés, 
qui  doit  être  un  quarré.  Si  Titius  o'avoit  acheté  avec  cet.argcnc 
que  du  vin  â  cinq  louis  la  mefure ,  le  nombre  des  mefures  fe- 

roit ,  nombre  qui  eft  cenalnement  plus  grand  que  xx 

—  tf  o  ]>  ^r.  II  eft  vifible  auffi  qu'en  fuppoGint  que  Titius  n'edt 

acheté  que  du  vin  à  huit  louis  la  mefuce, r — exprimeroitla 

nombre  des  mefures  de  ce  vin  ,  &  il  eft  aifô  de  voir  que  xx  — 
éo-^Sjf.  Doncjfx  —  jr^éc,  &  ATjc  —  Sx  <[  6ojdonc(en 
ajoutant  les  quarrés  de  la  moitié  du  coefHcicnt  deJt)  x^  —  5X 
4" V!^ H^^*  —  8«-|-ié<^76.  Suppofons  que  k  pre- 
mier quarré  eft  plus  grand  que  ^ ,  &  que  le  fécond  eft  plus 
petit  que  64.  Donc,  en  extrayant  les  racines,  nous  aurons  x  — 
f  ^-i^,  X  — 4'<8;  &  partant  jc  >  11  ,  &x<^  ti.  On 
auroitpuàla  vérité  trouver  des  limites  moins  étroites ,  mais 
celles-là  fuffifent  pour  notre  objet. 

Voyons  maintenant  de  quelle  manière  ,  en  retenant  les  mê- 
mes limites ,  xx  —  60  peut  être  un  quarré.  Nous  favons  que 
X  doit  être  un  des  termes  de  la  racine  de  ce  quarré  \  fàifo;)s  l'au- 
tre =s=y ,  &  fuppolons  XX  —  60  =  (y  —  X  Y  y  ou  XX  —  60 

yy  ~\~  ^o 

t^  X*  —  lATy +>y ,  ou  ixy=>y-}-6o,  oux  =*^i^i— -—  , 

*y 

xpaisx  doit  être^  ii  &<[  ii  :  donc  (y — ti  )*  ^  iti  — 
éo  =  61.  Je  (ùppofe   (y  —  1 1  j"-  ^  64  ,  doncy  —  *  *  ^ 

.  L'on  a  auffi  (y —  i>)*  <^  144 —  ^o  =«  84  ;  donc  en  fiip- 
pofant  (y  — ^^  1 1  )  *  <[  8 1  ;  Ton  aura  y —  \^  <^^  &  y  <^  i  f . 
Les  valeurs  de  y  le  trouvant  entre  i  ^  &  i  t,  voyons  fi  lafuppofi- 
tioa  de  y  =  xo  réfout  le  problème*  On  aura  aonc  xx  —  60=^ 
(10  —  x)*  «^x*^  —  40x-t-  400  ,  oux  =*4^  *==  II  f  i 
(î  le  nombre  cotai  des  mefures  fera  i\\=^^*Sià\x  quar* 
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té  de  ce  nombre  ron  retranche  ^o  a»  i^,  n  refte  ^^  ,  quar-i 
rë  de  -—  :  ainfî  le  nombre  des  lojois  dépends  eu  «s  ^t  -• 

Pour  trouver  le  nombre  des  mefures  de  chaque  %(pece  de 
vin ,  je  fiippofe  que  ^  exprime  le  nombre  des  meliires  de  la  fé- 
conde efpece  ;  il  dk  viable  que  5  {  fera  le  prix  du  vin  â  5  loùis 
la  mefure ,  &  que  n  7  ^ —  i  fera  le  nombre  des  mefures  de  l'au- 
tre ,  dont  le  prix  cft^r  — 8  {  &  par  conféquent  le  prix  détour 
le  vin  fera  pi  —  3  î  j  donc  5>i  —  5  r  =71  ?  5  d oii  l'on  tire 
3^—1^  y&r— tf^,  nombre  des  melores  au  plus  bas 
prix.  Donc  ii-J  — éf^  —  4iifcrale  nombre  des  mefures 
de  l'autre  vin. 

PiiOBLSM£  XXXHI.  Trouver  deux  nombres  x&  y  y  dont  Is 
fomme  (oit  à  celle  de  leurs  quartes ,  comme  a  :  b.  Par  la  nature 
du  problême  x+y  :  xi^-^yy  ::  aiB-y  ainfi  l'on  a  l'équation 
hx-i-èy^axx-^ayy.  Je  fois  y  fc=  «  ^ ,  &  fai 
bx-^bx^'^axx'^^axxii'y  d'où  l'on  tirç^-f-^ ^«s^jj^ 

+  tf  Xîî,  &x  =  --7- — Î-.  Ainfi  en  prenant  pour  i  tel 

nombre  rationel  que  l'on  voudra ,  l'on  aura  une  valeur  latio- 
nelle  dex»  &dey  =  x:][.  S\  y  par  exemple  ^  âefi«si,^«i^ 
4  &  ç  =  4 ,  on  aura  x=  4  &  ^  =»  i  tf. 

Problème  XXXLV*  Trouver  deux  nombres  t^&J,  telsqt^ 
ajoutant  le  quarré  de  tun  avec  le  produit  du  quarréde  t autre  par 
un  nombre  donnez ,  pofitifou  négatifs  la  fomme  fou  un  nombre 
quarré  ^^^  bb.  L'on  aura  xx-^ayy^ssnbb.  Suppofantx^aBry — b^ 
&  jvx—  (jy — ^)*  ,  nous  aurons  (jy — h)^  +ay^  '=^bb  \ 
ouiiyy  —  %b^  -f-  bb  +  ayy  ^=bb.  En  effaçant  bb  de  part  Se 
d'autre^  tran^iànr,»  divifantpar  j^,  &  enfuite  par  <<'+rC9  ^ 

vientya-    VI  ,  Mais  x^  ^=z  bb  —  ay"-  \  donc  «  =«± 

b  '  (a  —  ? r '}       • 

— ^         *^  .  Ainfi  -en  prenant  poi||ç un  nombre  raciondt 

Îiciconque,  on  aura  au/fi  pour  *  &  j  des  nombres  rationels. 
e  problême  renferme  comme  un  cas  particulier  celiii  dans 
lequel  on  demanderoit  deux  nombres  quarré,  donc  la  diffé- 
rence filt  un  quarré  donné  :  car  il  fnffit  de  fuppofer  a=»  —  x  | 
il  renferme  encore  le  Problème  (IV). 

Pu  o  B  L  E  M  E  XXXV.  Trouver  deux  nombres  rationels  1  fi» 
y  ,  tels  que  fi  ^  du  quarré  du  premier  ,  ton  retranche  celui  du 
fécond  multiplié  par  un  nombre. quarré  hh^  il  refie  un  nombre 
donné  a.  PaTT  la  namre  du  problême  xx  —  bbyy  »•  a.  Si  ron 
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(uppofc  x^^i'^hyy  notre  ^mtioii  deviendra  en  fubftiraant 
lavaient  dex&rédoiânCy^^  —  ^^Xy^^î  ainfilonauray 

m» l^'     ^ ,  *  —s  "-~- ,  9c  quelque  nombre racionel qu'on 

fiibftîoie  â  la  place  de  ^ ,  il  en  réfulterades  videurs  de  x  &  de 
y  qui  rëibudronc  le  problème. 

rKOBXEMB  XXX VL  a,  by  c,  d,  e,  £  itam  du  nombres 
tmurs  &  raiiotuls  ^  »n  demande  des  noméres  rationets  i&VLyqui 
fiuisfajfetu  à  cette  équation  att-^btu  -f-  dt  «= — cuu — eu  — £ 
Regardant  t  comme  la  feule  quantité  inconnue ,  èc  réfolvant 
cette  équation  par  la  méthode  du  fécond  degré  ,  il  vient  t  «>« 

%a 

Four  que  r  foit  un  nombre  rationel,  il  eft  néceffidre  que  laquan-> 

tké  (bus  le  figne  {bit  un  quarri  parfait  :  or  cette  quantité  étant 

développée  devient  hhuu  -J*  xbdu  -^dd — ^cuu —  ^aeu  —  4«i/î 

Fai(bnspour  ahrégcr,^^— 4«c*ss|r»  ^d — j^ae^^ — ^fi=m , 

—  lhu'4'a)±^  (guu+kuA^m)  « 

Se  nous  auronsx  *«  — i— — i l-^a ■     — i.  Suppo- 

xa 

Ibns  maintenant  que  guu -^ku^meA^^xx^  pour  avoir gua 

-    , ,  ,  A  XX  —  fit  .a      .      h  h 

^^xjg  — m  hh  ^^J^gxx  +  hh  —  4gm  ^  ^^  ^ 
-^h±^V[4g{xx"m)^kA]      ^A±:V{Axx  +  B) 

■  «m  —        ■  • 

fn  £û&nt 4^  1^  A  Bc  —  4^  -f- M  «^  B.«Si  nous  fiippo(bns 
maintenant  ^y  »=  A  x  x  -f-  B  ^  la  quefUon  &  réduira  i  trouver 
pour  y  6cx  des  nombres  rationels  qui  fatisfàflèncâ  cette  der^ 
niere  équation  ;  car ,  en  remontant,  on  trouvera  enfiiice  faci-» 
Jemeat  des  nomtoes  Mcionels  pour  u9ci.  Or  il  eft  iàcile  de 
léfeudre  dans  upe  infinité  ie  cas  Téquatioipo^  «»>  ^(Axx-|-^) 
en  nombres  entiers.  ^ 

Si  B  feul  efl  un  nombre  quarré ,  on  employera  la  méthode 
du  Problème  XXXIV*  Si  ^  feul  eft  quarré ,  on  fera  ufage  de 
la  méthode  du  Problème  XXXV. 

Pa.OBLEME  XXXVII.  Rendre  rationeile  U  forme  ^  (aa  -f* 
kx+çxx  +  dxî  )  dans  laquelle  U  premier  terme  eft  le  quarri 
d'un  nombre  suSih^  c,  d  étoient  o  en  même  lems,  la  formu- 
le dffiendroit  1/  as'^  a^  ain£  ce  cas  n'a  aucune  dificnlté. 
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I  -  I   l¥     -f 

Nous  ne  nous  propofons  pas  de  parcourir  tous  les.  cas  clans  hC" 
t^uels  cette  formule  peut  devenir  rationelle ,  il  fuffira  pour  notre 
objet  de  parier  de  quelques-uns*  Suppofons  que  <2^  <=»  ]  ^ 
h^=^Zy  c  = —  I ,  &  d  =  I  y  donc  I  +  i,v  —  XX  -|-  atî  # 
doit  être  un  quarrë.  le  premier  terme  étant  un  quarré  ^  je 
choi/is  pour  la  racine  cherchée  une  quantité  telle  que  les  deux 
premiers  termes  puifleuc  s'évanouir.  Soit  donc  cette  racine 
cherchée  =  i  +**, on  aura  i  +  ix  —  jif*  +  jc 3  sr^^ i^ije  -j- 
x^ ,  ou  les  deux  premiers  termes  difpareiiTent  ;  de  manière 
que  l'on  z  xx  ^=^  -^  xx  -^  x^  ,  ou  %xx  =  x5 ,  ou  en  divifant 
par  ATJc  ,  1  e=  X.  Ainfi  la  formule  devient  V^(i+4  —  4+8) 

Pour  faire  un  quatre  de  la  formule  4  +  ^r  —  5**  +.  jxî 
dont  le  premier  terme  eft  un  quarré ,  je  ruppofexai  la  racine 
cherchée  »=«i-+-pjf  pouravoir  4  ~|--éx  —  5**+  ^x}  «==4-f- 
4/)x  -^ppxx.  Pour  que  les  deux  premiers  termes  difparoît- 
&nt  de  part  &  d'autre ,  il  eft  nécefîàire  que  6x  =  £^px ,  ou  que 
é=  4P  5  donc;?  =|  =|.  Ainfî  l'on  aura  l'équation  —  ^xx 
4.3jcî*=jxx,  ou  3*3=i2:i:x,&.*  =  ^.  r.infi  V  (4  + 
6x — 5jc>r  +  3x^).=  i  +  f. 

MI  y  a  une  autre  méthode  dont  on  peut  faire  ufage  ,  lorfquê 
le  premier  terme  de  la  quantité  fous  leiigne  eflun  quarré  :  elle 
con(îAe  à  donner  trois  termes  à  la  racine  cherchée  ,  qu'on 

Î>euc  faire  s»  «  -f-^x  +  lixx  ;  de  manière  que  dans  l'équation 
es  premiers  termes  s'évanouiflent. 

Soit ,  par  exemple  y  la  formule  ^  (  i  — 4*  +  éxx —  5*3  ).. 
Je  fuppofe  ceftc  quantité  =1  —  ix  +  hxx  pour  avoir  l'é- 
quation I  —  j^x-^6xx  —  5^3  =e  I  —  4X  +  4XAr  -f-  zhxx 

—  4^x3  -(-  hhx^.  Les  deux  premiers  termes  fe  détruifent  de 
deux  côtés;  &  pour  faire  difparoître  xx  >  il  fufEt  de  luppofer 
6xx  ==  é^x  +  zhxx=  (4  +  lA  )  XX  y  ou  ^  *=»  4  +  i/j ,  & 
lA  =as  2  ou  A=  1  ;  par  ce  moyen  l'on  trouve  —  5^3  =  — , 
4x3-)-x4,  ou  — 5  =— 4  +  Ar,ou  +  4  — 5  =x,oux=- 

—  I  *. 

La  forme  V  (  i  +'M  deviendra  un  quarré, en  Éûfantx^^» 
Q  ,  ou  bien  jc=s  i.  La  formule  v^(  i  +  3x3  )  devient  ratio- 
nelle  fix=o,  ouft  x=^  i  ,oafix=Bi.  Maintenant  i  étant 
une  des  valeurs  qui  (àtisfont ,  fuppofons  x  égal  à  cette  valeur 
augmentée  dey  ,  pour  avoir  x=«i+y  &  i+3x3=4-f-^j'-f-; 

*  Ces  méthodea  (upporeoc  que  ^  &  c  ne  font  pas  9, . 


^ 
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9yy  +  3y '•  Que  laradne  de  cette  nouvelle  formule  fait  fup- 
pofôe  1  -j^py  ydc  manière  que  4  +^y  +  9yy  +  3y  ^  s»  4 

-h^py-^ppy  y  î  *!  ^^^  Çippofcr  p  «=  4f  ,  ou  /^ 

—  I ,  &  alors  Ton  aura  9  -h-^y  =pp  =  H»  ^«r  =  —  H* 
Ainfî  X  fera  «  —  ^  ;  &  V  { I  +  3 * î  )  =  ±  fi-  En  fuppo- 
ûnt  «  ==«  —  ift  +  î  1  uous  aurions  une  nouvelle  valeur ,  &c. 
Cependant  la  méthode  que  Ton  vient  d'employer  dans  ce  dçt* 
nier  cas  tik  encore  fort  dëfeâueufe. 

Si  Ton  vouloit  rendre  rationelle  la  forme  ^  (i  -^  x — xx 
-+-  *0  *^  fuffiroit  de  faire  x^=pp  — .  i ,  en  donnant  i  p  telles 
valeurs  rationelles  que  l'on  voudra.  Si  p  >»  3 ,  notre  formule 
donnera  ii. 

Pour  rendre  rationelle  la  forme  y^  (  «*  ^  dx^)  y  il  cft 
néceflàire  que  cxx  +  ^xJ  «3*^  (c^dx)  (bit  un  qnarré  ; 
mais  x^  eft  un  quarré  :  donc  c^  dx  doit  au/fi  être  un  quatre* 

Sidonconfaitc^-^x=;,;,.oaaura*=£P^^valcurqui 

qui  rt!(bndra  toujours  la  queftion. 

Problème  XXXVIII.  Rendre  rationelle  la  forme  ^  (  aa-f- 
bx4"CX*-|-dxî  -[-ex*)  dans  laquelle  le  premier  terme  eft  un 
nombre  quarré ,  b ,  c ,  d ,  e,  étant  des  nombres  réels  ,  6*  non  o. 
Nous  forons  cette  forme  «  a  +px  -|-  qxx ,  nous  détermine- 
rons enfuite  p  6cq  ^àt  manière  qu'il  ne  refte  que  deux  termes 
dans  la  quantité  fous  le  figne  ;  ce  qui  fera  trouver  une  valeur 
«rationelle  de  x*  Nous  aurons  donc  aa-^bx-^  cxx  4~  ^^^ 
•{-  ex^  =5=  Af  -(-  ^apx  ^  (  ^^qjjr  f!P  )  **  +  ^pqx^  -f-  ^^x\. 
Les  premiers  termes  difparoiuent  d'euz-mtoes;  les  foconds 

di{paroîtront  en  faiCmc  b  =>  zap  bcp^^  — •  Pour  faire  dif* 

%a 

parohre  cx^,  il  Ëiudra  fuppofer  c  =«  %aq  "^  pp  9  onq  =^ 

^.  Cela  pofé  ,  on  aura  16c J  +  ***  "^  %pqx^  4"  y^**  5 

donc  en  divifàm  par  x'  »  i-f-^x  e=s  2;?^  ^  ^^x  ,  équation 

qui  donne  x  «=« ^ ,  ou  (  en  changeant  les  (ignés  du 

numérateur  &  dn  dénominateur  )  x  =  -^^ • 

Problème  XXXIX.  Rendre  rationelle  la  forme  y^  (a  + 
bx  -|-  cxx  +  dx3  +  ggx*)  dans  laquelle  gg  eft  un  nombre 
quarré.  Sttppofant  cette  quantité  — H"/'*"^"^*  *  >  ^^  *"^*  *+ 
^x  +  cxx  +d»i  +ig^^'^qq+  ^PI^+PP^x-^  {igq+I^) 
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é  ^  . 

■■■■''■■  I   ■■■■■  ■•■ ■       ■    I      *   I    I.    ■— 

X  XX  -^  %gpx}  +/r^«*-  les  cinquîénies  termes  Ce  âémûCmt 
d'eux-mêmes ,  êc  il  km  faire  enforte  que  les  quatrièmes  difpar 
roiflent  auffi  ;  cequon  obtiendra  en  uippo&nt  igp  «==</,  ott 

p'^  —  •  II  faut  encore  faire  dKparoitre  cx^y  en  Ëûfant  ^^q^ 

jpp=CyQMq^=^  — — ^.  Les  deux  premiers  termes  donneront 

alors  1  équation  n  4-  ^jc  =«  ^^  +  %pqx  j  d'od  il  cil  facile  de  ti- 

rer  x  =  -p^ . 

b  —  zpq 

Pi^oblbmeXL.  Rendre  rationeiU  la  ferme  v^(aa  + 
l>«-f-cxx  +  dxî -f-gp[*)-  Comme  le  premier  terme  cft 
un  quatre,  nous  pourrions  employer  la  méthode  qui  convient 
â  ce  cas ,  &  parce  que  le  coeffacient  du  cinquième  terme  e£t 
au/n  un  quarrë  «  nous  pourrions  nous  fervir  de  la  méthode  du 
problème  précédent  y  de  cette  manière  nous  trouverions  deux 
valeurs  de  x ,  dont  chacune  réfoudroit  le  problême.  L'on  peùc 
aufli  fuppofer  la  quantité  domiée  égale  à  a-^px^  gxx,  en 
déterminant  p  de  manière  que  les  quatrièmes  termes  difparoif- 
fcnt  dans  l'équation  aa-^ix-^"  cxx  -f-  </jcî  +  ggx^ =aa^ 
%apx  +(/>/>+  xa^^  )**  +  '^ipx'^  -i^ggx^  ,  dans  laquelle 
iPP'^  142^)  XX  cft  confédéré  xomme  un  Icul  terme.  Mais  if 

cil  vifîble  qu'en  fài(ant/7c=a  —  »  les  quatrièmes  termes  dil- 

paroillènt  ;  &  pui(que  les  premiers  &  les  derniers  fe  décrul- 
ienc  d'eux-mêmes  ',  on  aura  en  diVifant  par  x  ,  b^cx  «=^ 

lap  *4-  zagx  '^ppXy  équation  d'ôii  Ton  tire  *  = — -  ^    ^      . 

Comme  le  quatre  aa  (e  trouve  (èul  dans  la  formule  y  je  veux 
dire  fans  que  a  s*y  trouve  feul  y  on  pourra  (ùpgofer  que  Ûl  ra- 
cine a  le  figne  — ,  &  écrire  *^  i»au  lieu  de  a  >  ainfi  l'on  a  auâî 

pp — %ag — c*     , 

Problème  XLL  Trouver  une  valeur  dé  x  qui  puiffe  rendre  a 
4-  ex*^  «n  quarre  parfait •  Je  Cippofe  qu'en  raifiint  x^^^ky  on 
fatisfait  au  problème ,  &  qu'on  a  l'équation  a  -^  eh^  =  kk* 
Si  f on  veut  trouver  d'autres  valeurs  de  x  qui  aient  It  pro-' 
priété  demandée,  onfuppofèra  x^h  -f"y  >  àe  manière  que  la 
forme  j  +  rA4  -f-  /^cà  >y  +  6ehhyy  -|-  J^cky^  -f-  ey^  foit  un 
quatre  \  donc  en  fubiUtuant  la  valeur  de  a  -^tk^ ,  la  forme  hk 
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-^  4«A3y  +  6chkyy  +  4^Ay  3  -|-  ^4  fera  un  quarré.  Or  cette 
dernière  forme  eft  la  première  des  trois^  efpeces  que  nous 
avons  résolues  ;  ainfi  en  procédant  par  la  méthode  qui  con- 
vient a  ce  cas,  (iippofant  la  racine  cherchée  =  k-\-py  -\-qyy) 
Bc  faifant  les  opérations  néceifaires  ,  nous  trouverons  p  => 

zek^      .xLL          Li                         6  e  hk  —  p  p 
— ; — ,  êc6ehh^^zkq^pp,  ou^  = ; — ^J-^^^ 

^ehhkk—xeeh^       e khtxkk —  x  tk^) 

2 j^^ = i-^-jg i  ;  ou  parce  que 

th*t^=^\k  —  tf,  f  = ^— Tj •  •  Un  trouvera  aufli 

y  «= -i. 

Si  Ton  demandoit  donc  de  reildie  ratiouelle  la  forme 
^  (  1  x4  —  I  ) ,  nous  aurions  ici  j  = —  i ,  «  =  i ,  &  il  eft 
vifible  qu'en  fuppofant  A  =  i  ,  cette  forme  donncroit  i  j 
donc  A=I  ,  &  Àrlr=l,;?  =  4,  j  = —  i ,  y  =  1 1 ,  &  j; 
■saA+y=i3>ainfironauroii  y^fije* —  i)=  ^^(57111) 
«=s  13^.  Regardant  maintenant  ceci  comme  le  cas  connu  ,  & 
Ëûfant  A=»  13  &  it=  X3P,  on  trouveroit  une  nouvelle  va- 
leur de  X  qui  fatisferoit  ;  &  ainfî  de  fuite. 

Problème    XLII.   Rendre   fationtlU  la  formule 

y^  (tf +^j:).  Je  fais  y  (4-f-^^)=f'j  pour  avoir  a -f- ^ * 

mxzpl  ^  ou  àx^=^p^  — tf  ,  &ji:=  — j — . 

Problème    XLIII.  Rendre  rationeltc  la  formule 

y(aî-|-bx-}-cx*  +  dx5)  dans  laquelle  le  premier  terme 
efl  un  cube.  Je  fais  cette  quantité  =^d-\-p  Xy  donc  ^î  +^  * 
+  c  **  -|-<f  jcî  =  ai  -{-  X  a"^  p  X  -^  i  a  p^  XX  +  p^  xi . 
Comme  les  premiers  termes  (e  détruisent ,  il  faut  déterminer 
p  de  manière  â  faire  difparoître  les  féconds  termes ,  ce  qui  ar- 

rivera  fia  a  a  p  ^^  è  y  o\iCi  p  ==== .  Lon  aura  donc  «  jf  ^  + 

dxi  ■»  3  ap*  X*  +/>î  xi  y  8c  en  divifant  par  xx  y  c^^dx' 

r  , 

ProblemeXLIV.  Trouver  la  v^ileur  de  x  qui  peut  rcn- 

i/«  raiionellelafortr..û^  y  (a  +  bx-|-  ex*  +  g  •  xî  )  i^nx 
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laquelle  le  coefiàent  du  dernier  terme  éfi  un  cube.  Failàot  cette 
qiiantité=^+^x,  pour  avoir  a+ix-f-c  «  jp -fr  ^5  *?  =» 
p^  -^  l  p^  $  X  -^  l  p  g^  x"^  +  ^'  *'  >  je  vois  que  les  derniers 
termes  des  deux  membres  de  cette  équation  fc  décruifent  d'eux- 
mêmes  j  &  pour  déterminer  p  de  manière  que  les  pénultiè- 
mes fe  détniifent  auiD ,  je  fais  5  ;?^^  =  ^ ,  ou  p  =  — -  JHain- 

tenant  puifque  les  termes  reflans' donnent  a-^b  x  ^^^pl  -f. 

a  — p^ 
iP^  gx^  Ion  aurax=s ^ — 7.  '  ^ 

\êPP  —  ^ 
Si  Te  premier  terme  a  avoit  cté= o ,  on  auroit  pu  faire  v^(^je 

'•\-cx^  +^'  x^  )  =gXy  pour  avoir  hx-^-cxx-j-^gi  xi  =* 

■=■^5  je3,ou^je  =  —  c**  -J-^î  *3  — g^  x*'^  ^^  €X^^3cb 

b 
■==— ex  ou  x=»— • 

^  5 

Problème  XLV*  Rendre  rationelle  la  forme  y  (  a' 
-f-bx-f-cxx-J-gi  x5)  <fd/ïj  laquelle  le  premier  &  le  dernier 
termes  font  des  cubes.  Il  eftvifible  qu'on  peut  la  traiter  comme 
l'une  &  comme  l'autre  des  deux  efpeces  qu'on  a  réfolvées  dans 
les  deux  problèmes  précédens.  On  pgut  aufli  faîte  la  racine 
cherchée «stf  -+-^*  ,  pour  avoir  ai~\~bx^cx^  +/ç3  x3 
=<i3-^3  a*"  gx-^i  ag""  X*  +^'  x3 ,  équation  dans  laquelle 
les  premiers  6c  les  derniers  termes  des  deux  membres  fe  décrui- 
fent d'eux-mêmes ,  puifqu'ils  font  égaux  êc  qu'ils  ont  les  mêmes 
figues.  Donc  bx-^cxx  =  3  «  «  ^x-|-  3  tf  ^^  xx,  oui^-f- 

I  &         «   \  i>       •  b  —  %  aa t^ 

cx  =  xaag-{^  lag  x;  dou  Ion  tire  x^^» -• 

^^^    ^  lagg—c 

Problème  XLVL  Quelle  valeur  de  x  peut  rendre  rationelle  la 
forme  y  (  3  +  3  <')  ^  ^  ^^  ^^^  4^^  cela  arrivera  fi  on  fait 

X  =  2  ,  &  l'on  aura  alors  y^(3-|-3jcî)=  3.  Pour  avoir  une 
nouvelle  valeur  de  x  qui  réfolve  le  problême ,  je  fais  x^=h-^ 
y  ou  en  faifànt  A=a  % ,  x=  x  +y ,  pour  avoir  3  +  3x3  =  %y 
+  3^y-f"ï8yy+3y3j&  comme  17  eft  un  cube ,  cette  for- 
mule efl  de  la  même  eQ>ece  que  celle  que  pous  avons  déjà  trai- 
tée. Faifons  fâ  racine  ==  3  -|-p  y ,  dont  le  cube  efl  27-4-  ly/^y 
+  9  Ppyy-^p^  y'  =  ^7  +  ^^y+  18  yy-f-  37  3.  Les  pre- 
miers termes  fedétruifent  mutuellement,  &il  fîiut faire  enforte 
que  les  féconds  difparoifTent  de  même  ,  ce  qu'on  obtiendra 
en  fuppofant  17  p  «sa  36,  on/>  «»  ^  ^ss  ^^  L'on  aura  mainte-* 

lome  I.  N 
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nant  9Ppy  y+P^  y^  =  ï8yy  +  3y'  ,  ou^pp+p^y 
=  18  +.  3y  ,    on  piy  —  '^  y  =  ïS  ~  9PPt  ouy  = 

pi  —  3 

3  +py  =  —  77  :  cette  folution  fournira  une  nouvelle  va- 
leur ,  &  ainfî  de  Cuite. 

Problème  XLVII.   Rendre  rationelle  la  forme 

m  I 

y' (a-  (b  +  cx)*).  Faifant  cette  quantité  =  -^ — ,  on 
aura  l'équation  tf«  (A  +  c*)'=  ^^ — •  -^^  ;  d'où  l'on  tire  (  en 
diviCmt  par  (  A  +  c  jç  )  *  l'équation  a  =  — ^^^ — .  Donc  a  ^  3  »• 

b-^'Cx  ,  aq^  —  0  =«  ex  ,  &  je  :*=  — ^ ,  valeur  dans 

laquelle  9  eft  un  nombre  arbitraire. 

Si  Ton  demandoit  la  valeur  de  x  qui  peut  rendre  rationelle 

la  formé  y  {zxx  —  ç) ,  on  n'auroit  qu'à  fuppofer  x=  4,  & 
l'on  auroit  zxx  —  5  ¥=^7»  dont  la  racine  cube  efl  3. 

Problème  XL  VIII.  a  6*  b  étant  des  nombres 
inégaux ,  on  demande  un  troifieme  nombre  x  tel  que  fin  cube 
ajouté  à  la  fomme  des  cubes  dez  &  de  b  donne  un  cube 
parfait.  Par  la  nature  du  problème  a  5  -f-  ^5  -|-  xi  doit 
être  un  cube  y  or  il  eft  vifibie  que  cela  aura  lieu  ,  fi  l'on 
fuppofe  x  =  —  a  :  car  alors  a 5  +  ^3  -(- x?  =  a5  -(-A J  — 
ai  =bi  y  cube  de  b.  Pour  trouver  une  autre  valeur  de  x  qui 
{àtisfaflfe,  je  fais  x  =y  —  a.  Subftituantla  valeur  de  je 3  que 
donne  cette  ruppo{ition,4a  formule  ai  -j-'b^  -f~  ^'  devient  bi 
"f-M*y  —  3*^  y  y  "^y^  >  formule  dans  laquelle  le  premier 
terme  eft  un  cube  au(h-bien  <^e  le  dernier.  Pour  réfoudre, 
celle-ci ,  je  fois  fa  racine  ==  ^  -f-py ,  afin  d'avoir  A  î  +  3  ^  «y 

—  3fry  +  y^  =^^+3^\/'y+3  f^p^'yy+p^y^-  Les 

premiers  termes  fe  détrui(ent d'eux-mêmes,  &  les  féconds  dif- 
paroîtront ,  fi  l'on  fait  3«itf==«3^Ap,  ou^=  y—.  L'on  aura 

b  b 
àoïiZ  —  iayy'\-yi=ibppy  -|-;73  y3 ,  ouy  —  3  a=« 

3  bpp'\^pi  y  =  Vr-+  7T  •  y  >  équation  qui,  multipliée 
par  i^,  donne  J<^  y  —  3  a  A*  «33  ^4  bi  -f-  a^y  ^^y  «■ 
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^«^  —  a^        ^        b^-^a^        **  (^5  4.û5).(^3  — flT) 

=  77 rjdôncx—y — tf==tff  — - — ! — -  1.  Aiiifi  les 

l,i — a>  -^  \   ^3 — d^   J 

deux  cubes  tf  3  &  ^3  étant  donnés,  nous  connoillbns  la  racine  du 

cube  cherché;  or  cette  racine  ferapofitive  en  fuppofam  b^  a» 

Problème  XLIX.    Trouver  deux  nombres  entiers  & 

po/nifs  X  6  y ,  tels  que  leur  Comme  fait  égale  au  quarte  dufe^ 

cond.  Par  la  nature  dû  problême  ,  nous  aurons  x-^y^rs»y*-^ 

«=y*— y=«y  •  (y—  0  J  a>n^i*=y  •  (y  —  1).  Si 
donc  l'on  prend  pour  y  un  nombre  quelconque  entier  &  po- 
fîtif  plus  grand  que  î  ,  on  trouvera  une  valeur  de  x  qui  refou^ 
dra  le  problême.  Soit,  par  exemple  ,  y=^  5 ,  nous  aurons  x  =» 

î  •  (5  —  i)  =  5  X4=i.o.  Or  jr-f.y«=-»  »o+  5  eft=—ij 
quarré  de  5.  Mais  on  ne  peut  pas  fuppofer  yss^  i,  parce  que 
xs=>y.(^ — i),feroit  alors»"  i  .(i  -.  t)  aa  x  XO^saO. 

Problème  L*  Trouver  deux  nombres  x  &  y  r^/j 
^tie  la  Jomme  x*  -f-  y*  de  leurs  quarrés  foit  égale  au  cube  y  3 
du  fécond.  Par  la  nature  du  problème  x*  -f-y*  =  y'  ou  «* 

-=^y^+y*=yy -(y— O»  &*— y  •  Vcy— o-Si 

donc  on  prend  pour  j^  un  nombre  quarré  quelconque  augmen- 
té de  l'unité,  le  problême  fera  rélolu,  &  la  valeur  de  x  fera 
rationelle.  Soit ,  par  exemple^  y  =  ^+  î  =  io,  nousjau^ 
ronSAr=  lo-V(^)  =  10  •  3  =3o,&  «*  +y*  =«^004- 
100  =a  lôoo  ,  cube  dey  ou  de  10. 

Problème  LI.  Trouver  deux  nombrts  x  ^  V  tels  que  la/om* 
me  dé  leurs  cubes  foit  égale  à  la  quatrième  puijance  du  fécond* 
Par  la  nature  du  problème  nous  avons  *3  -f-y3  8»y4  ^  ou  «3 

■=:y4  —  y3  s===y).(y —  i  ) ,  &  enfin  a:  s*»y»  y^(y —  t  ). 
Aiim  en  prenant  pour  y  un  nombre  cube  quelconque  augmenté 

de  l'unité ,  le  radical  y  (y  —  1  )  donnera  un  nombre  racîo- 
nel,  &  la  valeur  de  *  fera  aufH  rationelle.  Soit  y^=»^^y  —  1 

fera=8,&  y  (y —  1  )=  i;  donc  Af  =  ^  •  1=  18.  Ainfi 
en  ajoutant  le  oiht  de  1 8  avec  celui  de  9 ,  on  aura  la  quatriè- 
me puiitânce  de  p  ;  ce  qu'il  eft  facile  de  vérifier 

Problème  LtL  On  detnapde  deux  nombres  x&  y  tels  que  la 
fomme  de  leurs  puijfances  du  degré  m  ,  foit  égale  à  la  puif- 
jance  du  degré  m  +  1  de  y.  L'on  aura  *"*  +  y"*  «=y  »»-^«  , 

Ni 
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jfi»  =  y»»+»  — y»=y'»-(y— i),  &  jc  =  y- y^  (y—:  i).Si 
donc  on  prend  pour  y  une  puîfTance  parfaite  du  degré  m  Se 
qu'on  lui  ajoute  Tunite ,  le  problème  fera  réfolu.  Si  m  =='  ^ ,  & 
y=jx-J-i  =  53  (jxeftla  cinquième  puiflànce  de  i  ) ,  on 

aura  x  =  33.  Vîî-^i  =  33  V  32'  =  33  '  i  =  ^^,& 
la  fomme  des  cinquièmes  puifîances  de  66  &  de  33  fera  égale 
à  la  iixieme  puiflànce  de  ce  dernier  nombre. 

DesEquations  du  fccond  degré  à  plujieurs  inconnues. 

69.  Lorfqu  on  a  deux  équations  &  deux  incon- 
nues y  Cl  dans  l'une  de  ces  équations  une  des  in- 
connues ne  paiTe  pas  le  premier  degré  ,  on  en 
prendra  la  valeur  ,  qu'on  fubfticuera  dans  l'autre 
équation ,  &  l'on  aura  une  équation  à  une  feule 
inconnue.  Exemple  y  foient  les  équations  dx  — y^ 
^=zay  x^  -f-j^2=  b.  De  la  première  j^  tire  x  = 

—,  fubftituant  cette  valeur  dans  la  feconde,rona 

d 

tf *  «^  1  û  V*  -4-  y**  •  •  . 

J^        - — hy^=l^yO}iy^-{-ia^^'{-ddy'- 

-^aa=^bd^y  équation  a  une  feule  inconnue,  mais 
qui  eft  du  quatrième  degré.  Si  les  deux  inconnues 
ie  trouvent  élevées  au  quarré  dans  chaque  équa- 
tion y  prenez  dans  chaque  équation  la  valeur  du 
quarré  d'une  des  inconnues  j  8c  égalant  ces  va- 
leurs ,  vous  aurez  une  nouvelle  équation  ,  de 
laquelle  on  tirera  aifément  la  valeur  d'une  des 
inconnues.  Cette  valeur  étant  fubftituée  dans  l'une 
ou  l'autre  des  équations  données  y  il  en  réfultera 
une  équation  qui  ne  contiendra  qu'une  inconnue. 
Soyent  les  équations 

x^  -+-  a  xy  -^  bx  =^  cy^  -f-  dy  H-  /. 

AT*  -^  fxy-^-  gx^=hy^'\-ïy  -Arh 

La  première  donne  ;i:*  =  c^*-+-^>'-l-^ — ^xy 
—  bx  y  &  la  féconde  donne  x^  =  hy^  -|-  iy  -4- 
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h  — -fxy  —  gx.  Egalant  ces  deux  valeurs  de  x"* , 
&  faifant  parfer  tous  les  termes  afFe£tés  de  x  dans 
le  premier  membre  de  Tcquation ,  on  3,uï3,  fxy 
-^  g  X  —  ^xy  —  bx  =  hy^  —  cy^  —  ^jHh 
iy  —  l'+'k  y  &  en  divifant  par  le  multiplicateur 

\h-c)>^y-+{'^-d)>^y+k-l 

de  jf ,  il  vient  x  = 7-  ; ~ 

.      ^  fy-j-g  —  ay  —  l^'  , 

quantité  que  je  fais  =/;,&  qui  ne  contient  point  Af. 
Subftituant  cette  valeur  dans  Tune  des  équations 
données  dans  la  première , /?flr  tfA-^/n/?/^ ,  jai^^-h 
apy  -^^'ip  =icy^  ^  dy  -+-  / ,  équation  où  x  ne 
fe  trouve  point.  En  mettant  au  lieu  de  /?*  &  de  />, 
leurs  valeurs  tn  y  &c  coudantes  ,  on  aura  l'équa- 
tion cherchée  »  dans  laquelle  y  ne  montera  tout 
au  plus  qu'au  quatrième  degré  ,  comme  on  s'en 
convaincra  tiîément  par  l'opération. 

Si  les  équations  furpafTent  le  fécond  degré,  voici 
une  méthode  générale  qu'on  pourra  fuivre.  En 
fuppofant  que  tous  les  termes  du  fécond  membre 
d'une  équation  foyent  tranfpofés  dans  le  premier^ 
toute  équation  à  deux  inconnues  x  6c  y  pourra 
être  mife  fous  cette  forme  ax**  -H  bx"^"^  -+- 
^^m-i  . , ,  ,_|_^_-.Q^  Si  :*;"•■  ^5  par  exemple  y  ne 

ie  trouvoit  dans  aucun  terme ,  on  fuppoferoit  le 
coefficient  c  de  ce  terme  =*o.  Les  coefficients 
Cy  b  y  c  peuvent  repréfenter  des  fondions  de  y 
ou  des  coudantes  (  nous  entendons  par  fonélion 
de  j'  une  expreffion  dans  laquelle  entre  y  de  quelle 
manière  que  ce  foit  ].  Cela  pofé ,  foient  les  deux 
équations  tf «"•  + 3 jc''*~'-f-c^"'" *•••-!-/?  =  o 

defquelles  on  veut  chafler  x.  Suppofons  -  les  du 
même  degré ,  on  multipliera  la  première  par  a  , 
&  la  féconde  par  ^  ;  retranchant  le  fécond  produit 

N3 
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du  premier  ,  il  eft  évident  que  x"*  ne  fe  trouvera 
pas  dans  la  nouvelle  équation,  qui  fera  par  confé- 
quent  tout  au  plus  du  degré  m  —  1  •  Multipliant 
la  première  par  ax-\-y  ^  &  la  féconde  par  ax-\-b^ 
8c  retranchant  encore  le  fécond  produit  du  premier, 
il  en  réfultera  une  nouvelle  équation  du  même  de- 
gré ,  par  rapport  à  x  ,  que  celle  qu'on  vient  de 
trouver.  Multipliant  de  même  la  première  par 
a  x^  H-A'jt:H-c  ,  &  la  féconde  par  ax^-^hx-^-Cj 
&  retranchant  encore  le  fécond  produit  du  premier, 
il  en  réfultera  une  troifiéme  équation  du  même 
degré  par  rapport  à  at,  &  continuant  ainfi  jufqu  a  ce 
que  le  multiplicateur  foit  devenu  du  degré  m  —  x , 
on  aura  m—^  i  équations  du  même  degré  m  —  i 
ar  rapport  i  x  ^  Se  confidérant  dar^j  ces  équations 
es  quantités  x"*"',  x"*"^ ,  j^"*"^,  &c?  comme  des 
inconnues  fimples ,  on  déterminera  les  valeurs  de 
ces  inconnues.  Subftituant  donc  ces  valeurs  dans 
la  dernière  équation  ,  on  aura  une  équation  qui 
contiendra  x  linéaire  &  dont  il  fera  aifé  d'avoir 
la  valeur.  Cette  valeui  étant  fubftituce  dans  la 
^première  ou  dans  la  féconde  équation  ,  on  aura 
une  équation  qui  ne  contiendra. que  la  feule  in- 
connue y  avec  des  quantités  connues.  Si  dans  la 
Première  équation  x  étoit  du  degré  m  y  Se  dans 
autre  du  degré  n  ,  on  multiplieroit  la  féconde  par 
A'"*"""  ,  &  alors  les  deux  équations  fe  trouveroient 
du  même  degré  par  rapport  à  x;  ainfi  l'on  pourroit 
s'y  prendre  comme  nous  veoons  de  le  dire. 

Si  l'on  avoir  trois  équations  &  trois  inconnues  jc, 
y  Se  ^  y  on  négligeroit  a'abord  une  des  inconnues,  y , 
j?ar  exemple  j  qu'on  regarderoit  comme  connue  ,  8c 
par  1©  moyen  dç  deux  premières  équations  propo- 
{ées  on  parviendroit  à  une  équation  (  que  j'appelle- 
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rai  B  )  qui  ne  contiendroit  que  l'inconnue  négligée 
&  une  aes#autres ,  x^  par  exemple.  Par  le  moyen 
de  la  pcemiere  Se  de  la  croifîéme  ou  bien  encore 
par  le  moyen  de  la  féconde  6c  de  la.  troi(iéme  ,  on 
trouveroit  une  autre  équation  (que  je  nommerai  D) 
qui  ne  contiendroit  que  les  mêmes  deux  inconnues 
jc  &  :{.  Et  par  le  moyen  des  équations  B  &  D,  on  par- 
viendroit  à  une  équation  qui  ne  contiendroit  qu'une 
feule  inconnue.  Sil'on  avoit  quatre  équations  &  qua< 
tre  ijiconnues;  par  le  moyen  des  deux  premières  en 
négligeant  d  abord  deux  inconnues ,  on  par  viendroit 
à  une  équation  qui  ne  contiendroit  que  x  &  les  deux 
inconiiues  négligées  j  par  le  moyen  de  la  première 
&  de  la  troiliéme  ,  on  parviendroit  à  une  féconde 
équation  qui  ne  contiendroit  que  .v  &  les  inconnues 
négligées  j  enfin  par  le  moyen  de  la  première  & 
de  la  dernière  ,  on  parviendroit  à  une  autre  équa- 
tion qui  auroit  les  mêmes  conditions.  L'on  auroit 
donc  trois  équations  Se  trois  inconnues  ,  cas  que 
nous  venons  de  réfbudre  ,  Se  ainfi  des  autres. 

Problême L  Trouver  deux  nombres x&  y  dont  la 
fomme  x+  y  foit  =  i  =a,  6» lafomme  des  quarrés 
X*  -4-y*  =  25  =  b».  Par  la  première  condition 
:c  4-  y  =  iz  ;  donc  en  prenant  le  quarré  de  part 
&  d  autre,  x^  -{^ixy  -^r-y^  =  û*.  De  cette  équa- 
tion retranchant  la  féconde,  il  vient  xxy  =  a^ 
—  A\  Retranchant  cette  dernière  éqjiation  de  la 
féconde ,  on  trouve x^  — '  ^x y  -4^  y*  =  2  y-^-a^y 
te  en  prenant  la  racine  quarrée  de  chaque  membre , 
X — J  ==Hz  \/(2  b^ — a»).  Cette  dernière  équation 
étant  ajoutée  à  k  première  Se  enfuitê  fouftraite , 

\\  Vient  d^ns  le  premier  cas,  x=i = 

I  ±:  7 


oujc  s=-+*4,  &  Ar= — 3 ,  &dans.le  fécond  cas 


/^ 
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y=  — 1 =  -^—  ouy=—i,8cy 

s=+4jc'eftà-clire,quefix=4,^fera= — 3,  & 
réciproquement. 

Pro BLEME  II.  On  demande  deux  nombres pojitifs 
x&y  j  dont  la  femme  des  quarrés  fou  174  <&  dont 
U  produit  donne  105.  Par  la  namre  du  Problcme 
XX  ^yy^=i  174,  &  a:^  =  105  ou  ixy^=:  110. 
Si  l'on  ajoute  cette  dernière  équation  à  la  pre- 
mière ,  &  qu'enfuite  on  len  retranche ,  on  aura 
XX  -4-  IX y  -^yy  =  484  ,  &  xx  —ixy  -^yy 
car:  ^4  ,  éqiution  que  je  déiîgnerai  par  (Â).  L  avant 
dernière  éqjjuation  que  nous  venons  de  trouver , 
donne  en  prenant  les  racines  ,  x-f-^  =  Ht  ii  ; 
mais  en  prenant  les  racines  dans  l'équation  A ,  on 
trouve  X — ^  =  +:  8.  Donc  en  nous  en  tenant  aux 
racines  pofitives  ,  *-4-y=rii,&x  — y  =  8; 
donc  X  ^ y  -^  X  — y  =  jo  on  xx  =s  jo,  & 
x=si^.  MaisA:+^  —  x^y=iii — 8  ,  *ou 
2^=  14,  &cy=i  7.  Les  racines  négatives. donnent 
jf  =  —  15  &cy  =s  —  7;  mais  ces  valeurs  ne  peu- 
vent refondre  le  Prpblcme. 

PROBLEMb  III.  On  demande  deux  nombres pojitifs 
X&Yy  dont  lafomme des  quarrésfoit  donnée &:=ih^ 
&  dont  le  produit  foit  =»  a.  On  aura  donc  les  deux 
équations  fui  van  tes  xx  -+-  y  y  =  i ,  xy^=sza.  ^i 
l'on  ajoute  la  première  à  la  féconde  multipliée 
par  X  y  on  aura  xx^  xxy  --hyy  =  A-f»  1  û  ,  & 
par  conféquent  x  +  ^=  \/(A  -h  iû  ).  Si  de  la 

1>remiere  équation  nous  retranchons  le  double  de 
a  féconde  ,  il  viendra  xx  —  ^xy  -^ yys=sb 
—  2  <2 ,  d'où  l'on  tire  x  — y  ==  ^(b  —  1  tf  ).  J  donc 
^  ^  y  -h  X  —  ^ou  ix==y'(A-f-itf)-H 
y{b-^xa)  oux=i\/(AH-itf)-f.i  v^(A— 2tf). 
L'on  a  auffi x^-^y — x  -^y  ou  z^  =  y  (*■+•  la) 
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--V(A— Xiz),&>'=fy(*-+-")-rV(*-").' 
Si  b<!^ia  le  Problème  eft  impoflîble ,  parce  que  iôca 

icanc  des  nombres  poficifs  par  la  nature  du  Problè- 
me y  X  ôc  y  doivent  être  dans  ce  cas  imaginaires  * 
Problème  IV.  On  demande  deux  nombres  tels 
que  leurfomme  j  leur  produit  j  &  la  différence  de  leurs 
quarrés  fuient  égaux  entr'eux.  Soit  x  le  plus  grand , 
y  le  plus  petit  nombre.  Par  la  nature  du  Pro- 
blême X  --hy  =  xx  — y  y  =  {x  +  jk)  •  {x  — y)  ; 
donc,  en  divifant  par  x-^y^  i  =x — y  6c 
X  =y  H-  I  ;  dpnc  ji:-+->'  =  ij'H-i,&  xx  -^ 
y  y  =  1  jr  -I-  I .  D'un  autre  côté  le  produit  xy 
ou.  y  y  -4-  y  devant  ètie  égal  à  la  même  quan- 
tité  ,  on  a  l'équation  y  y  -+-  j^  =  2  j^  -4-  i  ,  on 


yy—y^"^  ronyy—y'^-^i  H--  =  -, 


z 


Problème  V.  Trouver  deux  nombres  tels  quily 
ait  égalité  entre  leur  produit  ^  leur  fomme  &  la  fommc 
de  leurs  quarrés.  Je  fais  lun  des  nombres  cherchés 
=  X  -h jr ,  &  l'autre  =  x  — ry.  Leur  fomme  fera 
a  jc ,  leur  produit  fera  x  x  — y  y ,  &  la  fomme  de 
leurs  quarrés  fera  x  x  *r  -H  ^yy*  Par  la  nature  du 
Problème  ,  on  a  2  x  =  atx  — y  y  owyy  =  xx 
—  %x.  Subftituant  cette  valeur  de  y  y  dans  1  xx-^r 
lyyy  &  comparant  le  réfuftat  ^xx — 4X  avec  1  x^ 
on  aura  ixzssj^xx  —  4X ,  d'où  l'on  tire  x=  7  ; 

donc  yy  = —  ^  >  &  y  =ifc y    donc   les 

nombres  cherchés  font  x  -^y  =:  — &  x 

— y  ==!  l — l-i — U  j  Se  quoique  ces  nombres  foient 

imaginaires ,  ils  réfolvent  cependant  le  Problème. 
Remarqua*   P^"«  le  premier  Problème  , 


*  h 


s 
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Pour  avoir  la  valeur  de  x  y  nous  avons  ajouta 
équation  x  —  ^=:?=+  y/ {ib^  —  a^  )  avec 
1  équation  x  -+- j^  =  a.  Au  contraire  nous  1  avons 
'fouftraire  pour  avoir  la  valeur  de  y ,  parce  que 
dans  le  premier  cas  les  (îgnes  de  y  dans  les  deux 
équations  font  différents  ,  &  comme  d'ailleurs 
leurs  coefficients  font  les  mêmes ,  il  eft  vidble  que 
rinconnue  y  ne  doit  plus  fc  trouver  dans  le  ré- 
iulrat  \  de  même  dans  le  fécond  cas ,  x  ne  doit  point 
fe  trouver  dans  le  réfultat,  parce  que  — x  doit 
détruire  +  x.  Donc,  pour  fair^  dilparoître  une 
inconnue  quand  on  a  deux  équations  à  deux  incon- 
nues qui  ont  les  mêmes  coefficients  dans  ces  deux 
équations ,  il  faut  ajourer  les  deux  équations  (i  Tin- 
connue  qu'on  veut  faire  difpas<9itre  a  différents 
(ignés  dans  les  deux  équations.  Mais  il  faut  fouf- 
traire  une  équation  de  l'autre  ,  lorfque  l'inconnue 
qu'on  veut  raire  difparoitre  a  le  même  (igné  dans 
les  deux  équations.  Si  l'on  avoit  les  deux  équa- 
tions ax'-{~by  =  Cydx-^gy  =/dans  lefouelles 
les  inconnues  x  &cy  n'ont  pas  le  même  coefficient, 
on  pourroit  néanmoins  faire  difparoître  telle  des 
deux  inconnues  qu'on  voudroit.  Suppofons  ,  par 
exemple  ,  qu'on  voulût  faire  difparoître  y  f  on 
multiplieroit  tous  les  termes  de  la  féconde  par  le 
coefficient  b  de  y  dans  la  première  ,  &  tous  les 
termes  de  la  première  par  le  coefficient  g  de  y 
dans  la  féconde  »  &  l'on  auroit  les  deux  équations 
agx-i-  bgy==:gc  y  bdx  —  bgy=zbf;  ajoutant 
maintenant  ces  deux  équations ,  Ton  trouveroit  agx 
^  b  dx^=igC'^ bfy  équation  qui  ne  contient  que 
l'inconnue  x.  Si  l'on  avoit  voulu  faire  évanouir  x  , 
on  auroit  multiplie  tous  les  termes  de  la  féconde 
par  a  ,  &  tous  ceux  de  la  première  par  d  ;  retran- 
chant, enfuire  le  fécond  réfulcat  du  premier ,  l'on 
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aaroic  eu  une  équation  qui  n*auroic  contenu  que 
la  feule  inconnue  y.  Si  l'on  vouloit  appliquer  cette 
méthode  â  trois  équations  &  trois  inconnues  ,  en 
négligeant  d*abord  une  de  ces  inconnues ,  Ion  par- 
viendroit ,  par  le  moyen  de  la  première  &  de  la 
féconde  équation ,  à  une  équation  qui  ne  contiens 
droit  que  l'inconnue  négligée  &  Tune  des  deux 
autres,  x  ,  par  exemple.  Par  le  moyen  de  la  pre- 
mière &  de  la  troiiiéme  on  parviendroit  auflî  a  une 
féconde  équation  qui  auroit  les  mêmes  conditions; 
Ton  auroit  donc  deux  équations  &c  deux  inconnues, 
ce  qui  donne  le  cas  que  nous  venons  de  traiter.  Si 
Ion  avoir  quatre  équations  &:  quatre  inconnues  » 
en  négligeant  d'abord  ^eux  inconnues ,  on  trou- 
veroic  ,  par  le  moyen  des  deux  premières  ,  une 
équation  qui  ne  contiendroit  que  les  deux  incon- 
nues négligées  &  l'une  des  deux  autres,  x  j  par 
exemple.  Par  le  moyen  de  la  première  &  de  la 
troi(iéme  ,  Ion  trouveroit  une  autre  équation  de 
la  même  efpece,  &  par  le  moyen  de  la  première  & 
de  la  quatrième ,  l'on  parviendroit  à  une  troifiéme 
équation  qui  auroit  les  mêmes  conditions  ;  on 
auroit  donc  trois  équations  &  trois  inconnues ,  ce 
qui  eft  le  cas  précédent.  Si  l'on  avoit  cinq  équa- 
tions &  cinq  inconnues  ,  "^en  négligeant  d'abord 
trois  de  ces  inconnues  ,  on  parviendroit  à  quatre 
équations  &  quatre  inconnues  ,  ce  qui  donne  le  cas 
que  nous  venons  de  traiter  ,  &  aind  dds  autres. 

Des  Equations  à  deux  termes. 

70.  Soit  l'équation  tf  x*  =  *,  à  laquelle  on  peut 
facilement  rapporter  routes  les  équations  à  deux 
termes  &  à  une  feule  inconnue.  Donc  en  divi« 

ûm>  jif"*=5:-«  ou  x"*===c(enfuppofaut— =c)j 

4? 
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donc  en  prenant  la  racine  m  de  part  &  d'autre ,  x=: 

^c.  Si  m  eft  pair ,  cette  racine  aura  le  double  figne 

dt  î  fi  ,  par  exemple^  m  eft =4 ,  x  fera =4"  yc^ 

&  fi  Ton  fuppofe  c  =  i  ^  ,  on  aura  y="h  y  {16) 

=  lt2.  Outre  ces  deux  racines  il  y  en  a  encore 

deux  autres ,  mais  imaginaires.  Si  c  étoit  =  —  ? , 

4 
on  auroit  x=ifc  V^( — 8) ,  dont  toutes  les  racines 

font  imaginaires.  Si  m  étoit  5  ,  Ion  auroit  ;r== 

y( — 8)  = —  1  ;  &  outre  cette  racine  il  y  en 
auroit  encore  deux  autres,  mais  imaginaires.  Tout 
cela  fe  comprendra  mieux  par  la  fuite. 

En  général  fi  Ton  a  l'équation  jc*  =A  ,  on  aura 

Ih 
l'X^=zl*b  *  o\xml'X='l'b*   ou /•;»:= —  :  c'eft- 

m 

à-dire ,  que  le  logarithme  de  x  eft  égal  à  celui  de  b 
divifé  par  m.  Cherchant  donc  —  dans  les  tables . 
on  connoîtra  /-a:,  &  par  conféquent  on  connoîtra  x; 
fi  —  ne  fe  trouve  pas  dans  les  tables ,  on  cherchera 

m  * 

par  la  méthode  dont  nous  avons  parlé  en  traitant 
des  logarithmes ,  à  quel  nombre  il  répond ,  &  ce 
nombre  fera  =  x. 

Problême  I.  Je  vous  donnercâ^  dit  un  ptrt  à  fon 
fils  j  les  écus  que  j*ai  dans  ma  bourfe  3  fi  vous  de- 
vinejf^  comBlen  il  y  en  a  ;  le  quarré  de  te  nombre 
multiplié  par  le  quart  du  même  nombre  j  donne  431. 


*  En  dëfîgnant  le  logarlcKme  de  k^  par  l-xm  ou  par 
ml'X  ;  carie  logarithme  de  la  puiiTance  m  d*un  nombre  eft 
égal  au  prodiùc  de  rexpofanc  m  par  le  logarithme  de  ce 
liombre»  Voyez  ce  qu'on  %  dit  ci-defliis  fur  les  logarithmes» 
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Soit  X  ce  nombre ,  Ton  aura ,  par  la  nature  du  Pro- 

X  X  3 

blcme  ,  XX  X  —  =  ^iU  Ainfi  —  =4}i  >  x^ 

=  1718,  &  \x^  =  X  =  II.  Donc  le  nombre 
des  écus  étoit  i  i. 

Problème  IL  On  demande  un  nombre  x  tel  qu'en 
divifant  la  quatrième  puijfance  par  fa  moitié  & 
ajoutant  1 4  Hh  ^  ^iz  quotient  j  le  refultat  donne  1 00. 


Divifant  x^  par  — ,  j'ai  i^' ,  &  par  la  nature  du 
Problème  zjir^-t-  14  +  ^=  loo  j  donc  2 a: '  = 


=  i  j  ainfi  le  nombre  cherché  eft  x  =  7, 

Problème  IIL  Quelques  Négociants  ayant  formé 
Mm  capital  ^  pour  lequel  chacun  a  contribué  Stnt  fois 
autant  d*écus  qu'il  y  a  d*j4£bciés  y  envoient  un 
FaSeur  à  la  Martinique  pour  faire  valoir  ce  fonds. 
Ce  Fa3eur  gagne  pour  chaque  centaine  d'écus  deux 
fois  autant  d'écus  qu'il  y  a  d'intérejfés  &  fon  gain 
eji  de  1661  écusj  ort  demande  le  nombre  x  des  Âffo^ 
Clés*  Puifque  chaque  Négociant  a  fourni  i  oo<v  écus, 
le  capital  entier  étoit  \ooxx ;  &  parce  que  le 
profit  étoit  de  2  X  pour  cent ,  on  trouvera  ce  que 
rapportoit  le  capital  en  faifant  xoo:2x::  \ooxx  ! 

=  2 jr  5 .  Mais  ce  profit  eft  =  2  éSx  ;  donc 

2 je' =  15^2  ,  flf5  =  1331  &  JC=  V(l3Jl)  =  II  j 

ainfi  le  nombre  des  AiTociés  étoit  11, 

Problème  IV.  Un  Payfan  échange  des  lapins 
domejliques  contre  des  poules  j  à  rai/on  de  deux 
lapins  pour  trois  poules  ;  ces  p'bu^es  pondent  cha*- 
cune  un  tiers  autant  d'œufs  qu'il y\^de  poules.  Le 
Payfan  vend  tous  fes  œufs  au  marché  j  en  don- 

nt  neuf  œufs  pour  autant  de  fols   que   chaque 
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poule  a  pondu  d^œufs  j  &  il  reçoit  j  liv.  i  tfols  ;  com- 
bien de  lapins  a-t^il  échangé  ?  Soit  x  le  nombre 
des  lapins  cherché  \  celui  des  poules  que  le  Payfan 

a  reçues  en  échange  fera  —  ,  &  chaque  poule  pon- 

X  ix  X 

dant  —,  le  nombre  des  œufs  fera -Mais  9  œufs 

*  4 

X  ^  \X  X 

fe  vendent  pour  —  fols  j  donc  l'argent  que œufs 

z  4 

produifent  eft  = —  ;  ainfî  —  =3  liv.  1 2  fols  = 

71  f,  x5  =  14  X  71  =  8  •  8  •  27,&: x=\/(8  •  8  •  27) 
E=  z - 1 .  j  =  II.  C'eft  pourquoi  le  Payfan  a  donné 
1 2  lapins  &  a  reçu  1 8  poules.  . 

Des  équations  plus  e'ievées^que  le  fécond  degré  &  qui 
peuvent  néanmoins  fe  réfoudre  à  la  manière  de 
celles  du  féconde 

71.  Ces  équations  ne  doivent  renfermer  que 
deux  puiffances  de  Jt,  mais  dont  Texpofant  de  Tune 
foit  double  de  celui  de  l'autre  ;  ainfi  elles  peuvent 
fe  réduire  â  cette  formule  tfx*"  -+-  A^f"*  =  c  ou 


en  divifant  par  a  ,  faifant  --  =  2</&— =^, 

à  celle-ci  x  *"*+  2  </x"*  =g.  Ajoutant  de  part  & 
d'autre  le  quatre  de  la  moitié  du  coefficient  de  x*, 
on  aurax**+2i/x"'  +  É/*  =zg-\^d^  ,  &  prenant 
les  racines  quarrées  de  part  &  d'autre  ,  x"*  H- 
d=s±  ^[g^d^)y&cen  tranfpofant,  jc"'= — d 
rfc  ^{g  -f-d?*),  &  prenant  la  racine  m  de  part  & 

d'autre ,  je:  ==Ji|J^  rf  Hh  ^g^ad).  Si  m  eft  pair ,  il 
peut  y  avoir  ^Pfeju'à  quatre  racines  réelles  ,  &  le' 
premier  radical  doit  avoir  le  figne  it  ;  fi  m  eft  im- 


^ 
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pair ,  le  radical  }/  ne  peut  avoir  qu'un  feul  figne. 
Si  g  eft  négatif  &c  plus  grand  que  dd  y  toutes  les 
racines  feront  imaginaires  ,  quelque  foit  m  ,  pair 
ou  impair. 

Pbobleme.  Trouver  la  racine  m  de  la  quantité 
a"  -+-  b ,  b  étant  fuppofé  fort  petit  en  comparaifon 
de  a"*.  Il  eft  aifé  de  voir  que*  la  racine  cherchée  eft 
fl  -4-  j:,  X  étant  une  quantité  qu'il  s'agit  de  trouver. 
Elevant  â  ■+-  jc  à  la  puifHuice  m ,  nous  avons  û*  -+- 

Je  néglige  les  termes  ultérieurs ,  parce  que  fe  trou- 
vant multipliés  par  des  puifTances  de  la  fraAion  x 
(  qui  doif  évidemment  être  aflfez  petite  )  plus  éle- 
vées que  le  quarré  ,  ils  doivent  être  fort  petits. 
Retranchant  de  chacun  des  membres  de  l'équation , 

la  quantité  a*  &  divifant  parm  • •  a  "•"  %  Ton  a 

jpi  ^ =  -j-  — . ^  ajoutant  de 

part  Se  d'autre  le  quarré  de  la  moitié  du  coefEcienc 

,  M     •  ,       lax  tf* 

de  jtf ,  u  vient  x^ 


m  —  I  (m — i)* 

•  Prenant  les  racines 


de  part  &  d'autre ,   l'on  a  jc  -H =*lt 

*  m  —  I 

■~i^H-%/r  '^   -+• - — V, 

nous  ne  nous  fervons  pas  du  figne  —  du  radical, 

m 

parce  qu'il  eft  inutile  ici.  Donc  V^(a'*-+-A)=fl-H 


\ 


\ 
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m 

ib 


-; — : — r I  •  Si  la  quantité  b 

•{m — ij'a^"^  J  * 


8c  en  rcduifant,    y'(a  »-}.*)  =  L^Zlii  xa+ 

avoic  le  figne — ,  de  manière  qu  on  eût  a"* —  *,  on 
donneroit  le  fisne  —  au  terme — -, — ~ qui 

^  m- {m — i)-tf"**^   ^ 

le  trouve  fous  le  radical ,  &  l'on  auroit  V^(^"* —  b) 
_(^  — ^)^^  I  \/(    "^ _JlL_\. 

Corollaire.  Si  on  fuppofe  lucceflivement 
w=j,4,  5,^,7  &c.  on  aura  les  formules 
fuivantes  : 

^'  Sec. 

On  peut  voir  maintenant  pourquoi  nous  avons 
fuppofe  que  le  radical  avoir  feulement  le  figne  -h , 
parce  que  nous  ne  cherchons  que  les  racines  pofi- 
tives  de  la  quantité  û*  dt  ^  /  mais  en  prenant  le 
radical  en  — ,  il  eft  vifible  que  la  première  for- 
mule deviendroit  une  quantité  négative ,  en  fup- 
pofant  i  pofitif.  Pour 


»mt 
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Pour  faire,  l'application  des  formules  que  nous  ve- 
nons de  trouver ,  fuppofons  qu'on  demande  la  raci- 
ne cube  de  28.  Je  prends  le  plus  grand  cube  contenu 
dans  ce  nombre ,  &  je  le  fuppofe  =  ^^  &  le  refte 
=  A ,  de  forte  que  j  ai  27  -i-  1  =  <ï'  -h  ^  ,  &  la 
première  formule  devient  {  H-  \/(  ^  -f-  j  )  =  (  en 
réduifant  au  même  dénominateur  )  i  H-  V(  77  )  i 
prenant;  enfuite  la  plus  grande  racine  du  numéra- 
teur avec  une  feule  décimale  ,  &  la  divifant  par 
la  racine  6  du  dénominateur  y  l'on  aura  la  racine 
cherchée  =i-h^-4-  —  =  --+-  -  -+-  —  =  2 
-t-  o  •  o  3  à-peu-près.  En  général  on  peut  chercher 
par  les  logarithmes  la  racine  approchée  du  nombre 
propofé  5c  la  faire  ^=si  a^  élevant  enfuite  a  à  la 
puillance  m  &  retranchant  a***  de  la  quantité  pro- 
pofée  »  le  refte  donnera  b.  Subftituant  enfuite  la 
valeur  de  ^z  &  de  3  dans  la  formule  générale  ,  il 
fera  aifé  d'en  déduire  la  racine  cherchée  à  peu  de 
chofe  près  y  en  prenant  ,  par  le  moyen  des  déci- 
maies  ,  la  racine  quarrce  de  la  quantité  qui  fe 
trouvera  fous  le  fîgne  radical. 

Des  Equations  de  tous  les  dejrés. 

72.  Dans  ce  que  nous  allons  dire  des  équations 
de  tous  les  degrés,  nous  fuppoferons  que  le  fécond 
membre  cft  =  o  ,  c'eft-à-dire  ,  qu'on  a  fait  paiï'er 
tous  les  termes, dans  le  premier  membre.  Cela 
pofé  ,  foit  propofé  de  trouver  une  équation ,  dans 
laquelle  x  foit  indifféremment  =  2  ou=  5-  On 
aiura  donc  les  deux  équations  x=ii  ,  x  =  3  ou, 
en  faifanc  pafTer  tout  dans  le  premier  membre , 
X  —  2  =  Q,  X  —  3=oi&  en  multipliant  ces 
équations  Tuue  par  l'autre,  le  premier  membre  par 

lomc  /.  O 
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le  premier  &  le  fécond  par  le  fécond,  {x-^  i}x 
{x  —  })  =  G  ,  ou  A?»  —  5^  -4-  (J  =  o.  Dans  cette 
équation  x  eft  =  2,  &  x  =  f.  Si  l'on  a  jc  — 
tf.=  o,  X  —  b  =  Oy  X  —  c  =  o  y  en  multiptianc 
ces  trois  équations  l'une  par  Taucre  ,  il  viendra 
x^  —  (^-+-AH-c)jc*H-(i2A-+"£zc-t-^c)jc  — 
ab  c  =  o.  De  la  formation  précédente ,  il  fuit  pre- 
mièrement qu'une  équation  a  autant  de  racines  que 
le  plus  haut  expofant  de  l'inconnue  contient  d'unie 
tés.  Secondement ,  que  (î  à  la  place  de  l'inconnue 
on  fubftitue  fa  valeur  ,  la  fomme  de  tous  les  termes 
fe  réduira  à  o.  En  effet ,  puifque  l'équation  ci- 
deffus  réfulte  de  {x — a)x{x  —  b)x{x  —  c) , 
fi  à  la  place  de  x  je  mets  fa  valeur  a  dans  le  pre- 
mier fadeur  x  —  a  ,  pour  avoir  a  —  a=  o ,  Ton 
aura  o  x(*  —  b)  X  {x  —  c)=o,  comme  il  eft 
évident.  Troifiémement ,  que  le  coeflScient  du  fé- 
cond terme  d'une  équation  eft  égal  à  la  fomme  des 
racines  de  l'équation,  prifes  avec  un  figne  contraire. 
Car  les  racines  de  l'équation  précédente  font  jc=^  , 
x  =  by  A'  =  c.  En  effet  l'équation  x  —  a  =  o  , 
donne  en  tranfpofant  x  =iay  de  même  les  équa- 
tions x-^b=o  ,  x — c=o  donnent  xv=Jfy  Se  x=^; 
or  le  coefficient  du  fécond  terme  de  notre  équa- 
tion eft  —  (<2-t-*4-c)  = — a  —  b  —  c.  Quatriè- 
mement ,  <jue  le  coefficient  du  troifiéme  terme 
d'une  équation  eft  égal  à  la  fomme  des  produits 
des  racines  multipliées  deux  à  deux.  Si  l'équation 
étoit  plus  élevée  ,  on  trouveroît  que  le  coeffi- 
cient du  quatrième  terme  feroit  égal  i  la  fomme 
des  produits  des  racines  prifes  trois  à  trois* ,  mais 
avec  un  figne  contraite  ;  que  le  coefficient  du  cin- 
quième terme  feroit  égal  à  la  fomme  des  "pro- 
duits des  racines  prifes  quatre  à  quatre  ;  &c.  Mais 
le  dernier  terme  eft  le  produit  de  toutes  les  racines 
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prifes  avec  un  fîgne  contraire.  Cinquièmement ,  (I 
le  fécond  terme  manque  ,  c*eft  une  marque  qu'il  y 
a  des  racines  négatives  &  des  racines  pofkives ,  Se 
que  la  fomme  de  unes  eft  égale  à  la  fomme  des  au- 
tres 3  Cl  le  troifiéme  terme  manque  5  ia  fomme  des 
produits  des  racines  pofitives,  combinées  avec  les 
négatives,  fe  réduit  à  o;  &c.  Mais  iî  le  dernier  terme 
manque ,  il  y  aune  racine=  o ,  de  l'on  peut  abaiflèr 
réquation  en  divifant  les  deux  membres  pi^r  x  =  o. 
Ainfiréquation^^--^^  jf  j^-i  jr>H-<  x=o  devient^ 
en  divifant  par  Xy  A;'-+-tf  a:'  -f-  ix  -4-  c  c=:  o.  Sixié-^ 
mement)  que  lesi  valeurs  de  l'inconnue  fe  aouvenc 
parmi  les  divifeurs  du  dernier  terme ,  de  forte 
qu'en  fubftituant  dans  l'équation  >  d  la  place  de  x , 
chaque  divifeur  du  dernier  terme  y  d'abord  avec 
le  figne  -f- ,  enfuite  avec  le  ligne  — ^  ,  oh  fêta  sûr 
d'avoir  une  des  racines  lorfque  la  fubftitution 
dlin  de  ces  divifeurs  rendra  la  ibmme  de  tous  les 
ternies  ==  o.  Ain(î  fubftituant  ^  d  la  place  de  x  dans 
l'équation  x^  —  (a^  \  i  \  c)  x*  H-  (a i  -+-  ac-^bc) x 
— ^  bc=i  o,je  trouve  b^  —  ab^  -^  b^  —  ch^  H- 
ab^  '^  acb  -^  cb^  -^  aA c  =  o  j  mais  fi  j  avois 
lubftitùé  —  i  au  lieu  de  H-  ^ ,  la  fomme  de  tous 
les  cenlies  ne  fe  feroit  pas  réduite  à  o. 

En  multipliant  les  unes  par  les  autres  ^  les  trois 
équations  x  —  is=o,x-h3=o,  a- •4-5=0, 
Ion  aura  l'équation  à:'  -t-  <>^*  —  x  —  jo  =  o  , 
où  Ton  peut  remarquer  qu'il  y  a  un  changement 
de  figne  du  fécond  au  troifiéme  termes  ,  &  une 
racine  po(îtive  ;c  ==  2 ,  deux  fucceffions  des  mêmes 
fignes^,  puifque  le  premier  &  le  fécond  rerme  ont 
le  figne  -f-,  le  troifiéme  &  le  quatriétne  le  figne — ; 
mais  il*  y  a  deux  racines  négatives.  En  général  il 
il  y  autant  de  racines  négatives  qu'U  y  a  de  fuccef- 
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fions  du  même  figne ,  &  aucant  de  pofitives  qu'il 
y  a  de  chaneemens  de  figne  d'im  terme  à  Taucre. 
En  effet,  u  toutes  les  racines  font  pofitives,  elles 
entreront  dans  les  équations  compofantes  avec  le 
ûgnc  — •  Si ,  par  exemple  ,  les  racines  font  -4-  h  , 
-+-  c ,  &c.  les  équations  compofantes  feront  x  — b 
==  o,  X  —  c  =  o ,  &c.  &  dans  le  produit  de  toutes 
ces  équatiouSyil  ne  pourra  y  avoir  de  termes  négatifs 
que  le..fecond  &ceux  où  les  racines  fe  trouveront 
être  multipliées  les  unes  par  les  autres  en  nombre 
impair ,  ce  qui  n'arrive  qu'aux  places  paires ,  fé- 
lon ce  qu'on  a  dit  cirdeifus  ;  amiî  lés  termes  fe- 
j:ont  alternativement  polîtifs  &  négatifs. 

Si  toutes  les  racines  font  négatives ,  elles  entre- 
ront dans  les  équations  compofantes  avec  le  figne 
rh  :  or  il  eft  clair  que  le  produit  de  ces  équations 
aura  tous  fes  termes  poficifs. 

Enfin  foient  les  racines  les  unes  pofitives ,  les 
autres  négatives  ,  comme  -f-  ^ ,  —  A ,  &c.  &  les 
équations  compofantes  x  —  <z=o,  jc-4-  b  =o,  &c. 
Se  fuppofons  d'abord  qu'il  n'y  en  ait  que  deux  , 
rcquatipn  compofée  fera  xx  —  ax  —  ai=^o  ^ 

-^-bx 
dans  laquelle  fî  on  fuppofe  a^  b  ^  le  premier 
terme  fera  pofitif ,  &  les  deux  autres  négatifs , 
&  il  y  aura  un  changement  de  figne  ôc  une  répéti- 
tion du  même  figne  ^  &  fi  on  fuppofe  iz  ^  ^ ,  les 
deux  premiers  termes  feront  pofitifs  &c  le  troifieme 
négatif,  &  il  y  aura  de  même  un  changement  de 
figne  &  une  répétition  du  même  figne.  Si  <z  =^  , 
l'équation  fe  réduira  à  xx  :Jio-ic  —  aA  =  oj& 
quelque  figne  qu'on  donne  à  zéro ,  il  y  aura  tou- 
jours un  changement  de  figne  Se  une  répétition  du 
m?me  figne ,  comme  il  y  a  une  racine  pofitive  & 


une  négative. 
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Suppofons  mainrenane  qu'il  y  ait  trois  raci- 
nes y  deux  poficiv^s  &  une  négative ,  &  que  les 
équations  comparantes  foient  x  —  a  ==  o ,  x  — « 
A  =  o,^-+-c  =  o,  l'équation  compofée  fetU 

—  bx^  —  acx  S  =  a 

-^-cx^  —  b  c  X  j  • 

dans  laquelle  »  15  on  fuppofe  4  -H  *]>  tr ,  le  fécond 
terme  fera  négatif  ^  8c  quelque  ligne  quon  donne 
au'troifiéme ,  il  y  aura  deux  changemens  de  ligne 
ic  une  répétition  du  mèftie  ligne  ;  &  fi  on  fuppoie 
tf  -f-  i  <I  ^ ,  le  fécond  terme  fera  pofitif  &  le 
troifiéme  négatif ,  &  il  y  aura  encore  deux  chan* 
gemens  de  ugne  &  une  répétition  du  même  figne. 
Enfin  fi  tf-f-*3=«c»  le  fécond  terme  fera  i:  o , 
mais  le  troifiéme  fera  négatif,  &:  quelque  figne 
qu  on  donneau  fécond,  il  y  aura  toujours  deux  chan- 
gemens de  figne  &  une  répétition  du  même  figne , 
comme  it  y  a  deux  racines  pofitives  &  une  négative. 

On  trouveroit  par  un  raifonnement  femblablc 
que  s'il  y  avoit  deux  racines  négatives  &  une  pofi- 
ti ve ,  &  que  les  équations  compofantes  fulTent  x — 
rf=2o,x-4-i  =  o,;ip-t-c  =  o,  le  produit  au- 
roit  un  feul  changement  de  figne  &  deux  répétitions 
du  même  figne.  Ce  que  nous  venons  de  dire  a  éga- 
lement lieu  pour  les  équations  plus  élevées  ;  de 
forte  qu'en,  général  il  y  a  autant  de  racines  pofi* 
tives  qu'il  y  a  de  changemens  de  fignes^  dans  dieux 
cennes  confécutifs ,  &  autant  de  racines  négatives 
qu'il  y  a  de  répétitions  du  même  figne  dans  deux 
termes  confécutifs.  Mais  nous  reprendraus  cette 
matière  dans  le  Calcul  Différentiel. 

D'où  il  fuit  qu'i  la  fimple  infpeâion  d^me  équa 
tion  on  peut  juger  combien  elle  a  de  racines  m 


s 
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tives ,  fi  Ton  faie  d'ailleurs  qae  coûtes  fes  racines 
font  iréellçs^ 

Il  eft  aifé  de  voir  que^fi  coures  tes  racines  étoient 
négatives»  tous  les  termes  aurpient  le  figne  +;  car 
ils  rcfulteroient  du  produit  de  plufieurs  <|uancités 
qui  auroient  toutes  le  fiene  •4'-  Le  dernier  terme 
liuroit^uifi  le  flgne^fi  lë  nombre  des  racines  pofi* 
tives  de  1  équation  étoit  pair  ;  car  un  nombre  pair 
de  (ignés  -^  multipliés  les  uns  par  les  autres  donne 
i-fp*  Mais  le  dernier  renne  auroit  le  figne  — »  fi  le 
nombre  des  racines  pofifives  étoit  impair  ,  puif- 
qu'uii  nombre  impair  de  figne  --^  multipliés  les 
\uisi  par  les  autres  donne  nécefiâirement  — •  Mai$ 
parce  que  ,  ainfi  qu'il  fera  aifé  de  le  conclure  de 
ce  que  nous  dirons  danr  la  fuite ,  les  fa£^urs  ima« 
ginaires  ne  fe  trouvant  dans  les  équation$  qu'en 
|iQmb):e  pair,  9c  que  le  produit  de  deux  de  ces  fac« 
teurs  a  necelTairement  le  dernier  terme  ppfitif  ,  dans 
une  éqiueion  quelconque  dont  le  dernier  terme  eft 
négatif ,  il  y  a  au  moins  une  racine  pofitive. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  fur  les  cnangemens  de 
figne  &  les  fucceffionsdes  mêmes  fiçnes,|ie  peut  avoir 
lieu  que  lorfqu'il  n'y  a  point  de  racmes  imaginaires , 
lefquelles  fe  trouvent  toujours  en  nombre  pair  dans 
une  équation  délivrée  de  radicaux.  En  effet ,  fi  l'on 
multiplie  Tune  par  l'autre ,  les  deux  équations 

^^7^ fl2=    f  ^Q*wr*lcquationx^-f'tf*=o, 

qui  aufa  néceflàiremeot  fe$  racines  imaginaires, 
Mais  fi  l'on  multiplioit  x  '-rr\^  -^  a*  ^fstf  o  par 
^-rr-y^  —  fla=sco,  l'équation  qui  en  réfultecoïc , 
contiendroit  nécefiairement  un  radical  »  ainfi  qi&'il 
eft  aifé  de  le  voie  en  exécutant  l'opération,  11  en 
feroi(  de  même  en  multtpKant  Tune  par  rantre, 
l-çsi  deux  çquaÛPAS  jf -cjr- \/— a  « 9=5  ô  ^  xH^  Vr— a4 
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=  o  ouAT  +  ^y'  —  i=o&x'  +  ^  y^  —  I 
=  o.  De  mcme  fi  la  valeur  de  :ireft  une  quantité 
réelle  —  a  jointe  à  une  imaginaire  —  b  \  —  i  , 
pour  que  l'équation  ne  foit  point  afFedtée  de  quel- 
que radical  ,  il  faut  que  Téquation  x  -^  a  -^ 
b  •  y^ — 1=  o ,  foit  multipliée  par  x  +  a — b  \/ — i 
s=^  Oy  de  manière  que  la  quantité  réelle  ait  le  mcme 
iigne  &  ,  la  quantité  imaginaire  différens  (ignés 
dans  les  deux  faâeurs.  Toutes  les  quantités 
imaginaires  peuvent  fe  réduire  à  la  forme  M  -h 
N  Y — I  ,en  iiippofant  M  =  o,  lorfque  la  quantité 
imaginaire  fe  trouve  feule  :  ainfi  que  nous  la  dé- 
montrerons dans  la  féconde  partie  de  ce  Cours. 
Mais  nous  fuppoferons  dans  la  fuite  les  équations 
délivrées  de  radicaux. 

Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  qu'une 
équation  d'un  degré  impair  ,  doit  avoir  au  moins 
une  racine  réelle,  puifqiie  les  racines  imaginaires 
ne  peuvent jÉtrouver  dans  une  équation  qu'en 
nombre  pair??ï)onc  une  équation  du  troifieme  de- 
gré, doit  avoir  au  moins  une  racine  réelle  ;  de 
plus  dans  une  équation  du  troifieme  degré  qui  n'a 
point  de  fécond  terme ,  &  dont  le  troifieme  eft 
pofitif  (  nous  prenons  pour  troifieme  terme  celui 
qui  le  feroit ,  fi  le  fécond  ne  manquoit  pas  )  ,  il 
y  a  nécefiàirement  deux  racines  imaginaires.  En 
effet  foit  l'équation x^  -^ ^a  b  ^  ac  -^  bc)  ;r  -+- abc 
=  o.  Puifqué  le  fécond  terme  manque  ,  la  fomme 
des  racines-4-  a  -\-b  •+-€  eft  =o;'donc  en  tranfpo- 
fant,A  = — a-^c.  Subftituant  cette  valeur  de  ^ 
dans  le  coefficient  de  jr  ,  l'on  aura  H- (  — tz^— a  c 
— ac-^cc-^ac)  =  {  —  a  a  —  c  c  —  ^c);  or  cette 
quantité  rie  peut  être  pofitive  :  car  le  quarré  de  a 
-»"  €  doit  toujours  être  une  quantité  pofitive  ,  en 
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fiippofant  même  cy>  a.  Donc  {a  —  c)^=sa^  — . 
2  <2  c-h  c*  eft  une  quantité  pofitive  ,  &  par  confé-' 
quent  a^  -f-  c*  >►  i  a  c ,  donc  -—  ^*  —  c*  — aced 
une  quantité  négative.  Donc  puifque  dans  l'équa- 
tion dont  nous  venons  de  parler,  cette  quantité  eft 
fuppofée  poiitive,  il  doit  y  avoir  deux  racines  inia-» 
ginaires  *.  Donc  c  &  ^i  ne  font  pas  des  quantités' 
réelles ,  mais  au  moins  Tune  des  deux  eft  imaginaire, 
&  parmi  les  trois  iz ,  A  ,  c ,  il  y  en  a  deux  ima- 
ginaires. 

7j.  Problfme.  Délivrer  une  équation  de  Jes 
radicaux.  Pour  faire  évanouir  les  radicaux  d'une 
équation,  on  mettra  à  la  place  de  chaque  radical  une 
inconnue,  &  l'on  aura  premieremnc  une  nouvelle 
équation  qui  ne  contiendra  plus  de  radicaux,  fecon- 
dement  de  plus  autant  d*équations  à  deux  termes 
qu'il  y  avoir  de  radicaux  dans  l'équation  propofée3& 
en  élevant  chacun  des  membres  de  ces  équations  à 
la  puiflTance  indiquée  par  l'expofantj^  radical  cor-^ 
refppndant,  il  n'y  aura  plus  qu'à  Gaffer  de- ces 
équations  délivrées  des  radicaux  les  inconnues  iu-f 

troduifes.  Soit  ^par  exemple ,  l'équation  x  —  y  a — 

y  d=  o.  Ayant  fait  ya  =  y,y  d  :=^p  ^  on 
aura  jc"  ^— y  —  p=s=:oo\ix=xiy^p  j  a=y^^ 
d=p^.  De  la  première  équation  je  tire  j' =  x 
— p  y  fubftituant  cette  valeur  de  y  dansa=j'^ 
il  vient  x^  —  3  ^*/^"+"  î  ^P^  — P^  =  û  ,  de  la- 
quelle il  ne  s'agit  plus  que  chafler  p.  Si  dans  cette 
équation,  à  la  place  de  /7^  ,  je  fubftitue  fa  valeur 

*  Si  Pon  fuppofe  tf  =  t-(-y  ^  —  i,c=x  —  jy'  —  r. 
Ton  aura  —  a  a  —  ce  —  a  c  =  37.  En  fiippofànr  ^  =  x  -fr 
S  ^  —  i  (c  c  =^  — ^^4,  Ionï\uraj — aa — cç —  ac=  i}* 
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d  prife  de  l'cquation  ii :±=  p^  y  elle  devient  a;'  — » 
j  ;c*  ^  -H  i  xp^  —  rfç=  fl ,  de  laquelle  je  tire  p^ 

= .  Multipliant  les  deux  mem- 
bres de  celle-ci  par  p  y  6c  mettant  cf  à  la  place  de 

o  J    j  ai  a  = .d  ou  le  tire  en 

en  multipliant  ,  tranfpofant  &  divifant,  p*   =■ 
■ :-^-^ .  Egalant  ces  deux  valeurs  de 

p*  je  tire  du  rclulratl  équation  r  2= ; —  , 

fubftituanc  cette  valeur  de />  dans  1  équation  x'  — 

}  x^p  ^^  }  xp^  — p^  ::scza,  j'ai  enfin  1  équation 

• 

—  3  ajc^  -h  3  ^^  a:'         ^  ,_    ,       

—  xidilx^  —  z  ad^  g  *    ^ 


cion  qui  ne  contient  d'autre  inconnue  que  la  pco* 
pofée.  On  fe  tireroit  de  la  même  manière  de  quel^ 
^ue  équation  qu'on  eût;  mais  il  y  a  des  cas  où  il  eft 
inutile  d'avoir  recours  à  la  méthode  précédente. 
Si ,  par  exemple  ,  Ion  avoit  l'équation x  -{r  a  — 

\/(^3-|-  y:r)  =  o,  on  auroit  en  tranfpofant , 

Jif-4^iï  =  V"  (  3 -+•  \/ X  ),  élevant  au  quarté  ,^*-h 

xax^a^:=s^b'+*yx  ;  tranfpofant  B  dans  le 
premier  membre  ,  il  vient  *'*  jj^gH  ij^*  +  a*-—  à 

=  V  ^-  Ori  voit  bien  qu'en  élevai-rt^l'un  &  l'autre 
membre  à  la  troifiéme  pi5l|incè ,  il  en  réfulceroit 
une  équation  fans  radicaux. 

74,  Pi^OBLEME.  Délivrer  une  équation  defonfe- 
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£ond  terme.  Soit  1  équation  x!^-^  a  x^'^  •  •  •  •  -h&c, 
=  o.  Suppofons  x=^y^p'y  fubftituant  cette  va- 
leur à  la  place  de  9,  on  aura 

>  =  o. 

^a  j^""'  -h/?  -{n —  i).^.  j^-»-f-&c.3 

4-&C, 
Si  Ion  fuppofe /?  «  +  «  =  o  ,   ou/?  Ji  =  —  a 

o\ip  = ,  c'eft^-dire ,  fi  Ion  fuppofe x  égal 

à  une  nouvelle  inconnue  jr  jointe  à  la  quantité 
p  y  p  étant  égal  au  coefficient  du  fécond  terme  pris 
avec  un  figne  contraire  &  divifépar  le  degré  de  Té- 

3 nation  ,  on  aura  une  nouvelle  équation  délivrée 
u  fécond  terme.  Si  Ton  fuppofoit  ='  o  la  fomme 
de  toutes  les  qiuntité  qui  multiplient  y"'^ ,  en 
cherchant  la  valeur  de  p  que  donneroitcette  fup- 
pofition  ,  on  auroit  une  équation  fans  troifieme 
terme.  On  peut  voir  maintenant  comment  il  fau- 
4lrpit  s'y  prendre  pour  avoir  une  équation  fans 
quatrième  terme  >  fans  cinquième  termev^  &c. 

75.  Problème.   Délivrer  une  équation  des  frac^ 
tions  quelle  peut  contenir.  U  fuffit  de  fuppofer  Tin- 

connue x=  —,  n  étant  fuppofée  divifible  par  tous 

les  dénominateurs  des  fraftiojis  qui  fe  trouvent 
4ans  réquation.  Soit ,  par  exemple ,  l'équatton  xl 

•4-  -7-  Jf *  "+•  --r  *  -f-  -~  5?=:  o.  En  fuppofant  x  = 
^,ou  aura  ^  -h  -tt  H- -r^  + -7-  =  o  ,  &  en 
multipliant  par  72'  ,  i>  viendra^'  H — —  ^  *  -h 
"^-j-y  -i — Y  3=  o.  Si  Ton  fuppofe  n  =  Idfy  f  é- 
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quation  précédente  dé  viendra  ^'  -^adfy^ 
b^  /*  dcy-^  b^  d^  f^  ^  =  o ,  cquatian  fans  frac- 
tions. Il  fuâît  donc  dans  tous  les  cas  de  fuppofef 
;z  =  an  produit  des  dénominateurs  de  toutes  les 
fraâions»  ou  même  à  une  quantité  diviiïble  par 
tous  ces  dénominateurs  y  lorfqu  ils  ne  font  pas  pre- 
miers enrr'eux. 

j6.  Problème.'  Délivrer  le  premier  terme  d^une 
équation  de  [on  voeffi^ctent.  Soit  l'équation  tf  x'  -f- 
^xaH-c:«*  +  ^=o,  en  divifant*pàr  le  coeffi- 

cient  a  du  premier  terme ,  Ton  aura  x^  H — '- 1- 

e  X  d 

1 =  o  :  &  en  faifant  évanouix  les  frac- 


tions ,  en  fuppofant  a:  ;=  — ,  V< 


by- 


on  aiura  j^  ' 

«* 

ac  y  -^a^  rf==o,  équation  dans  laquelle  le 
premier  terme  n'a  plus  de  coefficient.  Donc  pour 
délivrer  uhe  équation  d'un  coefficient  qui  afreéire 
le  premier  terme ,  il  fuffit  de  fuppofer  l'inconnue 
égale  â  une  autre  inconnue  divifée  par  ce  coeffi-* 
cient. 

77.  Problème.  Changer  les  racines  pojklv es  d'une 
équation  en  négatives  &  réciproquement.  Pour  chan^ 
ger  les  racines  po(Itiyes  en  négatives  &  réciproque- 
inent ,  il  fuffit  de  cKanger  les  (îgnes  des  termes  où 
fe  trouvent  les  puiffànces  impaires  de  x  :  en  effet  U 
eft  évident  que  l'on  changera  les  fignes  dts  racines 
îde  l'équation  ,  en  mettant  —:Xzvl  lieu  Àe  -\-  x\ 
or  ce  changement  ne  peut  affeder  que  |es  termes 
dans^  lefquels  Ji^  a  un  expofant  impair  ;  donc ,  &c. 

^»78.  Problème»  CÂ<7»^^r  les  racmesd*Mn,t  équation 
fans  les  connoître  j  /oit  en  les  augmentant  qu  en  les 
dimir^uant  diune  quantité  donnée  j  foii  en  les  rnuki" 
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pliant  ou  en  les  divifant  par  une  quantité  donnée  j 
fuit  en  faifant  quelles  foicnt  à  ce  qiC elles  étoient 
dans  un  rapport  donné. 

Règle.  P.  Pour  augmenter  les  racines  d'une 
cquation  d'une  quantité  donnée ,  on  fubftituera  i 
l'inconnue  ur^e  aucre  inconnue  moins  la  quantité 
donnée.  Par  exemple  ^  pour  les  augmenter  de  la 
quantité  a  ,  on  mettra  j^  —  tf  i  la  place  de  Tincon- 
Bue  X  ^  ic  les  puiflfânces  de  ^  —  a  à  la  place  des 
mêmes  puitTancesde  x\  car  la  première  inconnue  x 
repréfenre  les  racines  de  l'équation  propofée ,  & 
la  féconde  inconnue  y  repréfente  celles  de  l'équa- 
tion transformée  :  or  cette  féconde  inconnue^  eft 
égale  à  la  première  x  plus  la  quantité  a  ,  puifqu'oh 
a  mis  y  —  a  pour  jç ,  ce  qui  liippofe  y  =s  ^  H-  a  j 
donc  les  racines  de  la  transformée  iont  celles  de 
la  propofée  ,  augn^entées  de  la  quantité  a^ 

U^,  Par  la  même  raifon  ,  s'ilfallpit  diminuer 
les  racines  d'une  équation  d'une  quantité  domiée 
et  y  on  n'ai^roitqu  a  lubftituer  à,  fon  inconnue  x  une 
autre  inconnue  y  plus  la  quanÇitédonnée  a  »  parce 
que^  -h  a  mis  a  la  place  de  x  fuppofey  ==  x  -r-a. 
-  lU^.  Pour  multiplier  les  racines  d'une  équation 
par  une  quantité  a  y  on  fubftituera  àTinconnue  uiie 

autre  inconnue  divifée  plr  a  ,  comme  —,  pàrexem- 

y 

pie  y   parce  que =  x ,  donne  j^  ^s:ax. 

W^.   Pour  divifer  les  racines  d'une  équation 

Far  une  quantité  a  y  on  fubftituera  i  U  puce  de 
inconnue  un^  autre  inconnue  multipUée  par  a  » 
par  exemple  y  ay  ih,  place  de  .y  -,  parcet  que  a  y 

*' donne  v  =  — . 


f  »■  '   ■  "■        I     ■  ■     ■^— *<» 
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V*^.  Pour  faire  que  les  racines  d'une  équation  foient 
à  ce  qu'elles  étoiencdans  un  rapport  donné  ,  par 
exemple ,  dans  le  rapport  dû  i^  à  c  ,  on  fubftituera  â  la 
place  de  l'inconnue  une  autre  inconnue  multipliée 

par  —  •  *i^fi  ^  ^  place  de  x  on  mettra  -—•   ,  parce 
que  la  proportion  b  \  c  \\  y  \x  donne  x  =  —-. 

Remarques.  On  peut  dans  les  transfor- 
mations dont  on  vient  de  parler  ,  laiflèr  la  même 
inconnue  ,  parce  qu'il  eft  indiflFcrent  d'exprimer 
une  quantité  inconnue  par  une  lettre  ou  par  une 
autre  ,  &  on  ne  l'a  changée  dans  la  règle  que 
pour  faire  mieux  comprendre  l'effet  de  la  tranf- 
tbrmation  ;  il  faut  feulement  faire  fur  l'inconnue 
de  l'équation  ce  qu'on  feroit  relativement  à  ujie 
nouvelle  inconnue.  T?ar  exemple ,  on  mettra  x  -  - 
iz  a  la  place  de  x^  lorfqu'on  voudra  augmenter  les 
racines  de  la  quantité  ^ ,  on  y  mettra  ^  -h  <z  , 
lorfqu'on  voudra  les  diminuer  de  la  quantité  a  , 
&c.  Cette  méthode  abrégera  même  différentes 
opérations ,  comme  celles  de  la  multiplication  & 
de  la  divifion  des  racines  ,  lefquelles  fç  rédui- 
ront à  multiplier  ou  à  divifer  le  fécond  terme  de 
l'équation  propofée  par  la  quantité  donnée  ,  le 
troifieme  terme  par  le  quarré  de  cette  quantité  ,  le 
quatrième  terme  par  le  cube  de  la  même  quantité , 
&c.  Ce  qu'on  comprendra  mieux  par  un  exemple. 

Soit  l'équation  propofée  x^  — p  x"^  '\'  qx  — ? 
r  =  o  ,  dont  on  veut  multiplier  .les  racines  par 
a  ;   il  faudroit  en    changeant  Tincounue  mettre 

-*-  à  la  place  de  a;  ,  ce  qui  donn^roit  — j r  — p 


j 


\ 
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■^  —  r  =  o  ;  &  comme  il  convient  d*ôcer  les 
a 

fractions ,  &  fur  tout  celle  du  premier  terme ,  il. 
faudrait  multiplier  tous  les  termes  de  la  transfor- 
mée par  a' ,  ce  qui  donneroit  j'  '  —  ^py^  -H  d^  <}y 
—  û  3  r  =  o  ;  ce  qu'on  auroit  trouvé  plus^  fim- 

t élément  en  lailTant  l'inconnue  x ,  &  multipliant 
e  fécond  terme  par  a  ,  le  troifiéme  par  a^  y  &  le 
quatrième  terme  par  a^  ,  puifqu'on  auroit  x'^  — 
a  px^  '+'  a^  q  X  —  a'  r  =  o,  qui  eft  là  même  que 
la  précédente  ,  fi  ce  n'eft  que  l'inconnue  eft  ici 
déngnée  par  la  lettre  x. 

De  même  fi  l'on  veut  divifer  les  racines  de  la 
même  équation  x^  —  p  x^  ^  q  x  —  r  =  o 
par  a  ,  il  faudra  en  changeant  l'inconnue  mettre 
a  y  pour  :c  ,  ce  qui  donnera  a^  y^  —  ^^  P  y^ 
"^  a  q  y  —  r=o  j  mais  parce  qu'il  faut  déli- 
vrer le  premier  terme  d'un  coefficient  différent  de 
l'unité ,  il  faudra  encore  divifer  tous  les  termes 
de  la  transformée  par  a  '  ,  ce  qui  donnera  y  '  — 

Py^        tfv          r  ,  •  £ 

C-i — I-  il =  o  .   ce  qu  on  auroit  trouve 

plus  fimplement  en  laidànt  la  même  inconnue  » 
&  divifant  le  fécond  terme  par  ^  j  le  troifieme 
par  a  Se  le  quatrième  par  a  '  ,  puifqu'on  auroit 

eu  x^   — 1 -• -=so  ,    la  même 

que  la  précédente. 

On  peut  auffi  demander  de  trouver  les  limites 
des  racines  d'une  équation ,  c'eft-à-dire ,  une  quan- 
tité plus  grande  qu'aucune  de  fes  racines  pofitivcs  , 
&  une  autre  quantité  plus  petite  qu'aucune  de  fes 
racines  négatives. 

Pour  avoir  les  limites  d'une  équation ,  on  fera 
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—  x^  = — ^*         — ^P^  — i^* 

—  j7x=  —5  7î  —57P 
105=  -1-105 


Tinconnue  a;  =  ;[  -H  / ,  cette  fuppofition  fera  trou- 
ver deux  quantités ,  dont  l'une  fera  plus  grande 
qu'aucune  de  fes  racines  réelles ,  &  l'autre  plus 
petite.  Pour  le  faire  voir  ,  foie  l'équation  x^  — 
x2  —  ^y  x  -h  105  =  o.  En  faifant  xz=z  ^  -^ p 
l\>n  aura 

? 

>=o(A). 

Or  il  eft  vifible  que  toutes  les  racines  de  la  tranf- 
formée  A  feront  négatives  &  que  tous  fes  termes 
auront  le  figne  -t-,  en  faifant  ^  ==  i  o  j  mais ,  parce 
queJP  =  çH-^,  on  a  x* — i o  =  :f  quantité  néga- 
tive ;  donc  Jt  <^  10;  c'eft-à-dire ,  que  la  plus  grande 
racine  pofitive  eft  au-defTous  de  10.  Mais  on  peut 
referrer  davantage  cette  limite  :  car  en  faifant  p  = 
8  on  trouve  encore  que  tous  Jes  termes  reftent 
pofîtifs.  Si  nous  voulons  referrer  encore  cette  li- 
mite; en  faifant/?  =  7,  nous  aurons  {'  H-  zof *  + 
7^;^=  G  (  car  alors  le  dernier  membre  devient 


343  -^49  —  399  -+-  105  =  o  ) ,  équation  qui 
étant  divifible  par  ^  =  o  ,  ou  par  :^  —  0  =  0,  fait 
voir  qu'une  de  cts  racines  eft  =  ô.  C'eft  pourquoi 
dans  la  propofée  la  plus  grande  racine  pontive  fera 
^=;^--h/?=:  0-4-7  =  7.  Les  deux  autres  racines 
font  contenues  dans  l'équation  du  fécond  degré 
[  -^r  2o^-H7(>==o^  qui  eft  facile  à  réfoudre. 

Si  l'on  demandoit  la  limire  des  racines  négati- 
ves de  la  même  équation ,  on  la  trouveroit  facile- 
tnent,  en  fnppofant  /7=: —  10  dans  la  transfor- 
mée A ,  parce  que  dans  ce  cas  fes  termes  auroient 
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aUernativement  le^  fignes  4-  &  — ,  &  par  confé- 
quenc  toutes  fes  racines  feroient  poiîtives.  Mais  on 
peut  encore  referrer  davantage  cette  limite  j  car  en 
fuppofant  p  =  —  8  ,  les  mêmes  fignes  auroient 
lieu.  Donc  ^=:^x — p=zx  --hi  (  dans  la  fuppo*  . 
fition  que  nous  venons  de  faire  )  eft  une  quantité-  ) 
pofitive,  &  x  =  {-h/^,  eft^-f-8,  puifque  pour 
avoir  fc  il  faudroit  ajouter  une  quantité  pofitive  à 

—  8  j  donc  X  ne  peut  pas  être  au-deflbus  de  —  8 
qui  eft  par  conféquent  la  limite  des  racines  né- 
gatives y  de  forte  que  —  8  eft  une  quantité  plus 
petite  quaucune des  racines  réelles  de  Téquation.  Il 
eft  vifible  que  nous  regardons  ici  la  quantité  né- 
'garive  —  8  ,  non  feulement  comme  plus  petite 

que  o  ,  mais  encore  comme  plus  petite  que  —  3  , 

—  5  &c.  •  &  en  général  comme  plus  grande  que 
toutes  les  autres  quantités  qui  prifes  pofitivement 
feroient  plus  grandes  que  8. 

Soit  l'équation  :v'  —  j^  x  -4-4=0»  q"î  par 

•    {*-+-x/?î  ■+/=o  (A) 


—  4t    —^P 

•+•4 
la  fuppofition  de  :v==:f-i-p,devientla  transformée  A. 
Si  dans  cette  dernière  équation  nous  faifons  /?  =  j , 
il  eft  vifible  que  tous  fes. termes^ feront  pofitifs  : 
ainfi  j  eft  la  limite  des  racines  pofitives.  Si  je  fais 
j^  =  z ,  la  transformée  A  devient  ç*  it  o  •  {  dl  o 
=  0.  Car  o  peut  toujours  être  fuppofé  avoir  le 
c'ouble  figne  +  j  donc  :^  ==  o  ,  ce  qui  me  fait 
connoître  que  les  deux  racines  de  la  propofce  font 
chacune  =  2.  Car  de  ^*  it  o  •  {  ==  o  ,  on  tire  (en 
divifant  par  ;j  =,0  )^±os=o,  &{  =  o. 

Si 
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SI  en  reflenaiit  ainfi  les  lîmices ,  ûnè  ihème  va- 
leur de  p  indiquok  en  même  téms  une  limite  pofi- 
cive  &  une  limite  négative  ^  ce  feroit  une  marque 
que  la  propofee  a  toutes  fes  racines  imaginaires  ^ 
tar  etttrela  limite  b  6c  la- limité  b  il  ne  peut  y  avoir 
aucune  racine  réelle  excepté  o;  Mais  dans  ce  cas  la 
propofee  feroit  divifîble  par  ;r  s=s  o  ,  &  contien- 
droit  X  dans  foil  deinie^  renne  ^  ce  <^iie  nous  ne  fup 
pofpns  pas.  Soit  1  équation  pt^  - — 4X-+-io=:o, 
5  on  fait  ar  ===  7  -+-f  fie  |*  +  2/>^-HjP*=^ô  (A) 
^  s=:  1 ,  la  transrdrméd  A  -  -^^  4ï  — Ap 
devient  i(*  zb  o  •:( -4-  I  ^  -+^10 

sszà  ^Sc  Ton  obtient  tm  ordre  de  (ignés  qui  iiidi* 
que  la  limite  des  racines  n^àtives,  &  enmcme  tems 
«ielle  des  pofitives..  Il  n'y  a  donc  aucuoef^  racine 
réelle  entre  les  limites  +  2  &  H^  i.  £11  effet  (a 
f^rdpofée  contient  deUt  racines  imaginaiies  ^  dé& 
ghées  par  Téquati^on  jt  =  i  ifc  \/  —  1  (j. 

Si  Ton  propofoit  de  rendre  toutes  tés  raciiies  d'ùrié 
équation  poutives  ;  voici  une  règle  q i#bn  pourroic 
fuivrè. 

Régie  I^.  ^i  toutes  lès  racines  étdiènf  négati'^ 
Ves,  ce  qu'onconnoîtroitàee  que  tous  les  termes  fe-* 
toient  pofitifs  ,  on  changeroit  les  Cmtes  des  termes 
pairs  ^  fuivant  ce  qu'on  a  dit  ci-demis. 

11^.  S'il  y^  a  quelque  ricitxè  pontive ,  ce  qu*oa 
cehndîtra  à  ce  qu'il  y  auf  a  quelque  terme  négatif  ^ 
on  prendra  le  plus  grand  des  coefficiens  négatifs ,  y 
comprenant  le  dernier  ternie ,  fie  ayant  rendu  ce 
coemciént  pofitif ,  Se  1  ayant  augmenté  de  l'unité  , 
tn  ihetfta  â  la  place  de  l'inconnue  ce  coefficient: 
ainfi  changé  moins  une  inconnues  <i^ 

Exemple.   Soit  l'équation  prôpçfée  ar'  *+• 
3  ^  —  Z4s=s:o,  do'nclesni[ciiieilohC"*-»z,«4-3» 
TomeJ.  •     t^ 
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-—  4»  On  prendra  Ton  plus  erand  coefficient  néga- 
tif—  14  »  &  le  rendant  pomif  &  lui  ajoutant  Tu- 
nité  y  on  aura  25  ,  dont  on  ôtera  une  inconnue  y  Se 
6c  on  mettra  25  —  y  à  la  place  de  la  première  in- 
connue y  ce  qui  donnera  après  les  opérations  ordi- 
naires j^^  —  jiy^  -^toi^y —  17116:2=0, dont 
les  racines  ipnt  17,  zi  ^  19, 

Demomstratxok.  SoitTéquation  propofée  x^ 
--^px^  —  g  X  —  r  =  o,  îans  laquelle  — p  foit 
le  plus  grand  coefficient  négatif ,  fi  on  f  met  p  + 
I  — y  i  la  place  de  :r ,  on  aura  ' 

Et  en  changeant  tous  Içs  fignes  pour  avoir  le  pre* 
mier  terme  pofitif ,  ^ 

■'"  ••         '     +^ 

Oj:  (î  on.confidçre  chaque  terme  de  cette  trani^ 
formée.,  on  verra  qu'en,  cpnféquence  de  ce  que  p 
éft  le  plus  grand  coefficient^  (à  première  partie  eft 
plus  grande  que  toutes  les  autres  parties  enfemble  \ 
ainfi  dans  le  dernier  terme,  qui  eft  te  fèul  pour  le* 
<^ûel  on  ppurroit  craindre  le  contraire  >  on  verra 
[ue  (>  +  i)'==(f -H  I  )  X  {p-^iy  Q^rÀiètix 
/Hr  I  )' une  fois  de  plus  que /^  x  (/?-+-  i  )*i& 
que  rexcèiXj»  4-  x  )  X ,  (/  -h  i  )  iuçpaffe  la  par* 


i 


lAAl 


C    ÀX    C    U   L. 

I  il   f  ai  I  '  I 
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tie  fuivante  q  X  (p^  i  )*  au  moins  de  1  excès 
/?  -H  I ,  lequel  eft  plus  grand  que  r  par  la  fuppofî- 
tion  ;  doiic  la  premieirie  partie  de  ce  dernier  terme 
furpafle  tout  le  refte  &  donne  ion  figne  â  la  fom- 
me  de  toutes  fes  parties  j  &  comme  il  eh  eft  de 
même  des  autres  lèrmes  ,  toui  les  termes  de  la 
transformée  auront  les  mêmes  fignes  que  les  ter- 
mes de  la  première  ligne  >  lefquels  font  alternatî- 
yement  t>ofitifs&  négatifs ,  Acpar  conféquçnt  fes 
racines  iercmt  toutes  po/îtires. 

Il  eft  facile  de  voir  qu'il  en  feroit  de  mcme  (i  —- > 
q  cu*^r  étoit  le  plus  grand  coefficient  négatif,  ou 
encore  s'il  y  avoit  quelque  coefficient  pofitif  plus 
grand  que  les  autres  ;  car  fuppofint  que  Téquatiort. 
eft  ^3tfî-^— yjT*  -+*^  jr-4*r  s=ao,aabord  -+■  rne  pour- 
ra déranger  la  fucceffion  alternative  Vies  iignes  de 
(/?■+►  I  *^^  )  ',  parce  que  r  aura  le  même  figne  que 
(p-^  v)^  yôc-^qnt  poiirfa  pas  non  plus  la  déran- 
ger 5  parce  que  multipliant;?  ■+•  i  -— j^i  ou  fa  puîf- 
lance  quelconque,  il  T{en  changera  pas  les  fignes^ 

Cette  opération  aûgmentetoutes  les  racines  néga- 
tives de  la  quantité/?  -+- 1 ,  mais  en  même  tems  elle 
change  le!s  pofiti ves  en  négatives,  &  les  négatives  eh 
|K>fitiyesjtar  /?*+-  r — j^==:  jr  donne  y  ss=/?  4- 1— 
X  ,  qui  revient  à  /?  -f- 1  -+•  ^ ,  lorfque  x  eft  néga- 
tif j  ainfi  Ion  voit  dans  l'exemple  qu'on  a ptis que 
la  taciné  —  i  devient  17  s=s  ^5  -+-  ^  ,  que  la  ra- 
cine -+-  j  devient  11  =  25  —  3,  &  que  la  racine 
^—  4  devient  19  ssa  1 5  -+-'4. 

D'où  fuit  que  le  plus  grand  Coefficient  négatif 
tendu  pofîtif  &  augmenté  de  l'unité  fiirpaffe  cha- 
cune aei  racines  pofitives  ,  puifque  diminué  de 
chacune  de  ces  racines  ^  il  a  encore  ane  valeur 
pôfidve. 


Ai 
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79.  Paflbns  maintenant  à  la  recherche  des  ra- 
cines réelles  &  commenfurables  des  équations. 
Selon  ce  que  noUs  avons  dit  ci-defliis  (  71  )  >  on 
trouve  les  racines  d'une  équation  en  fubftituant 
fucceflUvement  avec  le  flgne  +  &  —  chacun  des 
divifeurs  du  dernier  terme  à  la  place  de  Tincoiuiue: 
ceux  de  ces  divifeurs  qui  rendent  toute  Téquation 
s=:  o  font  racintfS  de  Téqiution.  Il  n'eft  pas  moins 
évident  qu'on  trouvera  ces  mêmes  racines  en  divi- 
fant  l'équation  par  l'inconnue  it  un  des  divifeurs 
du  dernier  terme  ,  &  le  divifeur  qui ,  joint  à  l'in- 
connue ,  divife  exactement  l'équation ,  eft  une  des 
racines  de  l'équation  ,  pourvu  qu'on  prenne  ce 
divifeur  avec  un  figne  contraire.  Soit  l'équation 
x^  —  jx-l-yx  —  3  ='o  ,  les  divifeurs  du  der- 
nier terme  j  ,  qu'on  troijvera  par  la  méthode  ci- 
dellus  (  2.9  )»  lont  i  &  ^  qu'il  faut  joindre  â  x 
avec  le  figne  -t-&  -^  :  ainfi  l'on'  peut  tenter  la 
diviiion  par  les  quatre  faâeurs  x-^-  r ,  ^+;> 
X  —  I ,  X  —  3 .  Les  deux  premiers  fadeurs  ne 
peuvent  divifer  exademe;it  l'équation  ^  mais  la 
diviiion  réuiCt  par  le  fadeur  x' —  i  =  o ,  &  le 
quotient  jf»  -—  4X-I-  3  =0  eft  encore  diviiible 

5ar  X — I ,  le  dernier  quotient  donnant  x — i^^^Oy 
onc  les  racines  de  l'équation  font  xssi ,  xs=si^ 

On  pourroit  faire  une  objedion  contre  la  mé- 
thode précédente  ,  qu'il  eft  bon  de  réfoudre  :  Ci 
les  racines  d'une  équation  étoient  fraâionnaires , 
comme  le  dernier  terme  peut  avoir  un  nombre 
infini  de  divifeurs*  fraûionnaires ,  comment  pour- 
roit-on  s'y  prendre  pour  trouver  ceux  qui  doivent 
réuQîr  ?  U  eft  aifé  de  voir  qu'cme  équation  telle 
que  ;(?"•-+•  fl**"" -l-i a:*"**  •• -H  c=  o  ,  dont 
le  premier  terme  eft  fans  coefficient  »  Se  dont  aucun 
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des  autres  termes  n'eft  fraftionnaire ,  ne  fauroic 
avoir  aucune  racine  fraâionnaire.  En  effet,  ^^p^ 

po/bms  Ar=  —  ,  fraiStion  irréductible,  c*eft-i-dire, 

telle  que  d  éc  p  n'ayent  aucun  divifeur  commun. 
Substituant  cette  valeur  de  x  dans  l'équation  ci- 

deflus  ,  on  aura •—  •+•  a -^b  -——•  •  •  — f-c 

aso.  £n  multipliant  toute  l'équation  par /?*'*'  &r 

tranrpolant,  on  aura  —  = — (tfrf*"'-+-^/7rf*-'' 

H-Scc-  •  •  ••4-c^"""'  ),  nombre  entier  comme  il  eft 

évident  ;  donc  —  feroit  un  nombre  entier  ;  donc 

y**  feroit  exaâement  divifible  par/7  ;  mzisdScp 
'  n'ayant  aucun  divifeur  commun ,  font  premiers 
entr'eux.  'Donc  en  élevant  i  à  une  puiiTancç  quel- 
conque ,  ce  nombre  fera  compofe  d'un  nombre 
premier  avec  p ,  pris  un  nombre  de  fois  défigné 
par  un  nombre  premier  encore  avec  p  ;  donc  d"^ 

(qvz,  premier  par  rapport  ^  p  i  donc  —  ne  peut 
être  un-nombre  entier}  donc ,  Sec.  Soit  dx=aj^psa=A 

d  d^ 

1 ,  /n==:  3 ,  on  aura  —  =  f  &  —  ==»  ^-  Or  il  eft 

P  P         \ 

vifible  que  27  n'eft  pas  exaâement  divifible  par  2^. 

8o«  La  méthode  précédente  a  cet  inconvénient, 

que  lorfque  le  dernier  terme  a  beaucoup  de  divi- 

iears  ,1a  multiplici^  des  calculs  qu'il  fàudrcHt  fûre 

pour  trouver  ceux  qui  doivent  réuiCr ,  pourroit 

décourager  le  plus  laborieux  Analyfte*  Il  eft  donc 

*  Ceft  anffi  nae  coo^ivive  d*  cp  que-  oous  avons  dit  cfc» 


^i*^-"*««pii«"*«l*w*«^iwli^i^i* 
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à  propos  de  chercher  quelque  méthode  propre  â 
diminuer  le  travail  du  Calculateur.  On  a  remarqué 
qu^en  faifant  dans  ime  équation  dont  l'inconnue 
eift  jc*&  X  -+-a  un  divifeur  ,  qu'en  faifant,  di^je , 
X  égal  i  un  nombre  donné  ,  à  i ,  par  exemple ,  la 
quantité  dans  laquelle  lequation  fe  change  par 
cette  fuppofition  de  jr  =:  i  ,  eft  diviiible  par  ce 
nombre  •+•« ,  c'eft-à-dire ,  ici  par  i  +  û.  En  effet, 
foit  Téquation  x^  —  x  —  6  i^o  y  dont  un  des 
divifeurs  eft  x-H-  i.  Si  Ton  fait  jc  =  5  ,  la  quan- 
tité 25  — '5  — '(^=314,  dans  laquelle  fe  change 
cette  équation  par  la  fuppofition  de  v  c=s  5  ,  eft 
divifible  par  5+1  =  7.  De  cette  obfervation  il 


fuit  qu'en  fuppofant  x  ==  o  ,  le  dernier  terme  de 
lequâxiôn  fera  divifible  par  a.  Si  Ton  fait  fucceflîve* 
ment  x=si  i  ,  X  >  5 ,  &c.  — ri,  —  1 ,  —  j ,  &:c.  Le 
nombre  dans  lequel  fe  changera  l'équation  dans  ces 
différentes  fuppo/itions  ,  fera  divifible  par  i  +47, 
^  +  ^  >  5  •+•  <ï  >  &c.  — *-i-+-a,  —  2-+-^,  —  î 
-h  tf  >  &c.  Mais  les  nombres  j  H- tf ,  i  -+-<i>  i.-f-^, 
tf,  —  i-htf,  —  z-h<2,  —  J-4-Û  font  en  pro- 
ereffîon  arithmétique ,  &  celui  qui  réfulte  de  la 
fuppofition  de  X  =3  i  furpafle  d'une  unité  celui 
qui  vient  de  la  fuppofition  de  x=rOy  tandis  que 
celui-ci  furpafle  d'une  unité  celui  que  donne  la 
fuppofition  de  xs=ss —  1.  Donc  on  peut.rejet-r 
ter  les  divifeurs  qui  n'ont  pas  cette  condition ,  ce 
qui  épargne  beaucoup  de  tentatives  inutiles. 
^  £xEMPt£.  Soit  l'équation  x* — a**— ijx+6=5ao. 

A      .    B   •  C  .DE 

X  =  1   •  10  •  1, 1, 5,  4,  10, 10  •   5   •     — ï 
X  =1  i    »    i    4      I  ,  X ,  4  ,  8      .   4   .     — I 

ar  =3  o   t    ^'  .       I  ,  z  ,  5  3  ^      •   }    .     —3 

^      1 ,  1 ,  4,  S,  i<7  *  1 
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Calcul.  2.51 

r  .  ■ 
Ayant  écrit  dans  la  colonne  A  les  valeurs,  que  je 
veux  donner  â  x  ,  j'écris  dans  la  colonite  fi  les 
nombres  dans  lefquels  fe  change  fucceflivenient 
l'équation  par  .les  TuppoIItions  correfpondantes 
de  X  (  ici  on  néglige  les  fignes  de  ces  nombres  ^)  ; 
J'écris  auflli  en  C  Tes  divileurs  de  la  colomne  B. 
Parmi  les  divifeurs  de  6  qui  vient  par  la^uppofi- 
tion  de  atssso  ,  je  cherche  s'il  y  en  a  quelqu'un  qui 
fok  furpaifé  de  l'unité  par  ceux  oui  viennent  de  la 
fuppoiition  de  A^  =a  I ,  &  qui  furpafTe  en^  même 
lems  de  l'unité  quelqu'un  de  ceux  que  donne  la 
fuppofition  de  X  =^ — ^j.  En  prenant  ces  divifeurs 
foit  en  «4-  foit  en.—- ,  je  trouve  que  •+• }  &  —  j 
ont  cène  conditioh  ;  car  on  trouve  4  dans  les  divi« 
feurs  de  8  ,  &  1  parmi  les  divifeurs  de  16.  De 
même  en  prenant  cq%  divifeuts  avec  le  figffe  — , 
je  tsouve  — r*  x  dans  les  divifeurs  de  8  ,  &  —  4 
parmi  <euir  de  1 6  ;  donc  •+•}&•*-}  ont  les  condi- 
tions  requifes.  Si  vous  voulez  vous  aflTurer  fi  Tun 
des  dei9  ne  doit  pas  être  rejette ,  il  n'y  a  qu'à 
remarcmer  qu'en  fuppofant  .v  =3;  1  ,  il  faut  trouver 
parmi  ïtê  divifeurs  de  20  que  donne  cette  fuppo* 
iitîon,  le  nombre  ^  »^i  fucpalTe  de  i  ie  nombre  4 
que  doime  la  fuppoAtion  de  x  =3=  1  ,  Scie  nombre 
—  I  qui  furparfe  auffi  de  i  le  diviieur  —  %  venu 
de  la  mcirie  iltppofition  de  Ji:  =»  i  •  Or  i  &  5  fcno 
des  divifeurs  de  20 ,  '  donc  jufqu'ici  on  if  a  pas  de 
raifon  de  rejetter  •+*  }  ni  — }  ;  de  forte  que  nous 
avons  les  progreflions  arithmétiques  D  &  £  > 
dont  les  termes  correfpondans  a  x  =  o  ibnt 
des  divifeurs  à  eflayer.  Mais  en  fuppofant  x  ss=3 

*  Parce  que  fi  +  ^  peat  dlrlféî  exademeot  +  <i  </,  -f*  ^ 
4tvifera — 4^.  demÊmc-— a  divifera+^f  i/ &  — ad.  . 
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—  2 ,  il  faudra  trouver  parmi  les  divifeurs  de 
i6  que  donne  cette  ruppoiltion  ,  à  1  égard  de 
-:f-  }  9  le  divifeur  i  plus  petit  d'une  unité  que  i , 
provenant  de  la  fupppfition  dejr=:  —  i  ,  &  —  5 
pour  le  fécond  diyileur  -r-  5  ;  mais  )  n'eft  pas  un 
divifeur  de  i(>  j  donc  —  }  doit  être  rejette.  On 
ne  peut  donc  tester  la  division  que  par  le  faâeur 
jp  -4-  4  ,  elle  réuflit  &  donne  pour  quotient  jc»  — 
5 *•-+-* 5?=  Pj  donc  ^p Hr  j  s=o,  ou  r  s=-r- }  ; 
donc  — :  5  eft  une  des  racines  de  l'équation.  Si  l'on 
trouvoit  un  trop  graqd  no^nbre  de  divifeurs  y  l'on  ' 
pourroit  eflâyer  de  le  diminuer  par  des  nouvelles 
fuppofitions  de  jr=:)  ,*=:4,  x= — j,  x  —  4, 
&c.  fur  quoi  Ton  peut  remarquer  que  cette  mé- 
thode fait  vétitablement  connoître  les  divifeurs 
qui  peuvent  réuffir ,  mais  qu'il  ne  s'enftiit  pas  que 
les  divifeurs  que  la  méthode  fait  trouver  doivent 
réuffir ,  parce  qu'il  peut  fe  faire  que  l'équation  n'ait 
que  dès  racines  imaeinaires ,  ou  incommenfurables. 

Soit  maintenant  l'équation  x**  rh  1  * '  -^  i  j  -x* 

—  144:  +  14  =s  o ,  on  trouvera  par  la  nuithode 
précédente  que  les  divifeurs  de  cette  équation 
font  X  —  i  y  X'—r  ^  ,x4-i,  j:-4-4  J  amfi  les 
quatre  racines  de  l'équation  font  j|;  ?=?  i  ,  jt  =  3  ^ 
:r  =^-r-  1 ,  JP=5 — 4-  Toutes  les  fois  que  l'équation 
fe  réduit  à  o  par  la  fuppofition  d'une  valeur  de  Xy 
comme  ctla  arrive  ici  par  la  fuppofition de  ar=  i , 
de  jf  =3  3  ,  de  or  =5  —  i  ,  de  x^=^  — :  4 ,  on  eft 
^ûr  que  ces  valeurs  de  x  font  des  racines  de  l'équa- 
tion (  71)  ;  on  peut  donc  fubftitner  fucceffivement 
i  la  place  de  x  tous  les  divifeurs  du  dernier  terme 
pris  en  +  &  en  — ,  ceux  de  ces  divifeurs  qui 

fendront  l'équation  =7  o  >.  feront  des  racines  c|e 
/équation. 
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pROBLEMi*  Le  nombre  de  laids  for  de  Titius  furpajfe  de 
1 1  ie  nombre  de^  louis  ttor  <t  Alexandre  ^  mais  en  multipliant  la 
fonyne  de  us  nombres  par  la  différence  dje  leurs  cubes ,  le  produit 
efi  i7iii^:on  demande  le  nombre  des  louis  de  Titius  &  dA^r 
lexandre.  Soie  x  le  nombre  des  louis  d^Alexandre ,  celui  da 
Titius  (êrax-f-  i8.  La  difGirence  des  cubes  de  ces  nombres 
cft  54JiPx+97i*«+583i«=54(**+i8A:+io8LSi  i'onmulci- 
plie  cetct  quantité  par  la  (bmme  xjc*f-i8=i  ('  +  ^)|le 

produit  1.08  (jrî  4"  *7  *  *  4"  ^7°  *  "+•  97'^  )  <^o"  ^tre  *=• 
17$  184*  Donc  y  en  divilânt  par  108  ,  on  aura  x^  + 17  x« 
+  2'7o  X  -^97^  «=»  *548  ,  ou  ^cî  +  17  x  *  +  x70Ar  — 
1^76  =s  o.  Les  dlyifeurs  de  157^  font  i ,  :b  >  4»  8  ^  &c.  Si 
on  eflàye  le  divi(èur  x  —  4»  on  trouvera  pour  quotient  xx^ 
}  I  X  -f-  3P4  ss»  o ,  dont  les  rsicines  font  imaginaires  ;  ainifi 
Alexandre  aroit  4  louis ,  &  Citius  ti* 
.  Problème.  Quelques  Négocians  étahlijfene  un  fonds ,  pour 
lequel  chacun  fournit  dix  fois  autant  de  louis  dor  qu'Us  font 
iÇAfjocUsy  ils  gagnent  fur  chaque  centaine  de  louis  d'or  autant 
de  louis  &  6de  plus  qu'ils  font  d^AJfocïès  j  U  profit  total  efi  de 
991  louis  ;  on  demande  U  nombre  des  AJfociés.  Soit  x  le  nom- 
bre cherché;  chaque  Ailbcié  aura  donc  fourni  10  x  louis  &  tous 
çnferoble  loxx  louis.  Par  lanatureduproblême^^g^aentx-|-^ 
louis  fur  chaque  centaine  de  louis;  alnfi  en  fàiiaAt  100  :  x-^^  :: 

10  X  »  : : «»a  7 — «î ,  on  aura  le  eam  to- 

X^  "4^^ X X 

tal.  Mais  ee  gain  eft  =as=  j^x  louis;  donc— ït-ï ■»  ^p%^ 

x3+é[irjc«n3^to«  Enfàiiâat  x  s»  i^^  diviânt  par  8  de 
tranipofknt  ^  il  vient  ^^  +  3  f  f  —  4po  =  o.  Les  divifeurs  de 
4^0  font  1,1»  597>i09  5tc.  Si  Ton  divife  b  dernière  éqoR* 
tion  par  ^  —  7  ,  la  divifion  réuflît  Se  donne  î  f  +  10  ^  -f^ 
70  es  o ,  équation  dont  les  racines  font  imaginaires.  Donc  ^ 
■=7  ,  &Jta=i^a=  14,  Ainfi  il  y  avoit  quatorze  Aflbciés.* 
Si  le  premier  terme  de  l'équation  a  un  coefficient ,  &  qu'on 
ne  veuille  pas  l^n  délivrer  ,  on  prendra  les  divifeurs  du*  der« 
nier  terme ,  &  encore  tous  ceux  ou  premier  coefficient ,  &  on 
formera  des  ftaéUons  de^acun  de$  divifeurs  du  dernier  terme 
divifé  par  chacun  des  divti(eurs  du  premier  coefficient ,  aux- 
quelles on  donnera  fiicceffivcment  les  (ignés  +  &' — ,  &  celles 
de  ces  ftaûions  «  qui .  fubftitiiées  à  llqconnue ,  donneront  w 
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rëdiltac  égal  à  zéro ,  feronc  autant  de  racines  de  Téquatioa» 

Exemple.  Soie  Téquacion  iJ^x^  —  4^jf*-f-  %9  x  —  6 
«B  o.  Les  dlvi(èars  da  dernier  terme  font  i ,  ^  >  3  >  ^  >  ceux 
du piemier  coefficientffont  1,2,3,  4  >  ^  >  ^  >  ii ,  14 .  di- 
viCmt  chacun  des  divifeurs  de  6  par  ceux  de  14 ,  on  a  les 
fraébioDS  fiiiyantes. 

7»»>T>Ô  <>•»»*>  >'4>      T»T>*>rf4>T>Tj 

&  les  fubftituant  fuccefCvement  à  l'inconnue  arec  le  ^gne  -f- 
&  — ,  on  crouvera  que  r,  j»  ^  rédoifent  tout  â  zéro;  ainfi  ces 
fraâions  feront  les  trois  racines  de  l'équation  propofëe. 

Il  eu  dair  que  le  premier  terme  aime  équation  ne  peut 
aFoir  de  coefficient  différent  de  l'unité ,  (i  aucune  des  valeurs 
de  l'inconnoe  n'eft  une  fraâion,  parce  que  cette  inconnue  n'au- 
roit  que  l'unité  pour  coefficient  dans  les  équations  compolantes^ 
mais  (i  quelqu'une  de  ces  valeurs  eft  une  fraâion ,  l'équation* 
compoUnte  qui  contient  cette  valeur,  étant  délivrée  de  Ion  dé- 
nominateur ^'inconnue  de  cette  équation  (èra  multipliée  par  un 
coefficient  difierentde  Tcmité  ,  &ce  coefficient  en  donnera  un 
au  premier  terme  de  l'équation  compofée^  ainfi  les  équations 

compo(àntes  étant  Jt' — assao^x-^ —  «»  o  ,  cette  dernière 

étant  délivrée  de  (on  dénominateur ,  devient  n  x  —  m  «s  o  ; 
&  le  produit  àcs  deux  équations  eft  nxx  —  anx  —  mx  +  û  w 
«B  o.  On  eft  donc  ailiiré  que  loriqne  le  premier  terme  d'une 
équation  a  im  coefficient  autre  que  l'unité  quelqu'une  des  va- 
leurs de  l'inconnue  eft  une  fradlion  dont  I9  numérateur  eft  ua 
divifeur  du  derniei'  terme ,  êc  lé  dénominateur  eft  un  divifeur 
du  premier  coefficient  \  ainfî  ayant  formé  toutes  les  fraftions 
qu'on  peut  faire  de  cette  manière  avec  les  divifeuis  du  dernier 
terme  Se  du  premier  coefficient ,  on  n'a  plus  qu'à  chercher  celles 
qui,  mifesàlaplace  de  Tinconnue,  réduifent  tout  à  zéro. 

Autre  Makxbre.  On  fuppofera  llnconnue  fiia;^veroe&t 
égale  à  I ,  o ,  —  i ,  oufi  l'on  veut,  àx,i,o,  —  i,  —  15 
êc  l'on  prendra  les  réfultats  &  leurs  divifeurs  ,  qu'on  éaira 
comme  on  a  die  ci-deflfus.  Enfulce  prenant  im  terme  dans 
chaque  fuite  ,  &  leur  donnant  l'un  ou  l'ancre  ûgne ,  on  7 
cherchera  des  progreffions  ^arithmétiques  dont  la  différence 
(bit  un  divifeur  du  premier  coefficient ,  éc  on  eflâyera  fi ,  e» 
multipliant  l'inconnue  par  cette  diffifrence  ,  &  ajoutant  aa 
produit  le  terme  de  la  progcq^on  qui  vjiên(  àc  la  £ippofitioa 
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de  X  »s  o ,  avec  l'uo  ou  l'antre  figne ,  la  fonuoe  <livife  exaéle- 
meuc  réquation  propoTée  ;  parce  qu'alors  le  dernier  terme  de 
cette  fomme  pris  avec  un  ligne  contraire  ,  &  divifê  par  le 
coefficient  de  rinconnoe  ,  fera  une  racine  commenfurabie  de 
réquation  propose. 

Par  exemple*  L'équation  étant  la  méme'que  deflîit ,  fi  on  fiût 
fiicceffivement  l'inconnue  égale  a  i ,  o, — i,  les  rëfultats  feront 
-f-iy — 6  y — lo^)  dont  les  divifeurs  (ont  ceux  qu'on  voit  dans 
la  table  ci-deflôus.  Et  £  on  prend  un  décès  divifeurs  dans  cha- 
que fuite ,  leur  donnant  fucceffivement  i'un&  l'autre  figne ,  on 
trouvera  bien-tôt  lesprogreffions  — i»-J-i,-f-};-^i,-f-i,-f-^  > 
— I*  +5,+75  dont  les  différences  font  1,3  , 4 ,  divifeurs  du 
premier  coefficient.  On  multipliera  donc  l'inconnue  par  chacu- 
ne de  ces  diâérences,  on  ajoutera  au  produit  le  terme  de  la  même 
progreilion^  qui  répond  i  la  fuppoficionde  x  s»  o,  mais  avec 
un  ^ne  contraire  y  ce  qui  donnera  les  trois  l^nomes  tx —  i , 
3  jc —  %  y  4  x. —  3  ,  &  on  effayera  fi  ces  quantités  divifent 
également  l'équation  propofée  y  &  comme  on  trouvera  qu'elles 
la  divifent ,  on  conclura  que  t?  î >  i  font  les  racines  de  cette 
équation. 

E   X  E   M   P   Z  £. 

Equation  propofée  »4  *'  —  4^  **  + 1^  jc  ■—  é  ■=»  ô« 
Supptfiûons*  RéfuliaiSm'  Divifeurs  de*  Rifukau. 


' «  •     -^<^^-t±ij-dixi.±5r±ior 

Divifeurs  du  premier  Coefficient. 
x-x*3*4-6-8*ii*   14. 
La  raifon  de  cette  opération  efl  facile  à  concevoir.  Soit 
—  une  racine  commenfurabie  d'une  équation  donc  n  divife  le 

premier  coefficient ,  on  aura  x  «=»•  —  ,  &  «  x  •*-  <f  =*  o  fisra 

une  équation  compofânte  de  la  propofée.  Si  donc  on  f^t  x  «=» 
I  y  tant  dans  la  propofée  que'  dans  nx^—ay\ç,  réfultat  fera  di* 
vifible  par  n  — tf ,  ou  par  a  — «  ;  fi  onlUt  x  =  o,  le  réfultat 

!|ui  efl  le  dernier  terme  de  la  propofêe  ,  fera  divifible  par  a  y 
ulvant  ce  qu'on  ^  dit  plus  h^ut ,  |c  fi  on  Eût  x  ««—  x ,  Iç  ré* 


m^ 
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fiilcat  fera  divifible  par  —  /i  -.—  «,  ou  par  a -^ni  or  les  crois  di- 
vifeurs  a  —  n^jya-^n  font  une  progreffion  arithmétique  donc 
la  différence  eft  n  divifeur  du  premier  coefficient.  Donc  fi  Të- 
quation  propofée  a  une  racine  commenfurable ,  on  eft  aflù- 
ré  que  cette  racine  a  pour  numérateur  un  divifeur  du  réfulcac 
oui  vient  de  la  fuppoution  de  x  »*  o ,  &  qui  fait  avec  un  divi- 
feur de  chacun  des  autres  réfuicats  une  progreffion  arithmétique» 
dont  la  différence  eft  un  divifeur  du  premier  coefficient  y  &  qu^ 
cette  différence  en  efl  le  dénominateur  ;  ainfi  on  ne  doit  eilàyer  < 
oue  les  divifeurs  du  dernier  terme  qui  ont  ces  conditions.  Il  en 
(eroit  de  même  fi  on  avoit  encore  Êiit  xaB&^x=»  —  x  y  parce 
que  l'équation  compcfante  (e  réduiront  par  ces  fiippofitions  i  %n 

—  a  y  —  %n  —  a  qui  donaeroient  les  divi(êurs  ci  —  in  ,  «  -+- 
%  n  y  lefquels  fer  oient  avec*  les  autres  une  progreffion  de  cinq 
termes  ,  dont  la  différence  feroit  toujours  n*  En  fiiivant  la  mê- 
me méthode  y  on  trouveroit  un  moindre  nomhre  de  ces  pro^ 
greffioils.  Se  le  choix  des  divifieurs  feroit  plus  facile. 

Autre  Manière.  Soit  l'équation  m  xi  +tf«*+Ax«+' 
^  »bo,  qu'on  fuppofe  comenir  une  radne  rationeUe  repr^ 
fentée  par  le  divifeur  /x  -|-  ^  »«  o  ou  par  l'équation  x  -f* 

-y-  SBB  o  )  qui  divifera  la  propolëe  en  délivrant  fon  prei^ier 

terme  du  coefficient  m;  l'on  amrax) -4"  —  **  +  —  *  + 

m  m 

—  <»  c  II  eft  vifible  que  *  -|-  -^  ne  fauroit  être  un  divifeur 
m  j 

de  cette  équation,  â  moins  que^  ne  foit  un  divifeur  de^  ^/ 

un  divifeur  de  m. 

Si  le  premier  terme  de  la  propofée  étoit  fans  coefficient,  on 

auroit  /w  =  x  &  /  =*  i  ,  c*efl-i-dire  ,  que  le  divifeur  x  •+• 

-^-  feroit  *  4-^.  Cela  pofé ,  foit  l'équation  j  xî  -r- 19  Jf'  + 

4  x  -f-  tf o  =»  p.  En  cherchaqt  les  limites  des  racin^es  de  tir- 
quation  :ir5 1—  il  x*  +  ^  =  o ,  je  trouve  —  i  &  10  ;  je  cher- 
che enfttite  les  divifeurs  du  dernier  terme  60  de  la*  propofée 
contenus  entre  ces  limites»  9c  je  trouve  i|ia3>495>^>  pour 
les  divifeurs pofitifs ,  & —  i  pour  les  négatifs;  car —  x,  — 
l  &..  font  exclus  par  les  limites  trouvées.  Je  cherche  de  mêmp 
les  divifeurs  i  &  3  de  3  ,  &  divifant  ceux  de  60  par  ceux  de  3  , 
jVi—  1,  — -i/i,  1,  1,  i,  3/4,  1,  ç,  i  ,;^,  Si  donc  la 

propofée  a  quelque  racine  réelle ,  elle  doit  fe  trouvçr  ^armi  çe|i 


\ 
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nombres.  En  tentant  la  divîfion  par  x  —  7  «»  o,  ou  par  3  x 
—  5  s=«o ,  je  trouve  pour  quotient  jc*  —  8*  —  iiaao;  aîn(î 
l'une  des  racines  de  l'équation  eft  repréfentée  par  ^  s»  j  ,  & 
les  deux  autres  fe  trouvent,  en  réfolvant  l'équaciôn  du  fecontl 
degré  x*"  —  9x  —  i  x  s«s  o.  Si  on  veut  encore  diminuer  le 
nombre  des  divîlburs ,  on  fuppofera  x  ^^»y  —  p ,  il  eft  vifi- 
ble  que  chaque  racine  de  la  transformée  (èra  plus  grande  qucx 
de  la quandté  p ,  puiique  x^p^=^y.  Ainu  fi  tf  &  ^  font  des 
limites  de  la  propofée ,  a^p&ih-^p  feront  des  limites  de  la 
transformée.  Si  dans  l'équation  ci-deiTus  nous  fuppofons  x  «é. 
y  —  1,1  repréfèntant  1  indéterminée  f^  ce  qui  donnerai  -f- 
f«=*  —  I  -f"!"^^»!*^  +?  '«=10+  i=s=»  II,  nous 
troavnons  j*5  «»  ^yi  —  ^y^  ^  ^y  — j 
—  iPAf*«-  — ^9y^  +^^y  —  ^9 

4-  4*  «-»  4y  —  4    ^ 

La  transfermée  fera  donc  3 y'  —  jSy*  +  7iy-t-24  =  oA. 
De  laquelle  fi  nous  voulons  chercher  les  racines  par  la  métho- 
de préièfite,  en  nous  contentant  de  prendre  les  divifetirs  de  14 
qui  font  contenus  entre  o  &  1 1 ,  (avoir  >i>2r,3,4,  6,8, 
Se  les  divKànt  par  1^  3  (  fàâeurs  de  3  ) ,  nous  aurons  les  nom- 
bres 1,7,7,3,  1,4,^,  8,7,  parmi  Icfquels  doivent  fe  trou- 
ver lés  racines  réelles  de  l'équation  A.  Mais  fi  dans  la  propofée 


on  (uppofe  X  =y+i ,  la  transformée  deviendra j^^  —  ^oy^ 

—  45 y  +  î'8  a^  o,  dans  flanelle  les  limites  mk  9  Se  —  i. 
Prenait  donc  lesr  diviièurs  de  38  qui  tomUm  entre  ces 
limites  ,  (avoir  ,  —  i,  ;,i,&les  divifi^it  par  i  Se 
par  3 ,  lies  racines  rationellei  de  la  dernière  réduite  fe  trou- 
veront parmi  les.  nombres  ■^—  7  ,  —  1,7,  1,7,1. 
Maintenant  f  écris  par  ordre  les  nombres  que  je  viens  de  trou- 
ver^&  inettanc  dans  b  piremiere  férié  battfentale  cenx  parmi  leC- 
quels  doit  (è  trouver  m^  !f^ùie  réelle  de  l'équation  dans  la* 

luelle  X  «s  y-f- 1,  dans  la  féconde  ceux  qui  ont  rapport  à  l'é^ 
juatîon  propofée ,  Se  dans  ta  trojfieme  ceux  qu'a  donnés  la 
(uppoiition  de  jr==:y — i  ^'H  eft  vifible  qu'aucun  dts  nom- 
bres de  la  (èconde  fuite  ne  peut  être  une  racine  de  la  propofée , 
i  moins  que  parmi  ceux,  de  la  première  £érie ,  il  ne  s  en  trouve 
quelqu'un  ^ui  réfiilte  de  .      ,  ,         x 

celui cî|Cn  lui  ajoutant'       T       J'  ^*/  '  T'»*  ^       i  ^ 

—  I  ySrcpc  parmi  ceux  ^  *  ~T>  *  >  T  >  »  >^T  y  h  ^»  ^»  ^  » T>* 
delairoificme  Une  s'en  *^T**>T»  î>4,7>^>»>i 
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trouve  aolfi  quelqu'un  qui  enréfiilte  de  la  même  manière  en  lui 
ajoutant  -f-  <  »  P^^^^^  q^^  ^  ^^^^  racine  eft  x  dans  la  féconde  , 
elle  doit  être  x  —  i  daus  la  première,  &  jc4-  i  dans  la  troifie- 
me  férié.  Or  en  examinant  avec  un  peu  a  attention  ces  trois 
fèries,  il  eft  vifible  que  les  feuls  nombres  qui  v  & 

ont  la  condition  requifiî  (ont  compris  dsms         *      '  5I 
les  trois  fériés ,  dont  la  première  a  été  prllè*     ^  »    3  >   7 
parmi  les  nombres  de  la  première  férié  ci-      3  »  4  >  7 
deffus,  la  féconde  parmi  ceux  de  la  féconde,  &  la  croifîeme  pai>- 
mi  ceux  de  la  troiueme.  Si  donc  la  propofée  3x3  —  i5^x'  -f- 
4  .V  -f-  60  ss»  o  a  quelque  racine  rationelle,  elle  ne  peut  être 
que  i|  ou  3,  f  )  &  alon  cette  équation  fera  di  vifible  ou  par  x — 
X  aaa  o ,  OU  par  ic  —  3  =a»  o  *,  ou  enfia  par  3  x  —  y  «a»  o.  Ainfi 
les  divifeurs  qu'on, peut  eflfayer  ont  été  réduits  par  cette  mé- 
thode à  trois  feulement ,  au  lieu  de  douze  qu'on  avoic  d'abord 
trouvés.  '         • 

81.  Venons  maintenant  aux  divifeurs  du. fécond 

degré.  Suppofons  que  jt*  +  A  jc  -+-  a  eft  un  divi- 

feur  du  fécond  d^gré  dans  une  équation  ^  en  faî- 

Tant x=ai    •4-Hi^-f-^,     ce divifeur devien- 

r  .  •    1^  t  ^  a       dra  fucceffivehient 

o    •  -+-<«, 

i—  b  -tr/^V  :que 
4:-^x^-+»<t    '  à-via  des  fuppofi- 
tor.  '  •   &c.  .  T       ' 

rions  des  valeurs  âé  x^Ôc  lâ  quaAtitç  dans  laquelle 
fe  changera  1  cquation  par  ces  ijuppofitionSyfera  di vi^^ 
fibie  par  le&divifeorscorrefpondtnils.  Donc  û  de  ces 
divifeurs  on  &te  le^  quarrcs-déS  -viléuts  cottéfpon- 
dants  de  jc ,  il  en  fémltera  des  quantités  z  ^  -+•  <^ 
qui  font  évi4eoimenc  en  prog^élHon  ir-{ra 
arithmétique  \  donc  il  faudra  rejeccdr  les  -i-*  â 


égal  aux  quantités 
^^-^^  •    i  —  ^  -+r4  , .  :que.ron  voit. vis* 


divifeurs  qui .  n^'auronc  pas  cette  condH  ^—  5  -f-  ^ 
tion.  Si  Ion  trouvoit  un  trop  grand  — ib^d 
aombre  de  progrelHon; ,  on  tacheroit  de  lAimi- 
nuer ,  en  .raifanc  de  nouveMes  fuppofitious.  da 


A    L    C    U    I. 


^}9 


x=i  —  }  ,  a:  = —  4  &c. ,  X  =+  5  &c.  j  &  celles 
qui  ne  feroient  pas  détruites  par  ces  nouvelles  fup- 
pofitions ,  donneroient  des  divifeurs  qu'on  pour- 
roit  eflàyer.  Quand  on  aura  trouvé  une  de  ces  pro- 
greffions ,  on  ôtera  du  terme  qui  répond  â  la  lup^» 
poAtion  de  :r  ==  I  ,  celui  qui  répond  à  la  fûppo- 
iition  de  a:  ==  o  ,  &  Ion  aura  Â  ,  &  par  confé- 
quent  le  divifeur  x*  -+-  A  x  -f-  ^  par  lequel  on  ten-^ 
tera  la  divifion.  Si  Ton  a  trouvé  plufieurs  progref- 
iions  différentes  y  on  aura  pluHeurs  divifeurs  de  la 
même  forme  ,  quoique  b  ne  foit  pas  la  niême 
quantité  dans  ces  divifeurs.  Soit ,  par  exemple  j 
l  équation  x^  '-\^6x^  -h  lîx*  -h  'oa: -h  5  =0. 
J'écris  dans  la  colonne  A  lés  iuppontions  diffé- 
rentes de  x  y  j'écris  en  B  les  nombres  dans  lefqueU 


«  - 


b- 


X 
1 

o 

I 
1 


£ 

•  j  *  i 


I  » 

1,, 
I  ■ 


7> 
3* 
5 

I 


C 

il  1 


3J 


M 


4 
I 

o 
i 


-ri37, 

—  34» 

—  5» 
— .  i» 


•i3« 

•I  *,» 
•  »» 


Ù»— 5>-^33-t-3 1-+-Ï5  >+"9 


.i»  ^T*-5 


o,  -if-i. 


10 


3* 


—  ^  ;     ♦  1 1 


5 


fe  change  l'équation  par  ces  fuppofitions  de  x ,  jf 
mets  en  G  les  divifeurs  de  ces  nombres  ,  en  D  les 

3 narrés  des  valeurs  correfpondantes  de  jr ,  en  E  les 
.  ivifeivs  qui  £Mitr  «n  C ,  tnais  pris  avec  les  fignes 
•+-  &  — ,  &  defquels  an  a  ôté  les  nombres  correC- 
pCMidants  de  4à  colonne  D.  Après  quoi  je  cherche 
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les  progreilions  arithmétiques  que  peuvent  donner 
les  nombres  dôs  colonnes  E;  j*en  trouve  deux  que 
j'écris ,  Tune  en  F  &  l'autre  en  G.  Je 
ne  fais  pas  de  nouvelles  fuppofi rions 
pour  tacher  d'eXclure  l'ime  des  deux , 

Satce  que  l'équation  propofée  étant 
u  quatrième  degré ,  elle  doit  avoir 
deux  divifeurs  rationels  du  fécond 
degré  ,  ou  n'en  avoir  aucun.  Les  nombres  qui 
répondent  à  la  fuppofition  de  x  =  o  ,  font  5  &  i . 
Si  l'on  ote  ces  nombres  de  ceux  qui  dans  leur 
colonne  répondent  à  la  fuppofition  de  ;if  =  i  ^  l'on 
aura  ^  =  5&A=ij  donc  les  divifeurs  par  lef- 
quels  on  peut  tenter  ladivifion,  font  3c*-4-  5  :t-H5, 
AT*  -i-  AT -H  I.  Si  Ton  tente  la  divifion  par  le  pre- 
mier ,  on  trouvera  le  fécond  au  quotient.  RefoU 
vant  maintenant  les  équations  jc>  +  5  Jif  -f-  J  ==  o , 
jif*-+'^+ï  =  o  pat  la  méthode  du  fécond  degré, 
on  aura  les  quatre  racines  de  l'équation  propofée. 

Soit  maintenant  Téquation  4r^  +  j  x^  -4«  xx^^^-* 

8x*  —  }6x-+-iï  =0.  Eti  fupofant  fucceflive-^ 

ment  jr  =3 1  ,  on  trouvera  qu'il  n'y  a  qu'un  feu! 

o     divifeur  **  -+-  3  :t  —  j  ,par  lequel 

— ^  I      on'ôuiflè  tenter  la  divinon  3  elle 

—  1    .  réum t  &  donne  pour  quodent  x  5  -+- 

—  }  5  jtf  —  7.  Il  fumttlonc  de  trouver 
les  racines  des  deux  équations  x^  -4-  )  jc  —  3  =  o  ^ 
x^  -H  5  *  —  7=05 pour  àvc^r^cèlles  de  Téquation 
propofée. 

8z.   Si  l'équation  étoif  affeûée  de  fraÂions  ^ 

comme  Icquation  x»H -— jaî=o,on Pen dé^ 

o         -  ... 

liyreroit  en  faifant  l'inconnue  x  égale  à  une  autre 

inconnue 


C    A    t    C   t7    L.  lAl 

inconnue  y  >  divifée  par  un  nombre  divifible  par 
cous  les  dénominareurs  de.  l'équation ,  ainfi  que 

nous  l'avons  dit  ci-*defliis.  Suppofant  donc  a;  ;s=  ^  , 

j'aurai  en  fubftituant  »  multipliant  &  réduifant  ^ 
j^*  -+-  j'— r  1 1  =  o^Lçsdivifeurs  de  cette- équation 
font,  par  la  méthode  ci-deflus  (79),^ — 3?^"+" 
4 ,   &  partant   les  racines  ibnc  3  &  -^4.  Mais 

;ir  ^=-=^  j  donc  les  racines  de  la  première  équa- 
tion fe  trouveront  en  divifant  celles  d^e  la  féconde 
par  le  divifeur  ^  dey ,  ce  qui  donnera  'x  2*=-^  & 
;e==— -J,oua:=27  &jkr=:-y-j.   Si  l'équation 

ÏTopofée  avoit  un  coefficient  au  premier  terme,  on 
uppoferoit  x  égal  à  une  nouvelle  inconnue  divi- 
fée par  ce  coefficient ,  &  l'équation  qui  en  réful- 
teroit  n'ayant  pas  de  coefficient  au  premier  terme , 
on  en  chercheroit  les  racines  ,  &  clivifant  ces  raci- 
nes par  le  coefficient  du  premier  terme  de  l'équa- 
tion propofée  ,  on  auroit  les  racines  cherchées. 
Ainfi   fi  l'a  vois  l'équation  6x^  ^  x  —  1:5=0. 

Faifant  x^=^  y  on  trouverbit  l'équation^ ^  -f-y 

—.  Il  =:;'o ,  te  divifant  les  racines  de  cette  dernière 
par  <>^'on  auroit  toutes  lesracînes  cherchées.  Mais  fi 
l'équatipa  quei'on  trouve* en  faifant  difparoitre  le 
coefficient  du  premier  terme,  ou  les  dénominateurs 
des  ^équations  qui  conti^nitept;  des  coefficients  frac- 
tionnaires ,  n'avoir  point  de  racines  commenfara- 
bles,  Ml  feroit  sûr  que  l'équation  propofée  n'en  a  pas 
non  plus,  puifqu'une  racine  commenfurable  étant  di- 
vifée ou  multipliée  par  une  quantité  commenfurabl^ 
ne  fauroit  devenir  incommenfurable.  Si  les  coeffi- 
Tomt  /.  Q 
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ciencsde  l'équarion  propofée  écoienc  algébriques^ceU 

2ue  ceurde  l'cqaatiori  jt*-+-izx  — i==o*,il  fau- 
roit,  puifcjue  aScb  font  cenfés  connus ,  exprimer 
ces  coefficients  en  nombres  ;  ain(î  fuppofanc  a  =  i 
^  i  =  1  a  ,  on  auroit  l'équation  x^  -+•  jc — 1 1  =0, 
dont  les  racines  font  j?  =  j  ,  a:  =:  —  4. 

Z)<  ta .  réfoluzion  des  Equations  par  le  moyen  des 
diyifeurs  d^un  ordre  quelconque.  • 

83^  Soii  l'équation  *4-+^i«5+(<itf — ah)x*  ^-  aahx-^^a^h 
■»  o,  au  oB  Vf  ut  di  vider  en  deoz  (aâeursdu  (ccond  degré.  Je 
prends  deux  éouacions  quarrées  yx-f-y*  +  u  «-s  0 ,  4fx  -f"  /* 
^-  ^  =»  o ,  de  la  mulctpficacion  d'eTquelles  je  Tupoofe  que  ré* 
tAtc  la propofik;  y ^u^  fy  r  étant  des  quanntes  indétermi* 


l 


nées  qu'on  déterminera  dans  ta  fuite  du  caTcal.  Les  ayant  mul- 
cipliéef  rime  par  l'ancre»  il  vient  . 

+  fxi+fyx^+U^  (A). 

+  î«' 

^  On  iomparera  féquation  A  avec  la  propofêe  en  éga- 
lant tous  les. termes  de.  celle-ci  avec  leun  correipondans 
dsins  la  propofée  ;  la  cbmparaîfon  des  deux  féconds  ter- 
mes donne  /+  y  =tf  9  ou/ «^  a  —  y  >  la  comparaifen  des 

derniers-  termes  fait  voir  que  {;  =» i  celle  des  quatrie« 

mes  termes  (oiunit  l'équation  y  {  "f-  /u  "»  -—  4*  ^.  SîiUlituev 

dans  celle-ci  les  valeurs  trouvées  de/&de{)  &  vous  aurex 

au^-^-a^hu         ,    -, .  .  ^^ ^  £_- 

y«» \ — -r-r->  i»a»*  réqoàuon  r  «= nur  con- 

noitre  que  u  eftun  divifêur  du  dernier  terme  —  «'  ^.  Comme 
les  équations  fuppolées  font  du  fécond  degré,  je  cherche  tous 


• 


•I 


f  A  caufe  de  &«»»<'  j,  i  efi  le  coefficient  de  x ""• 


IT    -■  IT 
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les  £vi&iKi9  àtt  Ceeohd  ordre  de  àï^^  ;  fiivoir  '±lai^:izaa^± 
a^  dByêc  totnmençdm  par  \è  premier,  je  fiippofe  zr=a  tf^^ce 

^ui  donne  y  ■■■      ,   ^«Ainfi  Tone  des  équations  ûippofées  dû- 

viendra  «jr-|-^--j-r+^**'  ^  mais  parce  qu'elle,  ne  peut 

pas  diWièr  exa^^èment  la  propofêe ,  je  conclus  que  le  divîfeur 
a6  eft  inutile.  Ceft  pourquoi 4>Tènant  le  divifeur —  ah  ,  ^Tup- 
poGmt  tf  =3 —  ah^  ce  qui  donne  ^a»  o  ,  la  première  équation 
luppofèe  devient  xx  —  a^  =  o ,  qui  divife  exad^emém  la  pro- 
dofee ,  &  donrfe  pour  quotient  x"  -f-  ax  -4-  fl^  =*  o.  Si  aucun 
des  dlvifeuzs' ne  pouvoir  réuffîr ,  la  propofee  (eroirirrédfiâible 
du  moins  par  cette  méthode.  * 

Si  on 'veut  éviter  les  divffions ,  on  (ubfti  ruera  une  des  valeurs 
de  II  (prife  parmi  les  divi(êurs  du  dernier  terme j  dAnyy^ri  r»  & 
ces  vadeurs  étant  miles  dans  les  trinômes  quadratiques  , 
£  leur  prodiik  tenà  la  ptopofti,  le  problème  (èra  Télbhi  j^jli  cela 
n'arrive  pas ,  il  (aut  employer  une  autre  valeur  de  u,  Soit^  par 
exemple ,  Téquation  x^  -f-  ^bx^  -f-  hb^^  —  aib  f«  o.  Corn* 
parait  Cctt'6*éiJitâtîoû  avec  la  transformée  A ,  on  trouve /-+-y 
—  xb\  u -^Jy  4-  1;  «a  ^A  ,  l'y  +  /tf  =  o  (parce  que  le 
qiiactieme  terme  manque  dans  la  propofée  ),  {u^—a^b.XA 
première  donne /=«  xb—y^h,  dernière  fait  voir  que  ç  ««*  — 

^^~^\  Ces  ^aiieufs  (iibftituées  dans  la  troifîéîtin  doDAenit  -^ 

^  +  l«tf*— «y«»o  ,  ouyeaB  ..vommetfdoit 

u  ''  '^        aib-f-'uu 

être  un  divifeur  de  —  a^b^ûon  prend  les  divifeurs  du  fécond 
degré  ±  a'  ^  dt:aè>\  ±a  ^  ab  ^  on  voit  facîTemcAr  que  Its 
deux  premiers  (ont  inutiles^'  parce  qu'étant  fubftitués  dans  la 
féconde  équation  ^  -h/y,4"  î  ^.^^^  ^^'^  ^^  devient  pas  iden- 
tique! Mai»  en  examinant  <i  y  aï  que  je  fois  =fi  // ,  je  trou- 
ve y  =  ^ ,  r.==a  —  a  ^  ai  ^  /=«  b.  Ces  valeurs  étant  fubftî- 
tuées  da^ns  îa  féconde  équation  la  rendent  identique ,  puiC- 

Îu'eha  ïcviéni  tf  V  âl>^  bb-^  a  ^  ab  ^^bb  ^  ou  hb  *=  bb. 
Jnfi  Ifes  trinômes  apx  -+-  Ax  -+"  ^  V  ^^  *=*  ^  >  xr  +  ^x  ■^- 
n.  ^i^  &:=  o,(bfit  lés  divifears  cherchés  (on  auroît  trouvé  les 
mêmes  trinômes  en  fuppofant  a  «-  —  a  y  «1^  •) ,  qui  multi* 
pKéfe  Fùn  par  fautre  rendront  la  propofée* 
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Soit  maintenant  Yéqxaàoa  du  cinquième  degté  xS  -i-* 
4a'X*-f-^if*  Apî — 8aî  jt*  -\^^^^x  —  tfî  >»  o^qu'on  propofe 
de  dÎTifer  en  deux  fkâeurs  Tan  du  fécond ,  l'autre  du  troiueme 
degré.  Je  prends  les  deux  équations  auxiliaires  xx^yx-^u 
■-■o,x3  4-/jcx+yA:  +  ;f=o,  dont  le  produit 

+  tx^+tyxi+fyx^+iyx 
+fxl+(x\ 

doit  rendre  la  propofêe.  La  comparlifon  des  termes  donne 
les  cinq  équations  luirantes  y4-r  =  —  j^a ,  u-^-ty  +/•=» 
6a\tu-\-fy  +  i=—Sai,fu  +  iy^^a^,rur=.^ 
tf  5  •  Par  la  jpremiere  on  a  r  e»  —  4<i  — y  j  par  la  dernière  ç 

■a  -^ —  j  par  la  quatrième /=-î ^   «■  ■    •*^  — 

tf5 


iitf 


•  Sub(Htuant  ces  valeun  dans  la  (èconde  il  vient  ù-^  ^ay 

étf il + »  +  -^  •  Parce  que  u  doit  Stre  un  divifeur  dii  fécond 

ordre  de  45  ^pcenons  pour  u  le  divi£eur  db  aa*  Si  nous  Çippo- 
fons  tt  :—  a*«,  la  dernière  équation  devient  yy  +  3^^  —  o, 
d  od  Ton  tire  y  =sao^Scy 'Sr^  —  3  •«•Si  nous  iuppolônsy  «■  o , 
nous  aurons  t  ==*  —  ^a  ,/=»  5«itf ,  ^  ■»=  —  « *••  Ces  valeurs 
étant  jGibftituées  dans  la  troifîeme  équation  dont  on  n'a  ^t  aucun 
u£ige  »  il  vient  —  4  a  3  — ai  s= — 8a5 ,  équation  qui  n'eft  pas 
identiqueî  donc  on  ne  peut  pas  faire  y  «■  o.  Mais  en  taifknt  y  =* 
— 3  tf,  on  trouver  = —  a^  /=  xaa^  ^  =» —  ii3.  Cesvialeurs 
fubftituées  dans  la  troifiéme  donnent  —  8tf  3  = —  8^3 ,  éqtia- 
tion  identique.  Ceû  pourquoi  {ubftituant  ces  valeurs  dans  les 
équations  auxiliaires  >  on  trouvera  xx  —  30^  -f-  <ta  «aso  ,  x* 
—  éuc'  +  itfâx  —  tf  '  =B  o  ,  qui  multipliées  l'une  par  l'autre 
rendent  la  propofée. 

Soit  encore  l'équation  jr*— 13  ax^  +  4jtf*  x^ — yia^x} 
-f"  57 «f^  **  —  i64f5  jp  -f-  »a<  eaio,  qu'on  propofe  de  re- 
fondre en  deux,  l'une  du  fÀcond,  l'autre  du  quatrième  degré. 


Calcul. 


^45 


Je  prends  les  deux  équations  auxiliaires  xx  +  yx  +  K=»o^ 
x4  4-  px^  +/«*  -h/x  +  C  =  o  ,  qui  étant  multipliées 
Tune  par  Tautre  donnent 

**  +  -?*'  + ^*^ +A' +  î**  +  {y* +  {tt"=o 
+  yx^+pyxH-fyx^+fyx'-+fux  ' 

Comparant  cetle-d  avec  la  propofée ,  f  ai  les  ûx  équations 

^««Bitf^,  Par  la  première  on  a /^  ■= —  i^a — y,  par  la 

dernière  t  ««  _«.  La  valeur  de  p  étant  fuhftituée  dans  la 

II 

féconde, il  vient  r  =  45tftf .+  i3^yH-yy  —  «.Mettant 
la  valeur  de  ^  dans  la  cinquième,  on  trouve /*«» c 

— • •  En  fubftituant  ces  valeurs  trouvées  dans  la  qu2H« 

triéme,  on  aura 

«sa  o(6).  pHjique  u  doit  divifer  la^  ,  &  que  les  diviieurs 
quarrés  les  plus  fimples  de  cette  quantité  font  zïl  aa^  ± 
%aa  \±  aa^ %  ^  on  peut  fiippofer  u  égal  k  quelqu'une 
de  ces  quantités.  Or  en  prenant  aa  ou  — 4tapou#' ,  on 
ne  réuffit  pas;  mais  en  faî&nt  u  «sa  %aa  ,  l'équation  B  devient 
y*  -|-  I5tfy-f-*»tf«"  ojd'ioiil'ontirey  as3  — lo-tf  &y  »» 
—  x<fr  la  première  racine  eu  inutile  ,  mais  la  féconde  donne 
p«=»* —  iitf^r  3==  2ia*,  /«■ —  7tf' ,  If  =  tf4.  Ces  valeurs 
étant  fubitituées  dans  la  troifieme  équation ,  dont  nous  n'avons 
pas  encore* fait  u(âge,  la  rendent  identique,  &  donnent  *-• 
7itf'  ss  — 7ia\  Ainfi  les  équations  auxiliaires  dans  XtC- 
quelles  la  propofée  peut  fe  réduire ,  £>m  xx  —  %ax  +  %aa 

On  pem  remarquer  que  fi  Ton  (è  fiât  (èrvi'  de  la  troifieme 
équation,  au  iteu  d'employer  la  quatrième  ,  on  auroit  trouvé 
Téquation  cubique  %y^  +  t6ay^  -f-  2'ià^y  -+-7  4* '  =6 ,  au-* 
lica  cfaDe  é^iaûoo  du  fecoad  degré  quieil  l»ien  plus  ai£ee  i 
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réfoudre;  a'mfi  le  choix  dés  ^ouations  qu'on  etoploie,  peac  di- 
minae^  ladilficalt^  du  calcul*  Les  racines  de  cette  ëqnatioft  eu- 


I  i<t    .     a. 


bique  fonty=»  —  »(f,y«i it  ---  V  47  ,  dont  I4 

première  rëu/fîroit  ;  car  elle  donneroit  des  raleun  6cp^  t  ^ 
ftc.  qui  tendroient  la  quatrîÀne  équation  identique. 

Si  on  avoit  à,  réfoudre  une  équation  du  (èptieme  degré  ea 
deux  autres.  Tune  du  troifîeme  ,  1  autre  du  quatrième  degre>ileft 
▼idble  qu'il  faudroit  employer  deux  équations  auxiliaires  »  Time 
du  troi^eme  ,  laucre  du  quatrième  degré,  êc  en  eénéral  pouir 
réduire  une  équation  de  Tordre  m  en  deux  autres,  l'une  4e  Tor- 
dre m  —  I9  ^  l'autre  de  Tordre  /? ,  il  faut  Ce  (ênrir  de  deu]( 
équations  auxiliaires ,  dont  Tune  (bit  du  degré  m —  a  ,  de  Tau* 
tre  du  degré  n  'y  mais  il  eft  aifô  de  fentir  que  la  difficulté  aug- 
mente à  proportion  que  m  eft  plus  grand,  puifqu'on  â  toujours 
un  fM>fiibre  m  d'indéterminées ,  dont  on  ne  peurtbuvent  trou- 
ver La  valeur  que  par  le  nioyen  de  plufieurs  équations  trqgi'- 
£omp!iqjaées. 

Mais  quoiqu'il  y  ait  plufieurs  équations  irréduâibles  par 
les  méthodes  connues  ,  néanmoins  toutes  les  fois  que  la 
propofée  eft  convertible  ,  elle  peut  fe  décompoCèr  en  plu- 
fieurs du  fécond  degré.  J'appelle  équation  convertible  uneéaoa* 
tion  de  degré  pair,  dont  l  expo(ànt  foit  m  (  nombre  pair  )  dans 
le  premier  terme  qui  doit  être  jc^  uns  autre  coefficient  que  Tu* 
nité ,  le  dernier  terme  éunt  une  confiante  que  je  no^nuAC 
a^.  Chaque  terme  placé  entre  le  dernier  de  celui  du  ml'- 
lien ,  d^ivifé  par  un  faâeor  convenable  de  â* ,  doit  avoy 
le  iThême  figne  de  le  mime  cœificient  que  le  terme  <;orreipon-> 
dant  placé  entre  celui  du  milieu  de  le  premier  Ainfi  Içs  équa- 
tîonsx4  -f-^jc*  -f-tfcjc'-f.A^^jif-J-<r4«:o,jr^ — ^*J-f- 
cî  *'  —  il*  ^  X  +  tf  <  «=  o  font  convertibles*  Car  en^diviiânr 
Tavant-demier  terme  de  lapremierepar  le  îiétxa  tf *  de  #♦  ,  il 
vient  +  ^x  qui  a  le  même  figne  de  le  même  coefficient  que  te 
fécond  terme,  de  en  divîfant  (  dans  là  féconde  équation)  le  ter- 
nie-^ tf  +  B  xpartf*,  fà£tcnr  de  tf*,il  vient-7^  jr,qui!a  le  même 
figne  de  le  même  coefficient  que  le  terme  corre(ponâant-*-^af  î^. 

Pour  réfoudfbces  (brtes  d'équations^ on  prendfltiunefenaule 
dM  fécond  degré  x  x  4-  «  ^  -jr  «*  *«=  b,  dans  Imeik  /^eft  une' 
quantité  qu'on  doit  détenninêr',  of^  formera  enjpite  ui^  équfk- 
tjbn convertible  d^un  àk^i  kifiiziciic ^cl  àtmm^ t'if^^ niv^ 
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niere  qne  fon  premier  terme  (bit  x"* — ^  &  (on  dernier  terme 
■^  ci**"^*^ ,  &  «ont  les  coefficiens  des  autres  termes  foient  in- 
détermines.  Après  avoir  multiplié  ces  deux  éqtiations  l'une  pat' 
l'antre  ,  on  comparera  les  termes  du  produit  avec  ceux  de  la 
propose  jusqu'au  terme  du  milieu  inclufivemeut;  car  la  corn* 
paiaiiôo  des  autxes  donne  les  mêmes  équations  que  les  pre- 
miers. Ayant  chaflé  toutes  les  indéterminées,  excepté  /n ,  il  en 
fféfiiltera  une  équation  entre  m  Se  des  confiantes*,  Se  les  va- 
leurs de  m  qu'on  en  tirera,  étant  fubftitnées  dans  le  trinôme  x  x 
•4-'nx-<f-atfeK»o  ,  donneront  les  équations  du  fécond  de- 
gré,  dans  lefquelles  la  propofée  pourra  fe  réfoudre* 

Exemple  L  Soit  l'équation  convertible  x4  -{- lix'  -f* 
taa&x^a'^^Of  je  forme  l'équation  convertible  inférieure 
de  deux  degrés ,  c'cft-à-dire ,  a?  x  +  hx^aa  =  o ,  que  je 
multiplie  par  le  trinôme xx-f-mjc-f-tfaa»o,  afin  aavoir 
réquaûon  convertible 

«4 -^- Ax' + 1  a*  X*  •+■  a*  m  jf  +  ^*  *="  o» 
+»Bx' +  m  A  «*  4"  ^*  A* 

La  companifon  des  termes  donne  les  deux  équations  m  -|-  A 
v-a^y  %aa  '^mh'^  o*  Subftttuant  dans  la  féconde  la  va- 
leur de  h  prife  dans  la  première  ;  il  vient  xaa'^%hm^^  mm 
e»Oy  ou  mm  —  %hm=='%aaf  dotk  les  racines  (ont  m  =  b 
ZÏl  ^  {^aa'^bb),  Subdituant  cesi^iileurs  dans  le  irinoitie, 
on  trouve  les  équations  xx-^  b x^x  ^  [%aa^bb)  -f* 
a  a  »>OyXX-^^x  —  X  1^  {-  xéuir^bb)  ^  «41  omo^  qui 
(ont  les  ÉiAeurs  de  la  f  rçppfée* 

Exemple  XL.  Soit  l'équation  jr^— f-^^  "^  <>•  Je^fbtme'l'éqW' 
tion  convertible  du  quatrième  de^é  x^  -^jfx^r^t  x''  + 
a''  px  -^w^r^Q^qni  étan;  multipliée  par  le  .trinpo&exx  -f- 
mx-^^aa^  0«  donne 

+tf*x^H-ii»px'  +  tf*rx* 

Ayant. comparé  te  fécond  »  le  troifieroe.  &.  le  quatrième  tei^ 
mes  de  ccllc^i  avec  les  corrcfpohdans  de  la  propofée ,  je  trou  • 
tç  15 trois équàjtions  mH-]p=  o  ^t-^mp ;yi*^^^??  ^^'^ 
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«nf-  fli  p  "«»  o.  Psir  la  première  ;> = —  m,  cette  valeur  étant  fiibC 
timée  dans  les  deux  autres ,  il  vient  t — mm  -^-aa^s^Oy  -— 
^d»i-j-«fs=*  Q.  Par  la  première  de  celles-ci ,  r  «ss»/«i»  — 
0a y  donc,  en  fubAitoant  dans  la  dernière  m*  —  34^  maao 
qui  donne  trois  valeurs  de  m , favoir  ,in3e=Oym«aâ  ^  3,111 
«a  —  a  V  5 .  Ces  valeurs  mifes  dans  le  trinôme  générai  x  x  -f» 
mx^  aa^'^o,  donnent  les  équations  du  fécond  degré  dans 
lesquelles  on  peut  réfeudre  (apropolëe,  c'e^-à-àite ,  x x  ^ 
au^'^Q^X'^-ax^^  -f-<tiiBao,xx  —  ax^r-^aa^»^^ 

84.  Lorfque  les  racines  de  Téquation  ne  font  pas 
commènfurables  ,  on  ne  peat  pas  les  trouver  par 
la  méthode  des  divifeurs  ;  mais  on  peut  au  moins 
les  avoir  par  approximation.  Pour  cela  nous  fuppo- 
ferons  qu'on  ait  déjà  une  valeur  de  la  racine  ap^ 
prochée  feulement  jufqu  a  ù,  dixième  partie  près. 
Voyons  donc  comment  on  peut  parvenir  à  cette 
première  approximation.  Soit  1  équation  ^>--r-ior' 
T-H  xz  zsso  ;  je  fubftitoe  dans  cette  équation  à  la 
place  de  x  plufienrs  nombres  tant  pofitifs  que  né- 
gatifs ,  jufqti^à  ce  que  deux  fiibAitutions  confécu-r 
tives  me  donnent  deux  réfultats  de  Hgne  contraire. 
Lorfqife  j*en  ai  rencontré  deux  4^  cette  nature,  j'en 
conclus  que  la  valeur  de  x  oSt  entre  les  deux  nom* 
bres  qui  ont  donné  ces  réfuliats»  Si  dans  Téquation 
ptopoCée  |e  fubftitue  •^— ^  i ,  —  1 ,  —  ^  ,  &c.  à  la 
place  de  X  yie  trouve  tonjours  des  réfultats  pofitîfs. 
De  nûtème  les  réfultats  que  donnent  les  nombres 
I  ,  x ,  3  ,  font  encore  podcifs  ;  mais  en  fubftituant  4 
à  la  place  de  ^ ,  ;  ai  un  réfultac  négatif.  Âinfi  ^ne 
des  racirnçs  e|L  entre  les  nombres )&4, qui  différent 
de  plus  de  la  dixième  patrie  de  l'un  d'entre  eux.  Je 
prends  la  gioitié  de  leMr  fômme ,  Se  fuppofant 
a:  ==±  j'-fr  7 ,'  je  trouve  pour  rcfaltat  une  quantité 
pég^fliie  i  4^f5  }^  liciixQ  éft  ep.tce  3  S5S  j  -b  ;V 
Prenant  la  moitié  de  léuîr  fomme  5  H-  ^  pour  jç„ 
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l'équation  fe  réduit  à-^^  quantité  pofitive  ;  donc 
cette  racine  eft  entre  }4-f&5-+"r>  &ces  deux 
nombres  différant  de  ^  ,  quantité  plus  petite  que 
la  dixième  partie  de  l'un  d'entre  eux ,  je  prends  la 
moitié  de  leur  fomme  3+79  &  je  fuppofe  x  =3 
3  -|-^  +  rf,ouji[r=5*}  +rf  (  en  prenant  en  dé- 
cimales approchées  la  valeur  de  la  fraâion).  Subfti* 
tuant  cette  valeiu:  de  x  dans  l'équation  ,  &  négli* 
géant  le  quatre  de  d  { parce  que  d  étant  fort  petit , 
îon  quarré doit  l'être  davantage)  ,  |'ai —  o- 1 1— 
3.  4df=o,oui/=o«r^=— 0'0j.i,enne  pouf- 
fant  la  divifion  que  jufqu'à  deux  chiffres  fîgnifi- 
catifs  feulement.  En^énéral  on  ne  la  poufle  que 
jufqu'à  autant  de  chiffres  fignificatifs ,  y  compris  le 
premier  qu'on  trouve^  qu'il  y  a  de  places  entre 
celui-ci  &  le  premier  chiffre  de  la  valeur  approchée 
de  X.  Ici  il  y  a  deux  places  entre  j ,  qui  eft  le  pre- 
mier chiffre  fignificacif  du  quotient,  &  ) ,  premier 
chiffre  de  la  valeur  approchée  de  ;r  ;  donc  on  a  la 
valeur  approchée  de*en  faifant  a:  =  j  •  j  —  o-oj  i 
aacj^iéS.  Si  Ton  vouloit  approcher  davantage 
de  la  véritable  valeur  de  x* ,  on  fuppoferoit  x  =0 
}•  1^8  -H  ^>  &  en  s'y  prenant  comme  nous  venons 
de  le  faire ,  on  ^uroit  une  valeur  bien  plus  appro- 
chée de  ^r^  &  ainfi  de  fuite.  Si  l'on  veut  avoir 
l'autre  racine  de  l'équation ,  on  divifera  cette  équa- 
tion par  X —  j  *  2^8  ,  le  quotient  ffera  connoîtro 
l'autre  racine.  Si  le  quotient  étoit  du  fécond  degré, 
on  pourroit  trouver  les  racines  réfuttan^es  par  la 
méthode  du  fécond  degré.  Mais  on  s'y  prendroic 
comme  nous  venons  de  le  faire,  d  le  quotient  étoit 
d'un  degré  plus  élevé ,  en  négligeant  toujours  les 
puiflTànces  de  d  au-deffus  du  premier  degré. 
Si  ^o^  avoir  l'équation  x^ — llX  —  i4=5so. 
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dont  une  des  racines  approchées  çft  3  •  915  ,  on  la 
diviferoit  par  x  —  }.9ij?=:o,le  quotient  x*-+- 
3  •  92.5X  -H  3  •  405*^  =  0  (  il  y  a  un  refte  0*6^^ 
qu'on  peur  négliger), contiendroit  les  autres  racines 

Îtti  font.  Tune— ri'âizj  ,  &  l'autre-^ —  i<30X5, 
tn  les  auroit  auiïi  trouvées  en  cherchant  dans  la 
propofée  les  limites  entre  lefqaelles  ces  racines 
ccoient  contenues  ,  comme  on  a  fait  pour  la  pre- 
mière racine. 

Remarque.  La  méthode  que  nous  venons 
d'expofer ,  fuppofe  qu'on  puifle  trouver  deux  nom* 
bres  qiiii  >  iubftitués  à  la  puce  de  ;r ,  donnent  deux 
véfultats  de  figne  contraire ,  &  que  la  racine  fe 
trouve  entre  ces  deux  réfuluts.  Or  il  eft  facile  de 
voir  qiie  cela  eft  poflîble.  Car  foit  la  plus  petite 
valeur  de  x  =  a  ^  celle  qui  eft  immédiatement 
plus  grande  as  d.  Dans  cecasji^^ — a  8c  x^-^d  Cont 
des  faâeurs  de  Téquation  propofée.  Si  au  lieu  de  x 
on  fubftit\ie  un  nombre  plus  petit  que  a  ,  le  fa&eur 
X  —  a  deviendra  négatif,  &  po^tif,  fi  on  fubftitue 
un  nombre  plus  grand  que  ^  (  en  fuppofant  ce 
Qombre  plus  pecie  cependant  que  d).  Le  produit  des 
^urres  fleurs  ne  changeant  poin,t  de  (igné ,  il  ^ft 
clair  que  le  changement  de  figne  du  faâeur  x  — ^a^ 
occafionnera.  un  changement  de  figne  dans  le  pro^ 
duit  tocal.  On  démontreroit  U  même  cbofe  fi  b 
plus  petit  faâeur  étoit  ^  --^  a  ^  en  fubftituant  des 
nombre^  négatifs  à  la  place  de  x. 

AuTAB  MBTitODB*  Ayant  trouva  par  la  méthode  précé- 
dente ,  ou  de  apelqii'^titre  manière  ,  dent  lîfnites  qui  ne  dif- 
férent entr'elles  que  de  runité ,  on  fuppofera  que  la  racine 
cherchée  e(V  ^gale  à  la  plus  grande  limite  moins  une  quantité 
kidécermin^e  ,  ou  à  la  moindre  limiite  plus  une  quantité  indé-* 
terminée.  Oix  fiihftitueni  cette  valeur  4^sl  équation  donnée  ^ 
&  n^ge^c  les  termes  du  réfpltat ,  où  Ijin^âçinuq^e  eft  mr 


rik 


Q  A   t   G  V   t.  151 


MB- 

ma[s 


d^flîis  du  ptcmio:  ikgré ,  oa  «îrexa  de  h  coiqpiaufoii  des  ixh 
tscs  (oiincs  la  valpir  de  llD^cxininéc  >  ce  qu'oA  ràcéreca , 
ju&tt  a  ce  qu'on  aie  crpitvi  uœ  cacine  a0e»  a^ic^ch^e* 

Soit,  /'4r  ixêmpit  ,  l'équation  ;f'  —  i^x  ^  io«b>  o* 
Suppoiam  9  fuGcedmmeiic  ëgat  it  1 ,  a  »  } ,  on  troUf  e  des 
niïuicais  tAffÊàb  dont  k  decmec  eft —  8  ^  mais  en  j^ppoiànc 
jc.B»  4  y  01^  vottvft  k  réfid^  pofictf  +  14*  A^pfi  U  eu  évi* 
dent  Qu'une  àts  lacines  de  la  pcopo&e  .eft  ocvre  }  4c  4.  Je 
iiippoie  donc  x^m  if\^d^  pour  ^voii^ 

X*  —  17  4*  *7^  +  ^^*  +  ^* 

—  If*— 4Î— i^* 

«^  10  >»  +10 

Ceft  pourquoi  en  écrivant  réquadot^  d^OS  ça  ordse 
▼çrfë ,  il  vicndn^o  =  —  «  +  11  d-^Q  'çL'^  -^^  d*  (K)\ 
d  étant  içoindre  que  l'unité^  d>  ^  d^  {ont  çncçre  beaucoi^p 
inçîndres';  négligeant  donc  les  deux  derniers  termes  de  cette 
^nation  ,  il  vient  o  =  -r-847i*</,  ou  5i</«a=8,&rf 
t=  ^  =  I  «  o  •  rf  a-peu-prés ,  éc  par  conTéquent  *  «=«  j  •  6» 
Vouât  avoir  une  vdeur  plus  exaûe,  on/  fupp^era  x  «*  3  •.  ^ 
-f-  ;>  9  ce  qui  donnera  la  transfb^mçe  o  «»  1  •  éf^-|- 
a^-SS/'  +  i^'^/'  +7''*^*^^  ennéglîgeant  les  deux  der- 
niers termes  pour  lii-  nÀne  '  ratfon  que  et  dcfliis  ,  on  tirera 
xi^  .  88p==—  1  .  ^^é,  ou/  ?*«  •;  V'.  Vg^  =^  ~  Q  -ïii  J 
&  ajoutant  cette  fiaâion  â  lia  première  valeur  trouvée  ,  on 
aoia^r-asa  3  .  ^  — . o  •  II I  «:«i  ')  •'  4$5i ,  i;aicine  plus  appro- 
chée que  la  premier/e.  ^ 

Qo^prui;  efiGoiffç  &1k^  Qes.  approxkoatîonjs  d'une  autre  ma^ 
nkrç.,  -^  fe  ç^njfifttjinç  de  çqrcisec  la  valeur  de  U  première 
indéterminée  ,  fans  remonter  â  Ta  propôfée.  P^  txtmyU  , 
dans  f équation  cr  defliis  y  après  avoir  trouvé  d^^o  '  6 y  je; 
corrige  cette  valeur  de  d  en  llippofant  ^=a>BO  •  é-^^p  ,  &  je 
firi>ffitûeo  •  ^-4-;>^k  place  Àcd  dans  f  équation  A  ,  d'oà' 
fai  tiré  cette  valeur  dç<^  ,  pour  avoir  o  «a=>-|-  *  •  ^5^  + 
13-88H-ÏO  •  8;?*-f^'  (B)  ;  tf-oA  en  négligeant  les  deux 
derniers  termes  »  inopérant  comme  ci-devant  ,on  tire  p  —»  — 
o. .  If  I  /  ^  par  d^oféquefit vt  <-■  3  •  48p.  Pour  approcher 
«^vaojtagp  ,  on  fuppQ&roir  p-'^m  — o  *  -  li  1  •+-  <  ^  &  fiibftii^i 
Wnt  çem  vakur  dan^  FéqmK)CA  9^  00  auroit  la  valeur  de  r  , 


r  ' 


> 


Il  I  i 


251  Cours  PBMATH£MATi(jru£s. 

•Si  réquatioD  ^toit  littorale ,  on  ea  tronveroit  les  racines 
approchées  par  la  même  méthode;,,  pourvu  qu'on  pût  fubfH-f* 
tuer  des  nombre^  ezaâs ,  ou  approchés  â  la  place  des  lettres* 
Si ,  pdr  exemple ,  dans  Téquation  x^  — .  afx  +  «  ^  «s  o  »  on 
fait  que  les  trois  quantités  a^f^h  (ont  eaer*elles  comme  Xtn 
nombres  f ,  3 ,  i,  on  pourra  leur  fubilitoer  ces  nombres, 
5c  changer  la  propofêe  enjc'— -i5x-f-co«.o;  &  ayant 
trouvé ,  comme  on  vient  de  le  (aire ,  qu'une  des  valeurs  ap* 
prochées  de  x  eft  )  •  4SP  ,  on  diroit  qu'une  racine  s^jprp- . 
chée  de  lapropôfèe  eft  égale  à  cette  quantiié,  l'unité  eunt 
la  cinquième  partie  de  tf  9  ou  le  tiers  de  /  ,  ou  la  moitié 
de^. 

Autre  Méthode.  Pour  (aire  comprendre  cette  autre  mé- 
thode  trés-élégante ,  foit  l'équation  o  =«A  +  By  +  Cy* 
-4-*Dy'  -^-Ey^  tfc.  Il  eft  vifible  que  fiy  cft  une  fraâion 
fort  petite ,  &  que  D  &  E  ne  furpaifent  pas  de  beaucoup  les 
quantités  A ,  B ,  C  ,  les  deux  derniers  termes  feront  extrê- 
mement petits  par  rapport  aux  premiers ,  &  l'on  pourra  chan- 
ger l'équation  en  quelqu'une  des  fuivantes 

o«»A  +  By 
o-A  +  By  +  Çy'. 
o««.A+By4.Cy*+Dy» 
Dans  lefquelles  la  valeur  de  y  différera  fort  peu  de  la  vétlta- 

ble.  La>  première  équation  donne  y  v^  — :^  ,    la  féconde 

peut  fe  réfd^pe  (acilemfnt  par  la  méthode  du  fécond  degré. 
Mais  elle  peut  fans  erreur  fenfible  être  abbaifleè  ab  premier 
degré  y  en  fubftimant  dans  fon  dernier  terme  la  râleur  de  y 

(  &  non  pas  de  y*  )  prife  de  l'équation  y  ■*»  —  •=• ,  ce  qui . 

A  ■  ^ 

donnera  o  as*  A+By  — -=-Cy,  ouo=-«AB+BBy 

A  B 
~  A  Cy ,  d'od  l'on  tire  y  =«  XC  —  BT 

Pour  (aire  connoître  l'atiîité  &iykge  de,  cette  formule, 
foit  réquacion  x^  —  10  x*  —  130  i  -|-  ^fd  '^^^  o  ,  dont  ob' 
trouvera  (acilement  qu'une  des*  racines  approchées  éftf  •'  5'. 
Suppofons  que  la  véritable  racine  eft  5  •  S  ^J»  ^  fiîb(Û^ 


mm 
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^  taons  cette  Valeur'  au 'lieu  dexcbiis  lapropofée ,  ellç  deyieo- 
dra  y  en  négligeant  les  termes  dans  lefquels  y  efl  au-deffîis 
du  fécond  degré  ,  o  ■=  —  i  •  115  —  i^o  75  y  +  6  jy*. 
Comparant  cette  équation  avec  l'équation  o-«^  A  -<|-By  -f- 
Cy^'y  il  vient  A  «a. —  x  •  1^5,  B  — t —  1507^^,0  — 
(An 

6>y;&y=^p_g^—j^Viiv;;t—— 0-000715. 

Ainfi  jc  =—  5  •  J  +  y  fera  =■■  5*5  —  o  •  000713  =« 
5  *  45^187  â  trés-peu-près.  Si  on  voulait  une  racine  plus 
exaâre  ,  on  la  tronveroit  facilement  ,  en  fuppofknt  x #  ■  ■  1 
5-4^^x87  -hy>  &  répétant  le  tnéme  calcul. 

Cette  naéthode  çft  très-utile  pour  trouver  la  racine  3* ,  4^, 
1^  y-êto^  d'un  nombre  qui  n'en  a  pas  d'exa^e.  Soit ,  par  exem-' 
-pUfAt  nombre  30  .donc  on' demande  la.  racine  cubique.  La 
.plus  grande  racine  cubique  de  30  en  nombres  entiers  étant 
Bs:.3  ,  je  (iippofe  la  véritable  racine»»  3  +>•  Donc  30  «a 
17  +  i7y  +  9y*  >  *cri  négligeant  le  dernier  terme  y'  \ 
donc  o  ««  —  3  +  ^^y  +  5ty*  >  ce  qui  donne  A—»  —  3  , 

A  B 
B-i7,C-^;&y^^j-^— -g^-^Vj-o:xo7i, 

-9c  la  racine  approchée  de  30  feiia»»  a  •  1071*  Si  on  vouloit 
avoir  la  racine  quârréedei  y  il  (èroit  bonde  çbercher  une  m* 


»f  y*  ;  d'oià  l'on  tire  A  saar'--  i ,  B  «»  70 ,  C*»  15 ,  y  «at» 


A  B  -70         .  fo 


At  —  BB^^^"^^  ""  4?rr  =  o  •  OM^iJ  a-pcu-pres  j 

donc  (  i  caufe  de  7  =»  1  •  4)  ^  a  =■  I  ;,  4i4*i5-  à  très- 
peu  près.  '    ^  g 

8  5 .  Si  l'équation  avoic  toates  (ts  racines  égaies 
deux  à  deux  y  comme  (x  les  faâeurs  d'une  équamon 
étoient  x-^dyX-r-^d^  x-^-p^  x — f^  de  manière  qu  op 
eut  (a: — rf)*  X  (x — ■/?)*=o,  elle  ne  pourroit  changer 


d'ime  équation  ipnc  imaginaires  deux â  deux,  qu^L 
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ques  nombres  qu'on  fubftitue  à  la  place  de  x^  on  ne 
trouvera  jamais  deux  téfultacs  de  Ggne  cotirrdire  » 
àucremenc  la  valeur  de  x  fe  crouveroit  encre  ces 
deux  nombres ,  &  par  coHiféquènr  ne  fetoi't  pas 
imaginaire.  11  en  feroic  de  mêâae  iî  les  racines 
écoienc  en  partie  égales  deux  à  deux  &  en  {>arrie 
imaginaires. 

Il  nous  reftè  donc  à  donner  là  méthode  d  avoir 
les  racines  imaginaires  6c  les  racines  égales  d'une 
équation^  A  l'égard  des  premières  nous  avons  déjà 
di(  (71)  qu'elles  fe  trouvent  toujours  encombre 
pair ,  &  que  fi  l'une  eft  repréfencce  par  a  -i- 
i  V( — ^  )  y  l*^ï>tre  fera  =a=:fl-^%/— i ,  te  par  confé- 
quent  les  deux  faAeurs  correfpondants  feront  x  — 
tf-^^( — i),a: — j-+-A\/(— ri) ,  dont  le  produit*» 
— ifli-hû^-h^*  fera  mi  faâieur  ratiohel  du  fécond 
degré' ,  qu'ôii  trouvera  par  la  méthode  déjà  'expli- 
quée (&  I }  'j  aprèsquoî^  par  la  métbode  dix  &€ond  dé- 
gré  j  on  troti^érà les  racines  de  ce  fedéur  chidtcés 
îaâeurs  s*3  ^  en  a  plufieur^.  Pàf  èxcmpicy  étant  dori- 
liéé l'équation  x^-^x*  -/-  ix- — lo  ==  o ,  je  trouve 

3u'e|le  a  ifn  £iÂeur  jc»  -+•  zar-H  iQ  diï  fécond 
egré  &  un  faéleur  x  —  i  du  premier  ,  lequel 
donne  une  des  racines  ==:  1 .  Réiolvant  l'équation 
X*  -*f*  2  jr  -H-  ï  o  =^  o  ,  oh  trouve  x  =  —  ï  H^ 
^(—9)  ;  donc  les  deux  racines  que  donnent  te 
iaâeur  du  fecond  degré  font  imagihaites. 

Pour  aVoir  tes-  racines  égales  d'imel  éqihttîon , 
rnukipliflr  cfHaque  tertne  paf  i^expoÈint  de  x  daris 
ce  même  reriiiè  &  dînlinuesc  cet!  e^tpofa'nt  d'unfe 
ttnitfé  ,  vous  aurez  UM  nouvelle  équation  ,  dont  le 
I^lus  grand  ^^ihmUn  divifeur ,  avec  la  ph>pdf<îe,coA- 
tîènt&a  le's  t^cîries'é^ales  de  celle-ci ,  mais  élevées 
à  une  puilfantè  nldihdre  d'tine  unité  :  c'eft-à-dîre , 


Calcul.  155 

*'  t  ■  '  ' 

far  txempU  ,  que  s'il  y  avoir  trois  racines  égales 
dans  la  propofée  >  il  n'y  en  aura  que  deux  dans  le 
commun  divifeur.  En  effet  (:t  +  û)"*  =  Ar*-+- 
mx***'  « -h  &c.  •  •  •  -f-û"*.  Donc  mulriplianc 
chaque  terme  du  fécond  membre  de  cette  équation 
jpar  Texpcfant  correfpondant  de  jk:  (  en  faifant  atten- 
tion que  le  dernier  terme  eft  cenfé  multiplié  par 
x^  ===  1  ,  &  qu'ainfi  on  doit  multiplier  ce  terme 
par  o  )  ,  &  diminuant  Texpofant  de  x  d'une  unité , 
on  auriï  mji'*"'  -+•  m  X  [m —  i  )  x"^"^  a^  ôcc. 
c'eft-à-dîre,/72  (x"-'+(/«  —  i)  A:*-*ii -+-(/»— 1) 

X x^'^  fl*),  ou  m  (jr-f-ii) "*""'.  Mais  le  plus 

grand  commun  divifeur  de  cette  quantité  ic  dé 
(jc-l-tf)*^eft  (jc-t-a)*  "  '  qui  contient  une' des  racine^ 
égales  de  moins  que  (;i?-ha)"*=o.  Si  Ton  avoit 
réqoation  ( a:  -+-  a  )*  X  {x-^dy  =0  ,'  en  déve- 
loppant lesdeux  faâeùrs  (*  -H  ^  )* ,  (i  -t-  rf  )^  & 
multipliant  lei  deux  rcfultats  l'un  par  Tàutf e  ,  ofi 
trouveroit  qu'en  multipliant  chaque  terme  du  f  éfut 
tac  par  Texpofa^it  de  x  ^  &c  diminuant  cet  expofanit 
id'une  unité  ,  on  trouveroit ,  dis-je  ,  la  quantité 
m  ('AT  -1-^)—*  x{x-^dy  ^  pix-r^^a'j'^A 
(x  -+-  fl()^"/ ,  dont  le  commun  divifeur,  avec 
le  premier  membre  de  l'équation  propofée  ,  eft 
{x-^a)"^'^  X  {x'+'dy^'  ,  &  ainfi  de  fuit^ 
quel, que  foit  Id  nombre  des  fkâeurs. 

Soit ,  par  exemple ,  Inéquation  x^  —  6x^  ^ 
'\2.x  —  8=0;  pdur  en  trouver  les  racines  égales^ 
je  multiplie  le  premier  terme  par  5  >  le  fecônç 
par  1  ^  le  troifiéme  par  i  &  le  dernier  par  o ,  parce 
que  celui-ci  eft  cenfé  multiplié  par  a:^  ^s  i,  &  j'ai 
en  diminuant  Téxpèfant  de  x  d'une  unité ,  j  j^»  — • 
1  z  jT-h  1  ^  =^  o.  Le  plus  grand  commun  divUeUr  de 
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ces  deux  quantités  eft,par  la  méthode  ci-deiTus  (  j  i  ), 
X* — ^4  j:H-4=  o  ,  qui  doit  contenir  une  des  racines 
égales  de  moins  que  la  propofée.  Pour  trouver 
cette  racine  égaie ,  je  multiplie  les  termes  de  cette 
dernière  équation  par  les  expofants  correfpondants 
de  jr ,  ayant  foin  de  diminuer  d'une  unité  les 
mêmes  expofants  ;  ce  qui  me  donne  ix  — 4  =  0, 
dont  le  divifeur  commun  avec  x*  —  4:c-i-  4  eft 
X  —  z  ,  qui  contient  encore  une  des  racines  égales 
de  moins  j  donc  divifant  le  quotient  par  x  —  1 , 
le  réfultat  x  —  x  fait  voir  ^ue  l'équation  a  deux 
racines  chacune  =  2.  Divifant  l'équation  par 
(x  —  1  )* ,  le  quotient  x  —  1  indique  que  les  trois 
racines  de  l'équation  font  chacune  =  1.  On  auroit 
trouvé  de  même  ces  racines  en  cherchant  les  di- 
vifeurs  rationels  du  premier  degré  de  l'équation 
propofée. 

Autre  Méthode.  Soît  Téquation  y'-l-jjt*  —  9«  +  f 
fesB  o.  Pour  (avoir  £  elle  a  deux  racines  égales  y  9c  quelles 
font  ces  racines  ,  je  fuppoiè  un  dlvilèur  au  (ècond  degré 
»\  —  xfx  +/^  ==>  o  qui  contienne  ces  racines.  Multipliant 
cette  équation  générale  du  fécond  degré  par  une  autre  x  — 
-|r  SB  o  qui  puine  donner  un  produit  du  même  degré  que  la 
propofée ,  je  trouve    «'  —  %fx^  +/*  «  — ffg^^  ® 

Comparant  celle-ci  avec  la  propofée ,  je  vois  que  ces  équa- 
tions ne  peuvent  être  és;ales  comme  elles  doivent  Têtre ,  i 
fnoins  que  les  mêmes  puiflances  de  l'inconnue  n'aient  les  mêmes 
coefficiens  ,  &  que  le  dernier  terme  ne  foit  le  même  dans 
les  deux  équations.  Donc  je  dois  avoir  —  z'f —  g  '^i* 
Maintenant  ,  fi  par  le  moyen  de  ces  /^-{^^fg^^ — 9* 
équations  je  puis  trouver  la  valeur  de/,  .  — /*  ^=  J- 
elle  fera  une  des  racines  égales  de  la  propofée,  fi  je  ne  trou- 
ve aucune  valeur  pour/,  la  propofée  ne  peut  avoir  des  ra- 
cines .  égales. 

La  première  de  ces  équations  donne  g  &»  —  zf —  ^« 
Subflituant  cette  valeur  dans  la  (èconde ,  j*aî  /*  —  4/*  —  6f 
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«s  —  P  ,  ou  j  /*  -f-  6f^  9  ,  ou/*  +  X  /  ==  3.  Mais 
la  troifième  équation  devient  (  par  la  fub/litution  de  la  valeur 
de  ^)  4  /'  +  3/*  «=■  5  (  B.  J  Si'on  multiplie  l'équation  /* 
-|-  i/=  X  par  1/,  pour  avoir  *  /"*  -f-  4/-  *=»  ^/,  &  quW 
en  retranche  i'équacion  B  le  premier  membre  du  premier  mem- 
bre ,  le  fécond  du  fécond,  il  viendra/*  =»  6  / —  5.  Re- 
tranchant celle-ci  de/*  -f-  x  /  =»  3  ,  on  trouvera  z  /«*«  — 
^/-f-  8 ,  ou  8/=  8  ,  ou  /*=  I.  Il  y  a  donc  dans  la  pro- 
pofée  deux  racines  égaies  à  Tunité ,  &  dé(ignées  par  les  équa- 
tions (impies  X  —  i  «==  o  ,  jc  —  i  s»  o.  La  troilieme  racine 
eft  X  ""  —  ^,  elle  réfijlte  de  Téquation  fimple  x  +  5  «-  o. 

Soit  encore  l'équation  je*  —  4;c-|-3=*o,  dont  on  de- 
mande les  racines  égales  ^  en  fuppofant  qu'elle  en  aie  de 
relies.  Je  prends  l'équation  xx  —  xfx  -^ff'^  o  ,  qui  doit 
renfermer  les  racines  cherchées»  Je  la  multiplie  par  une  autre 
équation  générale  du  fécond  degré  xx  —  /^x  +  ^'^^o»  ^^ 
d'avoir  l'équation  A  ,  du  même  degré  que  la  propofée 

x^-z/x'+r^'-^rp^+f  î-o(A). 

^q  x^  —%fqx 

Si  l'on  fuppo(è  maintenant  que  l'équation  A  eft  la  même 
que  la  propofée  dans  laquelle  le  fécond  &  le  troi£eme  term- 
ines masquent ,  nous  aurons  Us  équations  qu'on  voit  ici. 

h     »/+    p    — o  m.  f''P  +  %fq^ék 

'  n. /*-+.»//) -1-^  —  0   IV. /*^ —3. 

Lapremiere  de  ces  équations  donne  ;?  =»  —  x/  Cette  valeur 
de  p  étant  fubfticuée  dans  la  féconde ,  on  trouve  a  «=9  3/^,  De 
ces  valeurs  de  />  &  de  g  fubflituées  dans  la  troiueme  »  on  tire 

—  */v'  +^/'^=*4>  o«4/'  =4>  ou/'  =  I.  Si  la  qua- 
trième équation  ne  s  accordoit  pas  avec  celle-ci ,  on  conclu- 
roir  que  la  propofée  n'a  pas  des  racines  égales  ;  mais  en  fubf- 
tituant  la  valeur  de  ^ ,  la  quatrième  devient  3  ^  «=  3  ,  ou  /♦ 
«*  I ,  qui  donne  /  =  i ,  tandis  que  l'équation  /*  ■=  1  doané 
aai&/«s  I*  La  propofée  a  donc  deux  racines  égales  i  l'unité* 

i6.  Avant  de  pader  plus  loin ,  nous  allons 
donner  la  méthode  de  trouver  les  racines  des 
quantités  de  cette  forme  A  -+-  \/B  ,  A.  défignant 
une  quantité  rationelle^  Soit  /  •+-  9  la  racine  quar- 

Tonu  /«  R 
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rée  de  la  quantité  propofée  ;  donc  le  qaarré  de 
cette  quantité  fera  p^  -^  xpq-i-'q^  =  A4-\/B* 
Il  eft  évident  que  foit  qu'on  fuppofe  p  un  radical  » 
aufli-bien  que  q  ,  foit  qu'on  fuppofe  que  q  eft  feu^ 
lement  radical ,  il  eft,  dis-je ,  évident  que/?»  + 
q^  fera  une  quantité  rationelle  =  A  ,  &  que  ip  q 
fera  un  radical  quatre  =3  |/B  ,  quantité  que  nous 

JFerons  =  b ,  pour  plus  de  fimplicité  ;  donc  /? =  —  j 

mais  à  caufe  de  /?*  +  ^*  =  A,  on  a-en  fubftituant 

dans  cette  dernière  équation  la  valeur  de  p ,  — ^  -|- 

5f »  =  A  ,  ou  eii  multipliant  par  q^  &c  tranfpofanr , 

174  —  A^*  = •   Enfin  réfolvant  cette  der- 

niere  équation  par  la  méthode  du  fécond  degré  , 
il  vient  q^  =  i  Ait  7  V(A* — A»);  donc^=± 
V[ î  A ± i  V^( A»  —  y)\  Subftituant  cette  valeur 
de  q  dans  l'équation  /?»-+-  ç*  =  A  ou  />*  =A 
—  ^*  ,  on  a /?  =  ±  ^^(A  — -  j*),  ou/ï  =  db 
^/[^AZî:  \/(A* — A*)].  Donc  U  racine  cher- 

chée/.-h9  =  ±V[^A±iV(A--H]± 
V[tA::pV^(A^-A^)],ou±V[iA-+.V(A^-0] 

db  V[  7  A —  f  V(A*  —  A*)]  :  car  cette  expreflîon 
revient  au  même  que  celle  qu'on  trouveroit  en 
prenant  le  figne  fupérieur  de  l'un  &  de  l'autre  radi- 
cal \/(A*  —  i^) ,  feulement  alors  p  fe  changeroit 
en  q  Se  réciproquement.  Quant  aux  (îgnes  de  9  & 
dep^  il  eft  aife  de  voir  que  û  A  ôc  b  ont  le  figne 
'+'y,  p  6c  q  doivent  être  ou  tous  les  deux  pofîtifs 
ou  tous  les  deux  négatifs  *.  Mais  ils  doivent  avoir 
■  ■■"  ■         I    ■  ■  I  II  ■        ■■...,      ■  1^11  ■' ■ .  I      11^ 

*  A  &  A  ne  peuvent  être  a  la  fois  négatifs  »  parce  que  la 
racine  cherchée  (broie  imaginaire. 


^ 
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des  iignes  concrâtres  it  ^  eft  négatif  ;  car/7  -^k  ^.^  ^a 

— /  —  ?  ^^"^  ^^^  racines  de  r*  *+"  *?  î  •♦*  ^*  i 
candis  que  /?  —  q  ^  on  q—i-p  lonî  celles  de  A 


t  s-a  ni  -—  ip^q  +  ç*.  Ec  de-là  il  fuit  que  toutes 
les  fois  q^  la  quantité  A^ b  aura  une  racine 
quarrée  ;  yiA  —  *)  X  V^(A  H-  A)  =  \/(A*  — *^) 
=/7*  — ç*  fera  une  quantité  commenfurable  ,  8c 
qu  ain(î  p  8C  q  feront  tout  au  plus  des  radicaux 
umples« 

Soit  la  quantité  d^  -+-  ^  —  i  rf  ^c  dont  on  de- 
mande la  racine.  Faifant  A  =  rf*  Hr^>  i^=^ 
—  id\^€,   on  a  V(A"~*')  «  rf'  — c, 

V[rA-|-iV^(A^-i*)]=^&VKA-^V(A^--A;).] , 
e=  y^c.  Donc  p  —  qt=zd-r^  \c ,  racine  cherchée* 
On  donne  le  figne  —  à  la  quantité  q  ,  à  caufe  du 
ligne  —  du  radical  de  la  quantité  propofée* 

Soit  maintenant  propolé  de  trouver  la  racine  de 
la  quantité  j  -h  i  \6.  Puifque  A  ==  5 ,  b=:x^6^ 
Ton  aura  y  (A* —  b^)  =  i  ,  &  la  première  partie 
de  la  formule  deviendra  ^  y  j  &  la  féconde.  ^t\ 
donc  la  racine  cherchée  ett  ±  \/}  i:  ^1.  Ota 
trouvera  par  la  même  méthode  que  la  racine  de 
11-*-^  y  2  :;=  j  -^  y^i.  Mais  fi  Ton  vouloir  ivoir 
la  racine  de  i  -i-  \/}  j  on  trouveroit  ^^(A*  —  b^) 
&==  ^ —  1 ,  quantité  imaginaire.  Alors  prenaAt  la 
racine  approcnée  de  }  ,  &  lui  ajoutant  i  ^  je  pten- 
drois  eniuite  la  racine  de  cen^e  fomme ,  que  j^aurois 
du  moins  pat  approxitfiation. 

Cherchons  maintenant  la  racine  cubique  de  la 
quantité  * -+*  \/rf,  ou  de  ^  +  ^  ,  b  étant  uu  radi- 
cal q[uarré  6c  a  tine  quantité  rationeHe  ^  tfîai^  aapi- 
ravant  écabltflbns  le  Lemme  fuiirant. 

L  £  M  ><  £.  Dans  un  Bihùfne  quelconque  a  +  b 
élevé  à  la  puiffanu  m  ^  U  différence  du  quatre  et 
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ia  fomme  des  termes  qui  occupent  des  rangs  im- 
pairs au  quarré  de  la  fomme  des  termes  des  rangs 
pairs  eji  s=(a* — ^i*)*.  On  peut  le  vérifier  aifémenr. 
Soir  maintenant  ia  racine  clierchoe:â=  (z'  +?)  X 

\x  y  p  étant  rationel  >  f  un  radical  quari^ ,  &  x  un 
radical  cube  \  car  il  eft  aifé  de  voir  que  p  ne  peut 
être  un  radical ,  parce  que  le  cube  de  cette  racine 
contiendroit  plus  d'un  radical.  Mais  auflî  on  voit 
que  la  racine  peut  contenir  un  radical  cube  qui  affec^ 
teroit  fes  deux  termes.  En  élevant  au  cube  la  racine 
propofée ,  on  trouvera  que  la  fomme  des  termes 
de  rang  impair  eft  rationelle,  &  par  conféquent 
s=tf ,  &  celle  des  termes  de  rang  pair  irrationelle  y 
8c  par  conféquent  =  ^ }  donc  retranchant  le  quarré 
de  la  féconde  fomme  de  celui  de  la  première  ^  on 
aura^^ — **=s=/>^  jc* —  iP^  ^^  ^^^iP^  x*  j4— , 
X*  q^  ^  OU  en  multipliant  le  tout  par  x  prenant  la 
racine  cube  des  deux  membres ,  &  divifant  enfuite 

par  jc,  ^*  -^y*  =:-- j  donc  pour  que 

p^  — qi  foie  rationel»  &  par  conféquent  pour  que 
a  +  ^d  ait  une  racine  cubique  ,  il  taut  que 


V  (  a  *  —  b^)x  foit  un  cube  exaék ,  ce  que  Ton 
peut  obtenir  en  prenant  pour  x  une  quantité  con- 
venable ;  mais  fî  a* — A*  le  trouve  un  cube  parfait , 

on  fera  x  =  i.  Suppofons =/>  nous 

aurons  p^  —  q^c=zf^  Se  q^  =ip^  — /.  Subfti- 
tuant  cette  valeur  dans  l'équation  a=:p^  x-f* 
ip  q^x  (  qu'on  trouve  en  égalant  la  fomme  des 
termes  impairs  du  cube  de  la  racine  cherchée  â  la 
quantité  rationelle  a  )  >  il  viendra  en  réduifant 


mm 
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Se  tranfpofaat^  4/^'  x  —  sfpx  —  a  =  o.  Afin 
donc  que  p  Se  q^  ibienc  rationels ,  il  faut  que  U 
valeur  de  p  tirée  de  cette  équation  (  en  regardant 
p  comme  Tincpunue  )  ^  foit  rationelle  \  on  cher<* 
chera  donc  les  divifeurs  commenfurables  de  cette 
équation  »  qui  ne  peut  manquer  d'en  avoir  fi  p  Se 
q^  peuvent  être  rationels ,  c*éft-â'-dire ,  fi  la  quan-» 
tité  propofée  a  une  racine  cubique. 

Soit  la  quantité  20  +  12  y^3  ,  dont  on  demande 
la  racine  cubique.  Egalant  20  à  ^^  &  12  ^/j  ib^ 

nous  aurons  a}  =5400  ,  i*  =  4j2  ,  a?  —  b^ » 

32  qui  n'éfl:  pas  un  cube  y  mais  fi  je  multiplie  cette 
quantité  par  2  ==  jc ,  il  viendra  —  6^  ^  cube  dé 

-—  4.    J  aurai  donc  • •■ i— s= -rrr: 

7  ;=  —  2  =/,  &  1  équation  AP^  ^-^ifpx  —  a 
e=o  devient  8/?^  -+-  ii.p  —  20  =  0,  ou  en  divi* 
fant  par  8  &  réduifant,  p^^^p>-^l=zo.  Otam 

les  fraâions  en  fiippofant  p  =  —    &  réduifant , 

Ton  z  y^  H-^j^  —  20  =  0,  dont  le  feul  divî- 
feiir  rationel  eft  ^^  —  2  &  le  quotient  y^  -f-  ly 
+  1  o  sss  o  ,  dont  les  racines  ibnt  imaginaires.  Le 
divifeur  rationel  donne  ^  =  2  &  par  conféquent 

ps=s^:=  i  ^Sc  parce  que/=2 —  2  ,  Téquatioa 

y*  =p*  — /,  devient  ^*s=si-:+.2=55  &  y=s  \/} , 


» 


&  puifque  jr  s=:  2  ,  (  /  +  ^)  y  jr  fera  =  (  i  -4-  V^j) 

X  \/2  =:  V^2  H- V2  X  Vj. 

Soit  propofée  maintenant  la  quantité  2  -+-"%/ 5 , 
dont  on  aemande  la  racine  cube.  Nous  aurons 
tfeaBi,^aB9iy5^a*«— Jp'sBS4  —  5=  —  i ,  cube 


'  ■  III  ■— —i^— — — ^— a 
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de  —  1  ;  donc  x  est  r  ic  /xas  —  r  ;  donc  notre 
équation  devient  ^p^  ^  }p — x  aca  o ,  &  eni  fup» 

y 

pofant  /;  s=  —  ,  on  trouve  cettie  autre  équa- 
tion y'  ^ixy  —  51  XX  o ,  qui  no,  qu'un  £eul 
divifeur  rationel  y  —  1  ?zs  o ,  les  racines  du  quo- 
tient y^  ^  ly  -^  i(^  ==  o  étant  imaginaires  j 

y 

donc  J'  5=  i  &/?  ==  -^  r==  j=  \  i  donc  y*  =;?*  — 

4 

/=«=  i  •+-  ï  «=  ^  ;  donc  ^  =ai  ^$  j  donc  OH-?) 


X  yx  =  i ^- 1  y 5.   On  trouvera  de  même  que 
]a  racii^e  cube  dé  4.0  -h  14  y^i  eft  a  +  y^z. 
Si  l'on  demandoit  la  racine  cinquième  de  la  quan* 


tiré  *-f"\/rfc=B  tf-h  *,  je  fuppoferois  y  (^  H*-^)*» 

ir^  i  )  y  ^  >  P  ^^1^^  racionel  &  ^  un  radical  du 
lôCdnd  degré  ^  car  il  eft  évident  que  p  ne  peut  êtr#^ 
wi  radical  ,  autrement  la  cinquième  puiflfânce  de 

ip-^^)  yx>  contien^oit  plus  d'un  radical;  mais 
pn  voit  aulli  que  les  dçux  parties  de  la  racine  peu- 
vent èçre  mulcipliéça  par  un  radical  du  cinquième 
degré  qui  ne  doit  plus  fe  trouver  dans  ^z  -+-  ^,  Éle* 
vant  à  la  nuiflance  cinquième  la  racine  fuppofèe  ; 
lafomme  des  termes  de  rang  impair  fera?=â  »  celle 
des*  termes,  de  rang  pair  étant  ze=  A  ^  la  différence 
de$  quarrés  de  la  première  &c  de  la  ièconde  fomme 
fera  a»  —  *»  =  [a-^b)  X  ( tf  —  *)  ='(p*  —  f *)< 
X^r^  Maltipliam  pac  jf  ^  4'on  a  (/*  —  f^)^  XJr*=* 
^3  (a*  —  ^*) ,  pu  en  prenant  la  r^çipç  ^inqi;iémej 
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une  cinquième  puiflaiice  parfaire  ,  Ton  fappofera 
jc  =  I .  Dans  le  cas  conrraire  on  mulripliera  a^  — • 
b^  par  un  mulriplicateur  propre  à  rendre  certe  quan- 
tité une  cinquième  puiUance  parfaite ,  &  l'on  aura 

/en  divifant  y{a^  ' —  à^)x^  par  la  racine  cube  du 
multiplicateur  a?  5  •  Deréquation/*  —  q*c=zf^  on 

tire  q^  ='f  ^  — /  &  î  =  V(/^*  — /)•  On  con- 
nokta  donc  qy  aufli-tôt  qu'on  connoîtra/&^.  Al'c- 
eard  de  cette  dernière  quantité ,  on  la  trouvera  eix 
égalant  à  a  la  fomme  des  termes  rationels  de  la 
cjnquiéme  puiflànce  de  la  racine  fuppofée.  De  cette 
égalité  y. en  fubftituant  la  valeur  de  q^  prife  dans 
l'éqiution  ,  ç*=p* — /,  on  déduira  l'équation 
i6p^  x-^xop^Jjc-^  ^pf^  X  —  tf  =  o.  Cette 
équation  ,  après  les  fubftitutions  des  valeurs  de  x 
Se  de/,  étant  changée  en  une  autre ,  dont  le  coeffi* 
cient  du  premier  terme  foit  i ,  fera  connoitre  p  en 
s'y  prenant  à-peu^près  de  la  même  manière  que 
nous  venons  de  ie  voir  pour  les  racines  cubiques. 

Pour  avoir  l%racine  feptiéme  de  la  quantité  û-H 
^d  =  a-\^  b\  fuppofant  cette  racine  =  (/?  -4-j  ) 

7 

X  yXy  élevant  cette  racine  i  la  feptiéme  puif- 
fance  ,  égalant  la  fomme  des  termes  de  rang  im- 
pair i  la  quantité  a^  ic  celle  des  termes  de  rang 
pair  à  la  quantité  b  y  otant  le  quarré  de  ta  dernière 
fomme  de  celui  de  la  première  ,  nous  aurons 
(/>*  —  ç*  )7  X  jc*  ssK  tz*  —  b^  y  multipliant  par  x^ 
prenant  les  racines  fepdémes  &  divifant  enfuite 

pâr;i:,  Ton  zp^.-^q^^^^ ""— '  «/; 

.  •        I 
donc  /7»—  ^  =/,  ou  î*  ==jp*  T^/  n  eft  évi- 
dent >aue  cette  équation  fera  connoître  f  ^  au  flî 


s 


1(^4     Cours  de   Mathématiques. 

tôt  qu'on  connoîtra  f&cp.  On  connoîtra/en  cher- 
chant la  valeur  de  x ,  ce  qu'on  fera  à-peu-près 
comme  nous  l'avons  explique  pour  les  racines 
troifiéme  &  cinquième.  A  l'égard  de  /? ,  fi  l'on 
égale  la  fomme  des  termes  de  rang  impair  de  la 


puiflance  feptiéme  de  (/>-+-  ^  )  ^x  i  la  quan- 
tité a  ,  en  fe  fouvenant  de  fubftituer  p^  — fi  la 
place  de  q^ ,  on  en  déduira  Téouation  6}p7  x  —* 
lïip^  fx-^  $6p^  f^  X  —  7Pj^  X  —  a=s  o,  qui 
fera  connoître  la  valeur  de  p  en  cherchant  les  divi- 
feurs  rationels  de  l'équation  qu'on  trouvera  en 
transformant  celle-ci  en  une  autre ,  dont  le  premier 
terme  foit  fans  coefficient.  On  trouvera  de  même 
pour  la  racine  onzième  de  4  H-  \/(/=:a-f-i  ,* 


1 1 


réquation  ^^^^^ — ^  =  ;,»  — ^'zs/,  &  l'on 

X 

connoîtra/?  par  le  moyen  de  l'équation  loi^p^  ^x . 
—  iii6p'^  fx  +  xii6D7f^x —  ii}ip^  f^  X 
-h  iiop^  f^x  — '  lïy/^  X  — •  tf  =so.  On  peut 
voir  maintenant  comment  il  faut  s'f  prendre  pour 
avoir  les  racines  13*,  17*  &ç.  dont  les  expofants 
font  des  nombres  premiers.  Mais  fi  rexpotànt  de 
la  racine  n*éroit  pas  un  nombre  premier  »  qu'il  ' 
fut  I  5  ,  par  exemple  ,  ou  9  ,  on  prendroit  d'abord 
la  racine  cube ,  &  enfuite  la  racine  cinquième  , 
s'il  s'agiflbit  de  la  racine  15^,  ou  feulement  la  ra-« 
cine  cube  du  réfultat ,  s'il  n'étoit  queftion  que  de 
la  racine  9^  Si  le  premier  réfultat  n'avoit  point  de 
racine  5*,  on  feroit  sûr  que  la  quantité  propofée  n'a 
point  de  racine  i  {^  De  même  fi  le  fécond,  réfultat  • 
n'avoit  point  de  racine  cubique  ,  la  quantité  pro-, 
pofée  ne  peut  avoir  de  racine  $f\  ' 
Si  la  quantité  propofée  eft  de  cette  formé  V^' 


Calcul.  2^5 

%/rf,  on  U  multipliera  par  \/^,  lé  prcKluit  fera 
de  la  forme  ci-defl'us  j  mais  il  faudra  divifer  la 
racine  du  produit  par  la  racine  du  multiplicateur. 

n 

Pour  avoir  la  racine  m  de  (  ^a  -+-  ^d  )  y^c ,  on 
multipliera  cette  quantité  par  ^a ,  &  on  la  divi- 


fcra  par  V'c  ,  &  Ton  aura  la  quantité  a-^h  dont 
on  prendra  la  racine  m  \  mais  on  divifera  le  ré- 

fultat  par  ^a  &  on  le  multipliera  par  ^c.  A  l'é- 
gard de  /^,  il  doit  avoir  le  figne  de  ^ ,  &  ç  celui  de  h. 
87.  Qu'il  s'agiffe  d'fexirairc  la  racine  quarré*  de  la  quan- 
tité A  H-  V^  B  H-  V  C  -f-  V  ^  4"**  renferme  une  partie 
rationelle  &  trois  radicaux  du  fécond  degré.  Je  fuppofe 
que  la  racine  cherchée  cft  V/>+V^ V''-  Elevant  cette  quan- 
'tité  auquarré,on  aura/^  +  ^H-r  -j-  »  V'/'îH-» V/"'  + 
%^qr\  ainfi  en  égalant  la  partie  rationelle i  A  ,  &  les  parties 
radicales  aux  parties  radicales  de  la  quantité  propofëe ,  nous 
pourronsformcrles  quatre  équations  fiiivantes:  p-f-^-^-r=A , 
x^pa  =  v'B ,  2  V  p  T  «=  V  C ,  1  Vî  '^  ■=*•  VD«  Par  la  féconde 

B  C 

q  s»  -— ,  par  la  troificmc  r  ■« ,  le  par  la  quatrième  r  ^w 

— -.  Subftituant  dans  la  première  les  valeurs  de  ^  &  de  r 
données  par  la  féconde  &  la  troîficme ,  il  viendra  j?  + —  + 
— — A,ou/^^-f.--  +  --=f M»ou/?p  — pA— — - — , 

4/7  4         4  ^ 

^    .   AA        AA  — B  — c  A 

oa/»p  — pA-f  ■— -  «=  ' »  i^  -^  ~  ■=• 

4-  yT  B  +  ^  Q+  V^  D  eft  un  quarré  parfait  /  la  quantité 
l/(A  A  — B-i C)  deviendra  rationelle ,  ptice  que  A  A  — R— 

G=-  (f^rf-^  +  r)»—  4/7^  — 4/"-=^  ^^~^^''\*  ' 
ce  qui  donne  v^(AA  — B  — C)  — p— ç  — r.  Désquon 

aura  frouvé  f ,  o^  w»  5  par  l'équation  ^  — ■  77  •^''P* 
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C  D 

féquation  r «=» —  5  mais, parcc\juc r  cft auffi  =»«  — ,  il  cil 

Tir  ^T 

néceflàire  qu'après  avoir  décerminé/? ,  g  ,  r ,  on  aie  l'équation 

C        D 

de  condition  —  *»  —  ,  afin  que  l'eztraâion  de  la  racine 

{bit  poflîble. 

Qu'on  fe  propofe  d'extraire  s'il  eft  poflîble  la  racine  qiiar- 
rée  de  la  quanuté  10  +  V  ^4+  V  4^  +  V  ^o*  Faifànt 
A^io,  É='X4|C«=>  40^  D  ssséo,  nous  trouverons 
AA-B-C-,.,  ^,,A^-V(AA-B-C)^ 

B  C 

g    «==»  >-  «.1     r«»  — r  — i*  D'un  autre  cAc^  Kquation 

•  *        4P  4/^ 

CD 

——  =  — .donne  f^^So.cequi  ^tant  abfiirde.ondoit  conclure 

4P       Al  ^ 

![ne  les  nombres  trouvés  ;?,  ^  ,  r  ne  (ont  pas  les  véritables.  Fai« 
ons  une  autre  hypothèfe  en  fuppofant A=aio,  B'=»4o, 
D  =  X4  &  C  «a  éo  ,  nous  aurons  AA  —  B  —  C=«=o,  p 
A  il,  AI       C  D 

donc  la  racine  quarrée de  la  quantité  pcopofé^  V  P^  V 1"^ 

On  opérera  (emblàblement  pour  les  quantités  de  pai^eille  na« 
tnre  .  lorfque  les  racines  quarrées.  devront  contenir  4,5,6 
ou  un  plus  grand  nombre  de  termes* 

Des  Equations  du  troijiémc  &  du  quatrième  degré. 

88.  Soie  une  équacion  datroificme  degré  x' — • 
I  2=  o ,  cette  équation  étant  diviiible  par  jc  — -  i 
e=o ,  &  le  quotient  étant  jc*-4-x«+-i=50,  dont 

les    racines    font  « ,  l  on  aura  pour  les 

trois  racines  cubiques  de  Tunité,  i  ^ , 

- — r ^  Oo  trouvera  facilement  que  Us  qqatre 


Calcul.  iCj 

racines  de  l'unité  que  fournit  Téquation  x^ — 1=0, 

font  I ,  —  I ,  -h  V —  '9  —  V  —  '  '  ^^  l'équa- 
tion x^  —  I  =^  o  eft  divifibie  par  x^ — i  =  0  & 
donne  pour  quotient  y*  -jh  i  =  o  j  or  les  racines 
de  ces  deux  dernières  équations  donnent  les  quatre 
racines  ci-deflus. 

Cela  pofé.  Soit  une  équation  du  troifiéme  degré 
délivrée  du  fécond  terme  (  ce  qu  on  peut  toujours 

obtenir  (74)  )  x^  —  ^ax /'  =  o.  Suppofoiis 

;i:=sm+/i;  doijc  x'^sss/n'-f- j  ^fi/i(OT-+-72)  -H/2', 
ou  en  fubftitunnt  à  la^  place  de  /n  +  »  ià  valeur  x 
&  tranfpofant  tout  daas  le  premier  membre, x'— 

^  ^  =^  o.   Comparant   cette  équation 


ec  la  propofée  terfne  à  terme  ,  l'on  a  mn  =&=  tf , 
5  -4-^5  :sap^.  Mais  l'équation  m/i  =  a,  donne 


avec 

m 

4) 


n^  v=a  — ^  :  donc  en  fubftiruant  cette  valeur  dans 

mi     ' 

k^  dernière  équation  »  m'  -4*  —  sa^.  Multipliant 

.par  /Tï'  &  tranfpofant ,  m^  —  hm^  tr=: —  a'.  Cette 
équation  étant  r<*fôlue  par  la  méthode  du  fécond 

degré,  donne  ;i»?  =s  —  ±  \/f ^^j  »   & 

enfin  m  =  \/i —  dt  \/""^  — ^  ^' i'  Si  dans     > 

l'éqivition  m^  '^  n^  z^r^h  au  lieu  de  la  valeur   \ 
de  «  ,  on  fubftittte  eel|e  de  m  prife  de  l'équation 

/;?;2  =5  4 ,  on  trouvera  72  ==  V^K^-dt y  7  "^^  V^ 
donc  xcsam  +  iï^v/r-  -h  ^-^-^«'1 


m     ■   " 


t6S    Cours   ob  Mathématiques. 


%/f %/ a^j  */De   riquation  ci- 

deflus  m^  =  -±  Vr^ ^5  J  ,  on  tire  m' 

s=  I  X  f— db  \/ ^'  )  i  <lonc  en  prenant  les 

racines  cubiques  de  Tunité ,  &  les  multipliant  par 
la  valeur  de  fn  on  aura 


m 


^v(l-^V^T-''0 


Multipliant  de  même  les  valeurs  de  n  par  les 
racines  cubiques  de  l'unité  ^  Ton  aura  les  quan* 
cités  qu  on  voit  ici  : 


-t-Vi-i) 


*  On  donne  le  figne  -f-  à  l'un  des  radicaux  quarrés ,  êc  le 
figne  —  i  l'aujcre  ,  afin  que  le  produit  mn  foit  «s  ^  ou  que 
m^  X  /x'  B»  tf '  »  ce  qui  narriveroit  ,pas  il  les  deux  radicaux 
quarrés  avoient  Iç  meikie  iigné. 


m 


C    A    t    C   U    I.  2^^ 


{-t-V(-  5) 


On  n*a  pas  combiné  d'autres  valeuf  s  de  m  &  de  /z  ^ 
parce  que  leur  produit  m  n  n  auroit  pas  donné  a , 
ni  m}  n'^  la  quantité  a^ 

De  cçs  trois  valeurs  de  x  la  première  eft  toujours 
réelle  ^  mais  les  deux  autres  font  imaginaires  £ 

—  >  tfî  ;  elles  font  réelles  fi  — =tf',oufî  —  ^aK 

4  4  4 

c*eft-à-dire ,  fi  la  quantité  %/  f tf  M  eft  ou  o ,  ou 

imaginaire.  Pour  le  démontrer"  foi  t  —  =/> , d^ 

0  *  4 

fis  ^,quantité  négative  toutes  les  fois  que  <2  )  ^  «.• 
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PiT  la  formule  générale  du  binôme  de  Newton  * , 
m  =  V^(/^  +  Vd  fera/  +  }  /^  V^—jP^Î+ 
i;p'qVi &c.^^  &  /2  =  y{p—  y'q)  fera/^T  — 
j  /7~^  ^^  —  \  p  *  q.  &c.  j  donc  x  =s^m 

xp*  —  \  p  ^  &c. ,  quantité  qui  ne  contient  aucun 
'radical.  Donc  la  première  racine  erf  toujours  réelle. 
La  féconde  racine  peut  être  repréfentée  par  m  X 

y?  X     ■  ■  sfe  — — _ 


— • X  V( — 3  ).  La  première  partie  eft  évi- 


demment rationelle  \  quant  à  la  féconde ,  en  retran- 
chant la  féconde  férié  de  la  première  ,  vous  trou* 

verez  — — —  =  y  /j~  V^'^JTP^  î Vî&<^-  ^^^^ 


tons  les  termes  font  affedés  de  ^q.  Mais  ^q  x 
V("^3)  eft  ïine  quantité  réelle  fi  ^  eft  uiie  quantité 
négative  ,  â^  icnaginstre  fi  ^  èft  une  quantité  pofi- 
,cive  y  donc  la  féconde  racine  eft  réelle  dans  le 
premier  cas ,  &  imaginaire  dans  le  fécond.  La 

tfoifiéme  racine  peut  tue  tepréféntéé  par -2 

-f-  ^-^ — ^X  V("^3)>  dofit  ta  première  partie  eft 

réelle.  A  Té^rd  de  h  féconde,  en  âfant  la  première 
férié  trouvée  ci-derfïiç  de  la  féconde ,  diviunt  le  ré- 
iultat  par  i,flc  le  milldpUan;t  par  y^(-^j),on  verra 
de  même  que  la  qoantké  réfultaiite  fera  réelle  lorf- 

que  q  fera  négatif ,  &  imaginaire  fi  ^  eft  pofitif. 

•       '  ■       ■- 

*  La  formule  (tf4-^)»a=aia«»-t-m  a"^'  h  «4-  && 
/zff^lt  le  himomê  deNiwtom^  pvoê  ftté  ce  fpoà  G^oméice 
91  eif  riaventeor. 


mmmÊm 
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Si  17  eft  o  ,  alors  la  féconde  racine  &  la  rroifiéme 

font  reprcfentées  l'une  &  Tautre  par j  elles 

font  donc  réelles  dans  ce  cas. 

Soit  maintenait  Téquation  du  troifiéme  degré  ^^ 
-h  jy^  —  j jr  -+- 1  j  s=  p.  Fatfant  évanouir  le  lecond 
terme,enfuppofamjr=x— I  (74),  réquacion  rc- 
fultante  x^  —  ^x-4- 50=0  ,  étant  comparée  avec 
l'équation  générale^r' — ^ax — bs=io  ,^onne  tf  sssja 
Se  i=ia,bs=z  —  30.  Ces  valeurs  fubftituées  dans 

v/f tfM,  cette  quantité  devient  ^(1x7), 

qui  eft  une  quantité  réelle  ,  donc  il  n'y  a  que  la 
première  valeur  de  x  qui  foit  réelle  »  8c  elle  donne 

X  =  v^(— 1 5  H-  V*i7)4-  v;(— 15— V^iy)  i 

mais  parce  oue  j'  =3  x  —  i ,  il  faut ,  pour  avoir 
les  racines  oe  la  ptopofée  >  diminuer  la  valeur  de 

a:  de  I  ,  &  Ion  aura  y  =3  y  (  —  ij-f-y/n^^.^ 

V( — ï  S —  V^ï  7)  '^  ï  po™  l^  feule  valeur  réelle 
de  l'équation  propofêe. 

pROBLBMB  L  Qucleft  Ic  tiomhre  dont  U  cuhc 
€Ji  égal  à  fix  fois  ce  nombre  plus  9  f  Soit  *  ce 
nonuire;  par  la  nature  du  Problème  jc'  =^tf  jr-f*  % 
Comparant  cette  équation  avec  l'équation  x^  -^ 
}ax  —  A  =  o,  ou  x^  =s  ^ax'^6  y  on^,  ^assi 
^^ou  a  sss  1  &^=9  9,  SubAituant  ces  valeurs 

dans  la  formule  x  ==%/( — h  v  ^ — ^0 

-4-Y/f \/ — ^^ï'J»  on  trouve  xssf. 

Tel  eft  le  nombre  chetché.    . 
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Problème  IL  Qtul  tjl  h  nombre  x  dont  la  djffc'- 
rcncc  encre  le  cube  &  le  triple  de  ce  nombre  ejFi  ? 
Par  la  nature  du  Problême  x'  —  jjr  =  i,  ou 
jr'  =3  j  ^  +  1.  Comparant  cette  équation  avec 
réquation  x'  z=z  ^ax^b y  on  trouve  }û=  5  , 
tf=si,    &£  =  z.    Donc  la  fotmule  x  = 

v/Cf-N/p^A/Cr-v/p) 

donnera  a:  =  \/(^)  +  V^(^)  =  1  +  1  =  2. 

Problème  IIL  -Quel  eji  le  nombre  x  dont  le  cube 
cfi  égal  à  Jix  fois  ce  nombre  plus  40  ?  Nous  aurons 

tfsrsi,  4  =  40,  X  =  y(io-hi4yz)  -1- 

V'(io—i4\/i)  =  H-Vi -h  1  —  ^1  =  4. 

Problème  IV.  Trouver  trois  nombres  en  pro^ 
portion  arithmétique  continue  j  dont  la  différence  d 
foit  =  5  fir  /tf  produit  p  ==  18.  Soit  y  le  nombre  du 
milieu  ;  le  plus  ?rand  nombre  fera  y^dy  &  le 
plus  petit  y  —  i  Le  produit  de  ces  trois  nombres 
donne  y^  —  d^y  ==  p  y  donc  y^  —  d^  y  — p 
s=  o.  Cette  équation  étant  fans  fécond  terme  , 
donne  par  fa  comparaifon  avec  l'équation  générale  ^ 

rf*  =  3tf ,  ou  iz=  —,  8c p=ib.  Subftituanr  les  va- 
leurs numériques  de  ces  quantités  dans  la  première 
valeur  de  x  trouvée  ci-delfus  ,  on  aj^  ou  x  (  car 
ici  l'un  peut  être  mis  i  la/  place  de  l'autre  )  = 

V'[H-4-V'(«atf— ^7)]+  V^[i4— V(ï9^— ^7)] 

t^V^(i4+i3)+V'(U  — M)=V'^7-4-y'i 

s=  }  -+.1=4,  Donc ^  =4',  le  plus  grand  nombre 

^-+-^=4-4- j  =7,  &lepluspetity — </=i. 

Si  l'on  avoit  une  équation  de  cette  iforme  y  '  ' 
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•■ 


^y  *•-+-  Ay  *-i-rfs=s  o ,  on  la  rédairok  à  une équar 
tion  du  croifiéme  degré  fans  fécond  terme  ,  en  lap* 

polknt^  "•  =3  X  -: i  &  ayant  trouvé  les  racines 

4le  la  réduite  5  on  ef|  retrancheroit  *- ,  les  réfultscs 

donneroient  les  valeurs  de  ^""9  &  les  racines  m  de 
ces  réfttltats  donneroient  les  valeurs  de  y.  Si  cette 
équation  n'avoit  point  de  fécond  terme  >  on  fuppo- 
feroit  feulement ^"^s=3 AT,  &  Ton  prendroit  la  racme 
m  de  chaque  valeur  de  x.  On  peut  donc  réfoudre 
toutes  les  équations  qui  n'ayant  que  quatre  termes^ 
ne  contiennent  que  trois  puilTances  de  l'inconnue , 
dont  les  expofans  forment  la  progreffion  arithméti- 
que 3/n,  x/iz,m.  De  même  Ion  peut  réfoudre  toutes 
les  équations  à  trois  termes  qui  ne  contiennent  que 
deux  puiâànces  de  l'inconnue  ,  mais  donc  l'expo* 
fant  de  l'une  eft  triple  de  celui  de  l'autre. 

8^.  Soit  maintenant  tme  équation  du  quatrième 
degré  délivrée  de  i(bn  fécond  terme  [  ce  qui  eft  tou« 
|ours  poflible  (74)]  J'^  -+-  o-y^  -^  3^  -+-  c  =  o. 
Suppoibns  que  cette  équation  foit  le  produit  des 
deux  feâeurs  du  fécond  degré  ^*  -H  xy  -h  p 
«^  o ,  j^*  — r.  xy  -h  î  =  0  *  ,  leur  produit  don- 
nera l'équation  J'^-H  qy^  -+*  qxy  ^ pqzssz  q , 
qui  étant  com-*  -^  x*  — ^px 
parce  avec  la       M^/  ** 

*  I  e  fécond  tenue  du  ièoood  &fteiu  a  le  Hgne  —  ,  afia 

.  que  le  produit  des  deux  fadeurs  dotuie  uae»À{uation  fans  (c- 

coQd  terme ,  ce  ooi  n'arriverok  pas  fi  le  fécond  terme  det 

deux  faâeors^  qui  (Tsiilleurs  doit  être  le  même ,  avoit  les  mimes 

fignes. 

**  Les  quantités  (  -f-  9  *-^^  +?  )  ('^^^  cenCes  muitiptitf 
y\  DeméfQr^eftQmltiplié|iar4-^^ — P*- 

•    'Tome  l.  S* 


Z74     Cours    de  Mathématiques. 

*j t 

propofce ,  donne  ^-h/? — x*  =  tf,  ^x — px=ty 
pq  =:c.  Multipliant  la  première  par  x  &  l*ajou* 
tant  enfuite  â  la  féconde  ,  i*on  z  nj  x  —  x^  = 
ax-i^  i  9  ou  iqx  =  ax  -+-  x'^  ^b ^   Se  q=: 

-^ •  Cette  valeur  de  û  étant  fubftiruée  dans 

zx  * 

1  équation  p  q  =  c ,  il  vient  p  X ■ =  ^  ^ 

X  X  c 

&  p  = ; — ; — ;.  SuBftituant  les  valeurs  de  a  ^^ 


de  p  que  nous  venons  de  trouver  dans  lequp*^  on 

ç^_p*  =  *,d  vient-— -■j;^:^rj;r. 

=:i,  ouenfaifant  évanouir  les  fraélions  ,  tranfpo- 
fant  &  réduifant,  ;c^ -hiax^+û»  a:*  — ^^=i=a, 

équation  qui  peut  fe  réibudre  par  la  méthode  du 
troifiéme  degré  (88  ).  Cette  équation  (  qu'on  ap- 
pelle la  réduUe  )  étant  réfolue ,  on  n'aur#  qu'à 
fubftituer  la  valeur  de  x  qu^elle  donnera  dans  lès 
équations^*  ^-xj^ -4-^5=0,  j^* — .;c^ -+•  ç  =» o , 
ou  bien  en  fubftituant  les  valeurs  de  p  Scde  q^ 

dans  les  équations  ^*  -+-  xy  H ^ — -  =  o  , 

b 

&réroudre  enfuite  cet  équations  j  ou,  ce  qui  revient 
au  mên^e ,  fubftituer  la  valeur  de  x  dans^  les  racines 
que  donnent  ces  équation^  réfolue^ ,  en  conHdé- 
rant^  feul  comme  l'inconnue  j  c'eft-à-dire  ,  dans 


>s  racines/ = —r  i  ;r  ±  y/l a:* 


xc 


**+«'+l- 


«ta^ 


C    A    1   C   V    !•  I7J 


ij  ■        ■      I    ■  '  '      ■      ■      '  ■ 


ic  l'on  aura  les  valeurs  cherchées  de  y.  Comme  x 
eft  venu  d'une  équation  dans  laquelle  il  avoir  un 
expofanc  pair  5  il  eft  évident  que  x  eft  un  radical 
quïirré  &  qu'il  peut  avoir  le  double  figne  dfc  (  car 

La  première  expreffion  de^  peut  donc  Te  changer 

■ll.É»,       ^  lÉI      I 

en  celle-ci  y=Hp  î  *i:  Vz^^ " 


%c 


l3r 


&  la  féconde  devient  ^^  =  dl  ^  ^  dz  \/( —  ;  ^*  •— 

^  a  ip  —  )  •  Ainfiy  a  quatre  valeurs  exprimées  pat 

fune  ou  l'autre  formule  ^  mais  il  n*y  a  pas  pour 
cela  8  racines  ,  parce  que  les  deux  formules  don-« 
nent  les  mêmes  racines.  En  effet ,  les  quantités  qui 
font  devant  les  fîmes  de  ces  formulés  étant  les 
mêmes ,  il  fuffic  de  faire  voir  que  les  quantités 
fous  lès  (ignés  font  les  mêmes ,  c'eft-â-dire ,  que 

;-ir:  —  s= '■  ■  ■ -^  ;  or  en 

fâifant  difparoître  les  dénominateurs ,  tranfpofafic 
&  réduifanr ,  on  tire  de  cetre  équation  5  celle  que 
nous  avons  appelle  la  réduite  ;  donc  cette  équation 
eft  vraie.  Çoo^ne  la  fecoode  fortpule  eft  la  plus 
commode ,  ç^eft  de  celle-là  que  nous  nous  fer» 
virons ,  &  les  valeurs  de  y  qu^elIè  donne  ^'font 

-S» 
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faâears  de  l'équation^*  -4-  ay^  H-  A jr  -f-  c  =  o , 
pourront  être  repréfentés  par  les  formules  fui- 
vantes  y  —  / —  A  =  o 

jr-r-/ -1-/1  =  0 


y^f—l  =  o 


JD). 

Le  produit  de  ces  faâeurs  donnera  l'équation 

y^  —  ^ffy*  —  if  h  hy  -4-/4 

—  hk        -hifll      ^f^  h'  .  ,ç. 

-f-AT 

£n  comparant  les  termes  de  cette  dernière  équa- 
tion avec  ceux  de  l'équation  propofèe ,  l'on  aura 
a  ■=— ' i/'  —  A»  —  /*,  A  =  i/:/»  —  i/AS  c  =/♦ 
^  h'- P^ -^  f-K"  ^  f^  F-,  Subftimant  ces  valeur» 
4ans  la  réduite,  nous  aurons  l'équation 

x^—  4  /»  x*  -H  8/*  A»  X»—  4/»  A4 
—  lA*       -+-8/^/»     -|-8/'A»/»i 
— •»;»        -HA*  —4/'/'»    >e=o(P), 

a  A»/' 
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dont  les  laines  font  x  5=ih  1/;  x  =  ±  A  ±  / j 
X  —  I'  hZS^L Mais  (i clans  la  formule jy^ —  I   7  x db 

^/T—  ^jc*  —  î^T  —  J  <>n^  fubftitue  les  va- 
leurs de  ^  &  de  ^  que  nous  venons  de  trouver ,  & 
etifuite  celle  qu  on  voudra  des  valeurs  de  x ,  il  en 
viendra,  également  les  valeurs  de  y  que  donnent 
les  équations  D  ;  donc  les  racines  de  la  réduite  don* 
nent  le  même  réfultat  par  leur  fubfticution. 

La  formule  .générale.de  la  valeur  de  y  fait  voir 
que  les  4  racines  que  donnent  cette  formule ,  font 
ou  toutes  réelles  ou  toutes  imaginaires  »  ou  deux 
réelles  ou  deux  imaginaire^  \  mais  parce  que  le 
dernier  terme  de  la  réduite  a  le  figne  —  ,  il  eft 
évident  qu'elle  doit  av(Hr  une  valeur  de  x^  poû^ 
cive  ^  >  &  par  conféquent  une  des  valeurs  de  x 
eft  pofîtive  \  mais  nous  venons  de  voir  que  toutes 
les  valeurs  de  x  donnent  la  même  valeur  pour  y. 
Donc  quand  la  valeur  de  y  fera  imaginaire ,  ce  ne 
fera  qu'une  quantité  réelle  jointe  à  la  racine  d'ime 
quantité  réelle  &  négative ,  c'eft-^-dire ,  une  quan- 
tité imaginaire  de  la  forme  M-hN %/( — \).  Etpuif^ 
que  les  racines  imaginaires  font  toujours  en  nombre 
pair  dans  une  équation ,  &  que  Tune  étant  a  -— » 
h  y^( — i) ,  l'autre  doit  être  a-^^b  %/( — 1)  f  voyez 
le  n®  7z),  les  fadeurs  du  fécond  degré  qui  réfulte- 
roni  des  deux  racines  imaginaires  multipliées  Tune 
par  l'autre  >  &  de  deux  fââeurs  réels  multipliés  auilî 


*  Car  le  produit  des  deux  fadeurs,  imaginaires  x  =fi  tf  -f- 
iV{  —  i),*:ttf  —  *  VC — i)>  donnant  un  réfultat  ^  Jont 
le  dernier  terme  eft  pofitif ,  \\  efl  néceflàîre  que  toute  équation , 
dont  le  denùei  terme  eft  négatif  »  ait  au  moins  une  racine 
récUc.   • 


m^ 
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^am 


par  l'aurre ,  ou  les  faâeilrs  du  fécond  degré  mû  ré* 
fiilteronr  des  quatre  racines  imaginaires  multipliées 
deux  à  deux  leronc  réels.  Donc  dans  ce  cas  mêtne 
Icquation  ;iura  deux  faâenrs  réels  du  fécond  degré, 

La  réduite  P  étant  le  produit  des  trois  faâeurs 
^*_4/'  =  o,:ir'  — A^— /'  — iA/*=o,:r*-^ 
A*-+-i4/  —  /*  =  o;  fï  h  Se  l  {ont  tous  deux 
réels  ou  tous  deux  imaginaires  ,  les  trois. fac- 
teurs feront  tous  réels  ,  &  la  fcMrmuIe  du  troifiéme 
degré  (88)  ne  pourra  donner  les  racines  de  la  ré- 
duite. *  Si  l'une  des  dçux  quantités  A  ou  /  feulement 
eft  imaginaire ,  les  deux  derniers  faé^eurs  feront 
imaginaires  ,  éc  la  réduite  fera  aloris  réfoluble  par 
la  formule  du  troinéme  degré  ;  doric  alors  la  for- 
mule du  quatrième  degré  réufCra. 

£n  examinant  attentivement  la  réduite  P ,  on 
Vétra  que  le  coefficient  de  fon  fécond  terme  eft 
nécelTatrement  négatif  lôrfque/»  h  Se  /font  réels , 
8c  que  dans  le  même  cas  le  coe£Scient  de  fôn  troi- 
sième terme  eft  pofîtif  &  plus  grand  que  o  y  mais 
kk"  Se  l*-  font  des  quantités  négatives  ,  ou,  ce  qui 
revient  au  mèipe  ,  fi  les  4  racines  de  l'équation 
&>nt  imaginaires ,  la  réduite  P  ne  fauroit  avoir  en 
même  tems  le  fécond  terme  négatif  &:  le  troifîéme 
pofitif  ;  car  fî  {h^^l^)  <  x  f\  ce  qui  rend  dans  ce 

*  On  dit  que  la  foimule  du  troUiémc  degré  ne  peut  alors 
donner  les  racines  ,  parce  que  ces  racines  font  (bus  une  for- 
me imagjnaîrf  ^  qBoiqu'eU«s  Coiêtu  réelles  ^  fc  dêà4À  ce  qi^e» 
appelle  ie  cas  irrêduBibU  du  troifiéme  dggri.  Lorfque  1^  ré- 
mute efi  dans  ce  cas ,  f!  on  fubflituoit  la  valeur  àc  x  ^u  elle 
donne  dans  la  formulé  du  quatrième  degré  ,  on  adroit  une 
eipreAîon  qui  dontiendrolt  des  radicaux  iiiiaglnaires  j  c^eb 
pourquoi  l'on  dit  que  dâiA  çè  cas ,  la  forniulc  lîu  tiuitriilmç 
degré  ne  réuflît  po^t. 


voir 
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cas  le  fécond  terme  négatif,  le  coefEcient  du  troi- 
fiéme  terme ,  qui  dané  ce  même  cas  eft  =  (A*-+-  /*) 
X(A*-f-/*—  8/*)-^4 A*r ,  fera néceflTaicement 
négatif  j  donc  lorfque  la  réduite  échappera  à  la  for- 
mule du  n®  88  ,  l'on' verra  par-là  (î  l'équation  doit 
avoir  fes  4  racines  réelles  ou  imaginaires. 

En  examinant  Téquation  S  ,  il  eft  aifé  de 
qu'une  équation  du  quatrième  degré ,  fans  fécond 
terme  &  dont  le  tfoifiéme  eft  pofîtif  (  on  compte 
comme  fî  le  fécond  y  étoit) ,  doit  avoir  des  racines 
imaginaires^  car — 1/* — A* — /*  fera  toujours  une 
quantité  négative,  lorfque/,  k^  / feront :réels,& 
par  conféquent  tant  que  les  racines  feront  réelles  ; 
donc  dans  le  cas  contraire  Téquatiou  a  des  racines 
imaginaires. 

Soit  maintenant  l'équation  ^^  -+-  4:^ '  -H  9?*-+- 
iiîf  -+-3=0.  Faifant  :f  =y  —  i  &  fubftituant , 
Ton  aura  y  ^  -^iy^^^y —  J  =  o,  équation  fans 
fécond  terfne.  On  a  donc  ici  a  =  5  ,  A  =  2  , 
c  î= —  3  ,  &  la  réduite  devient  jc^  H-  (^x^  -f- 
2  !  JT* — '4=  o.  Faifant  difparoître  le  fécond  terme, 
en  fuppofant  x''=u  —  2  (on  regarde  ici  x^  comme 
l'inconnue  ) ,  l'on  zn^  -^  9U  —  50  =  0,  équa- 
tion' qui  n'a  qu'une  racine  réelle ,  &  par  conféquent 
réquation  du  quatrième  degré  ne  doit  avoir  (félon 
ce  que  nous  avons  dit  ci-delFus  )  que  deux  racines 
réelles.  Appliquant  la  formule  dû  n^  88  à  la  dernière 
équation  que  nous  venons  de  trouver ,  nous  aurons 

i^  =  \/(-M54^V^2j2)-+-.v'(-hi5  — \/z52)*. 


troifieme 


^  Car  en  (X^lpàrfikit  dette  équation  avec  celle  du  troifîé 
degré  (n".88)  ,  l'ona  — 3^=^^  ,  — tf '  =«  »7  ,  —h 

-^iOf-^'^^  liitCaf^u^tlbi»  la  valeur  de  ^  ,  il  en  eft 

$4 
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Mais  parce  que  x*  =« — i  ,  il  faut  diminuer 
cette  racine  de  la  quantité  i ,  &  Ton  aura  jc=  + 

Subftituant  cette  valeur  dans  réquationj^ —  1   {  x 

iv/  f  —  i  ^*  —  r  ^  +  — 7  >  l'on  aura  les  va- 
leurs de  j^  renfermées  dans  la  formule  fuivante  :y=s 

V[-i[-»+V^(M+VM»)+V^(i5-V»;*)]-i=P 

I 

Et  pour  avoir  les  valeurs  de  :[  ,  il  Biudra  dimi- 
nuer ces  racines  de  la  quantité  i .  Deux  des  racines 
dey  font  réelles  &  les  deux  autres  imaginaires  *. 

Dans  le  caç  où  l'équation  du  quatrième  degré 
n*a  point  de  divifeur  çommenfurable  d  une  ou  de 
deux  dimendons ,  après  avoir  connu,  par  le  moyen 
de  la  réduite ,  fi  elle  a  des  racines  féelles  ,  on 
pourra  les  chercher  par  la  méthode  précédente  ) 
mais  fi  elle  a  des  racines  commenfurables  ,  on  tes 
trouvera  aifément  en  cherchant  les  divifeurs  com- 
menfurables de  cette  équation. 

Si  l'on  avoit  une  équation  de  cette  forme  ;r  *'"-+• 
tfjcî--h*;»:^«-^cA^  +  </=o,  ileftaiféde 
voir  qu'en  feifant  j^"*  =?  jt  ,  elle  feroit  réfoluble 


■t  I  i 


de  même  de  celle  de  ^,eft  dlSerente  dans  la  formule  du  qtia- 
trîéme  degré ,  puifque  dans  ceue  foontile  ii  »»  3  ,  comme 
nous  l'avons  die  ci  delTus. 

*  Ce  font  Qelles  qu'on  trouve  <n  prenant  le  figne  —  dans 

^i  ■  . 
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par  la  méthode  du  quatrième  degré ,  quand  mèm  e 
on  fuppoferoit  ^z  ou  ^  ou  c=o ,  c*eft-à-dire ,  quand 
même  un  ou  plufieurs  termes  manqueroient. 

Remarque.  Il  y  a  encore  une  autre  mëckode  pour  ré^ 
foudre  les  écjuations  du  quatrième  degré  ,  dont.il  eft  â-propos 
de  donner  une  idée  aux  Commençans  *• 

Suppofons  que  la  n^:ine  x  d'une  équation  du  quatrième 
degré  eft*=  V  P'i'  V  9  "^  V  ''fPf  5  & /•  étant  des  ouan- 
tités  qui  défignent  les  raçitiea  de  l'équation  du  troifiéme  degré 
t*  —ft^  +gt  —  h^^o'y  de  manière  que>-f-j  +  r=/, 
pj-f-pr-j-^ra—^,.  &;?^r««A.  Ççlîf  poié,  quarrons  la 
feimule  jtf=.^/»i+-  y^-f-  ^  r^  pour  avoir  «*  =  p  -|-  ^ 
^ r  -^  ^^/ p  q  +  ^y/ pr  +  ^^  qr.  Mais />  +  ^  +  r  =/ J 
donc  en  fabiUtuant  ^  tran(po(àpt  enfiiite ,  bp  trouvera  x^  -^ 
/"===  i ^pq  'j-'Z^  p  r  -^  i^  qr.  El  en  quan^t  eyore ,  «♦ 
—  X  **/+// =i  j^pq  4-  Apr+J^qr  +  ^VpP^r^ 
9^  pqrr  +  ^y/  pqqr^  Or  g  ^  p  q  +  pr  -+-  qr-j 
donc  *4  —  zfx  X  -^ff—  Ag^^'^pqr*  {y  p-\-^q 
-f-y^r),  équation  que  >edé(igneraipar  (A).  Mais /^f  r«=*A» 
^ pqr^^=^  V^A,  &  Vp-^VqA-^r^^^Xy  ionc  nous 
aurons  l'équation  du  quatrième  degré  x^  —  ^fxx  —  8j:x 
y  h  -^ff —  45  *=  o;  dont  une  des  racines  efl  «  =  V/^  "f* 
V  q  "^  V fy  P 9  q  ^  r  étant  les  racines  de  l'équation  du 
troifiéme  degré ./ î  ^ —  ft^^g'  —  A  ==■  o. 

L'équation  du  quatrième  degré  à  laquelle  nous  fommes  par- 
venus ,  peut  èisc  regaidéc  comme  générale  y  parce  qu'il  eft 
toujours  poflîble  de  changer  une  équation  du  quatrième  degré , 
quia  le  fécond. terme  en  une  autre»  dans  la^quelle  ce  (ècond 
terme  manque*  Voyons  donc  commexit  on  peut  trouver  les 
racine^  de  l^quation  ci-deflus« 

Soit  propofèe  iVquation  x^ —  a  x^ — %x  —  c  =«■  •  ,  que  fé 
dèiîgnerai  par  (B) ,  donc  on  demande  les  racines.  Gxmparant 
^ette  équation  avec  l'équation  A  9  je  trouve  !**•  »/«■<!,  ou /««■ 

,-^i  2*.  8yA^Àjdonc<Î4A«3^,«çA«.i^i  î*-//-- 
4^=»=^c, ou ^— 4g:  +  <r  =  o  ,  ouc4-^  =  4|r,  ^g 

'^=^ 1 ---.  On  fiibftitùe'ra  lès  valeurs  àc  fy  A  Se  g  que 

.,'-  '      .       ••      >  ...  , 

*  Nous  l/t  devons  à  M^  £ulçr«  • 
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aons  venons  de  croavcr  dans  réau^tion  da  troifiéme  degré  /' 
"^  ft  t'j-gt  —  ^—  ©•  On  aiercheni  les  trois  racines  de 
celle-<i  par  la  méthode  ci-deffnS)  &  ïuppoiknt  qu^pne  de  ces 
ndnes  e&  p,&.  que  les  deux  autres  font  dëfienées  Fa  e  psu:  ^ 
icT^nrc.  par  r ,  une  des  racines  de  notre  équauondu  quatrième 

degré  fera  x  «*«  V  />  +  V  V  ^-  VV  • 

Cette  formule  renferme  nécefiaîrement  les  quatre  racinet 
de  l'équation  propofee  du  quatrième  degré,  i  caufe  des  diflé- 
rens  ugncs  qu  on  peut  donner  aux  radicaux ,  bien  plus' il  firm- 
ble  même  qu'elle  peut  donner  huit  valeurs  de  x  ;  mais  on  doit 

hn€wcunûpn(fae  Vp^ràMtttn^^^h^^'jr'jèooc&^  eft 

mie  quantité Dofitive, le  produit  des  quantités  V P  »V ^i  V^" 
doit  être  poncif.  Il  eft  donc  néceflàire  dans  ce  cas  4e  prendre 
les  trois  radi(^x  avec  le  figne  + ,  ou  bien  deux  avec  le  figne 
—  y  &  ifli  avic  le  figne  -{-;  de  fone  que  dans  ce  cas  les  va-r 
lenii de x Cm    *«=»     Vf  +  Vî  +  V'' 

«—      V  P  —V  i--Vr 

*  — —  V^/»  —  Vf  +  V'' 
Si  -r-  eft  une  quandté  n^adve ,  les  valeurs  de  x  Cstoat  les 

Clivantes  «  =     Vp+Vi — V^ 

*  —    Vp  —Vq^Vr 

X  =—Vp  —V<l—Vr 

Soit  maintenant  l'équation  du  quatrième  deeré  uns  Ce-* 
fond  teraie«4  —  \^x-^6ùx  —  ^6  «-«o.  Enbcomparant 
«vec  réquation  B  je  trouve  4aa>5,  ^m  —  6odccn-;4* 
Sttbftituant  ces  valeurs  âca  ^  h  6c  ^  dans  celles  àef^gSch, 

rona/«^,^  =  i^  +  P-?^,«çA  — H-i««fioo«« 
^nation  du  troîlSérae  degré  devient  r*  — t?-*'*  -h  W'"^ 

^  .«s  o.  Afind'éliminer  )es  fraâions ,  je  £ùs  r  •« -^  >  fcux 


gvoirîi-^U  .  Iî+^;    i  —  -41.  —  o*  Multipliant  en-? 
(li^C^^  le  plus  grand  dàionunateur  6^^  je  trouve  {}  —  i^H 


^^-mmimi 
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T 


+  7^9 1  —  }^^^  ""^  ^*  ^^  ^^  maintenant  trouver  les  racines 
de  cette  dernière  équation  j  Tune  belles  eft  ^  =  ^ ,  &  en  di- 
vifànt  l'équation  par  |;  —  p  •  o  ,  il  vient  jr  —  41  :{;  +  400 
=  0,  ouç{;+4ir=a»  —  400*  Cette  dernière  équaûoa 
étant  réfolùe  par  la  méthode  du  fécond  degré  »  donne  ^  »«  id 
&  ^  =s  x5.  Ainfi  les  trois  racines  font  r=>^^^^s=:jéici 
«=  15  5  donc  r«»J,ra=»4&l«=-s^.  Ainfi  nous  avons  p  «* 

»,  j««4&f  — V-i  mais|/|>gr— VA  — —  ^—-y  j 

donCy  pour  nous  conformer  a  ce  que  nous  avons  dit  ci-deflùs 

l'égarddbs  fignes  des  radicaux  yp,  V  ^tV^i  il  fàixz  pren« 

dre  ces  trois  radicaut  avec  le  £gne  — ,  ou  n'en  prendre  qu'un 

avec  le  ligne  —  ;  &  pasce  que  y^;?  =  f  >  V^î=*»>  V^'^î» 
les  quatre  racines  de  féquauon  propofée  feront 

*—   •  14-1  — f  =  i 

X  — ^ — 4  —  »  —  i  *-  —  ^* 
Des  MquatieHs  des  Degrés  Jupériturs^ 

90.  Nous  nouscontenteronsd'expoCêr  la  méthode  par  laquelle 
on  détermine  les  équations ,  dont  une  des  racines  au  moins 
peut  s'exprimer  par  une  formule  femUable  i  la  formule  de 
Cardan  ,  qui  eft  ceUe  que  nous  a^ons  donné  pour  le  troifié- 
me  degré  (  88  )  :  car  il  n'y  a  aucune  méthode  connue  ,  du 
inoins  praticable ,  par  laquelle  on  puiffe  réfoudre  dans  tous  les 
cas,les  équations  des  degrés fu^rieurs. Voyons  d^abord qu'elles 
(ont  les  équations  du  quatrième  degré  qui  font  dans  ce  ca$» 

Soif  X  a&  m -4- n  }  donc  x^  s±»  «4  4.  47»»  n  +  em^n^ 

•4-4111/ï'  H- «4,  ou  X4«ai;n4  -f*  4 '"l  X  (  «-{-/l  )^  -{- «4, 


x/w*  n* 


A  la  place  de  (/«-+.'«J^ ,  je  fiibftituc  ;c*  ,  &  en  tranipoûnt  tout 
daiô  le  premier  memnre  ,  11  vient  jc4  —  4m  /i  x*  -f-  *  '"^  «^ 
-—  m^ssssQ  *^  équation  dont  une  des  racines  eft  *==wï+;i#  Dans 
—  a4 


M« 


»  Ceitç  éruption  çft  r^oltiblç  par  U  médM^  du  iêcond  degré  (71  )^ 


%*  \ 
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cette  équation  il  y  a  une  condition  néceflâire^c'eft  qu'il  ne  doit  y 
avoir  aucune  puiflkoce  impaire  de  x.  SuppoCmt  de  même  x 
■a  MS  -f- 1»  9  nous  aurons  *'  «==  m'  -|-  f  m4  k  -f-  i  o  m'  n^  -f- 
lom^/i'  4*  5m/i4-f.  n' ,  équation  que  j'écris  ainfi  x'  «»  fn5 
•^fix/i  ^m  +  '')'+'>'*  ^^  place  de  m  -4-  tx  fubfUtuanc 

^  «^  tranfpoGtntyil  vient  *5 — ^  max'-f"^^*^  «*  «— jii5 —  «* 

nm  o  y  équation  qui  a  une  racine  x  =  m  4-  a*  U  y  a  deux  con- 
ditions dans  cette  équation  ^  la  première  qu'il  n'y  ait  aucune 
puilTance  paire  de  x ,  la  féconde  que  le  coefficient  de  x  foie 
la  cinquième  partie  du  quarré  du  coefficient  de  «'• 

Failant  toujours  x  =»  m-^^  n ,  nous  aurons  x^»a m  ^  -f-  6m  '  js 
+I5m^rt*  -f-i07i»'  «'  -f-if  m*ii4+^«iH5  -|-«^.  Je  dif- 
pofe  ainfi  cette  équation  :  «<«-i m*  '^6mn  (m  -f-ii  )^  •+•  «*. 

En  fubftituant  JT  â  la  place  de  îk -4"  "t  &  tranlpoCnt  tout  dans 
le  premier  membre  ,  il  vient  x^  —  6  m  «  x 4  -^  ^  m*"  «*  «^ 
— «  im'  a'  «— m^aaOy  équathmdontuneradnexB^m-f-xr* 

Dans  cette  équation  il  ne  doit  point  y  avoir  de  puiflànce  im- 
paire Acxydcàe  plus  le  coefficient  4e  x*  doit  être  le  quan 
du  quarré  de  celui  de  x4. 

S'il  s'agit  de  l'équation  du  feptiéme  deg^ ,  Ton  troQveni 

— i4/n*/i*(i«  +  H)* 

fubftituant  x  i  la  plafce  de  m  +  n  »  &  tranQ>ofiuit ,  il  vient 

—  «7 

équation  dont  une  des  racines  xt^mm^n.  Dans  cette  équa- 
tion il  ne  doit  y  avoir  aucune  puiffimce  paire  àtk  ^  &  de  plus 
le  feptiéme  du  coefficient  de  x'  élevé  au  quarré,  &  multiplié 
par  14 ,  doit  donner  le  coefficient  de  «%  &  ce  même  feptié- 
me élevé  au  cube  Bs,  multiplié  par  7 ,  doit  donner  le  Goeffi* 
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Après  avoir  élevé  m'-\^n  à  la  huitième  puîflânçè  ^  &  dil^ 
pofé  l'équation  comme  on  le  voit  ici  ' 

iç8  =.  OT*  +  8  m  «   {  m  4-  «  )*  +  n*  , 

—  lo  m*  n*  (  m -4*  «  )* 

—  %m^n^ 

fubflituez  X  â  la  place  de  m  +  ;i ,  &:  tranipoûnt  tout  ilans  le 
premier  membre,, vous  aurez  l'équation 
x^ — tm  n  **+io /«*  n*  je4  -^  1 6  m^  n^  ;»*  -f"  iw^'/ï^-b^o» 

—  u* 
Dans  cette  équatioa  toutes  les  puiflànces  impaires  de  x  dbi« 
vent  manquer  ^  &  il  eft  vifible  que  le  f  du  coefficient  de  xf 
élevé  au  quarré  &  multiplié  par  10 ,  doit  donner  le  coeficienc 
de  x4  ^  le  cube  de  la,  mâne  quantité ,  multiplié  par  xtf ,  don« 
ne  le  coefficient  de  x^. 

La  même  méthode  donnera  pour  Téquation  du  neuvième 
degré  y  dont  une  des  racines  eft  x  «nm  -|*  n>  l'équation  que 
Ton  voit  ici  :      . 

Toutes  les  équations  dont  nous  venons  de  parler ,  ont  onp 
racine  *  «■  m  +«• 

On  voit  clairement  que  dans  les  équations  d'un  degré  im^ 

pair  ,^  toutes  les  puiflànces  paires  de  x  manquent^  au  contraire 

toutes  les  puiflànces  impàirps  de  x  doivent  s'évanouir  dans  les 

équations  des  degrés  pairs.  Si  p  défigne  le  degré  de  l'équ^ 

tion  y  —  mf  —  nf  fera  le  déniior  terme  commun  i  toutes  ceè 

équations.  De  plus  dans  les  équations  paires  ce  dernier  terme 

L    t 
doit  contenir  encore  la  quantité  xm'-n^^ Les  termes  de  cef 

équations ,  fi  on  en  excepte  mf'Sc  nf  qui  ont  toujours  le  figoç 

— - ,  ont  alternativement  les  fignes  -^  &  moins  ;  c'cfl  pourquoi 

IL    ^  ' 

dans  les  équations  paires  i  m  ^  a  ^  doit  avoir  !e  fSgne-^-  (  nous 

regardons  cette  quantité  comme  le  coeffideilc  de  x^'  ) ,  fi  /y  eft 

un  nombre  pairement  pair ,  c'eil-i-dire  »  de  cette  férié  4  »  8, 

l%yi6  8cc*  y 6c  le  figne  —  û  p  td  impairement  pair ,  c'efl-â- 

dire  y  de  cette  férié  » ,  tf  /  10 ,  14  &c«  Dans  lés  coéffidéns 

on  trouve  fùcceffivement  m  n/m*  n^  j  m'  n\  ScCn,  mncù  tou^ 

jours  multiplié  par  rezpo{ànt  p'^dc  pour  trouver  les  nombres 


iS6  Cours  de  Mathématiques. 


qui mnlciplienc m^  ii%fii'  ii%&c«,îefappo(èx«Bm-f-ii,& 
fû x''  —  zmn  —  m^s»0)  donc  une  des  racines  =» m -(- n^ 

Se  Tancre  «»  —  m — n^  Se  joignant  ici  l'équation  du  troifiéme 
degré  (  88  ) ,  je  forme  la  table  fuivante. 


mn    1 

!«*«" 

m'«' 

«t*«* 

m'a' 

«V 

m'n 

i^ 

ir     % 

.• 

■ 

<• 

m    î 

• 

• 

IV       4 

» 

• 

V      j 

5 

• 

/ 

^fi    6 

^ 

% 

vn    7 

14 

7 

vm   8 

so 

i^ 

i 

• 

Dt      9 

17 

.      30 

P 

X       10 

35 

50 

»5 

% 

XI      II 

44 

77 

55 

n. 

xn    I» 

54 

II& 

lOf 

5< 

t 

Xffl      ij 

^5 

Mé 

181 

^i 

»î 

• 

»V       14 

77 

Xio 

»5?4 

IS»< 

4^ 

s 

Pain^ Icpcçinier rai»K Ip^rifettial  jiijpbce mn^m* n^^ Sec. 
La  première  colonne  verticale  en  chif&es  romains  défigne  le 
degré  de  réqQation,&  les  nçmbr/es  fitués  fous  mn^m^  n''  y  &c* 
ibnc  les  nombres  cherchés  ^  (ans  omettre  z  ,  qui ,  dans  les 

ï  I 

iq^atîpQS  paires»  dote  être  multiplié  par  m*-  n*  x°«   On  voit 

Sfi^p  U  colonne  qui  répond  à  m  a  cft  uqe  progreffion  aritluné- 
^i}« ,  dont  la  dtfficencc  as  i ,  unit  on  pourra  la  continuera 
v^Oiiaté,  Chaque  nombre  de  la  colonne  m*  tt  eft  la  (bmm6 
de  celui  qui  eft  ^-deuiis  de  lui  dans  cette  même  cpjonne  ^  fc 
tde  éelui  qui  lui  eft  (ùperieur  de  ^eul  places  dans  la  colonne 
'de  la  gauche;  &  il  en  ef(  de  même  pour  les  autres  colonnes, 
^an  cette  table  prolongée  autant  qu'on  le  voudra ,  on  trouvera 
J'éopa^fîv  ,de  ^l^s^p^^  ^ffé  qui  con^epift  uap  rsfKtoe  x* 
ffi^  rajrpdleai  U  f^pffUUe  \ 


,  9'  JPtc  ^  ^ni^oo.^^entçyd  p^  <V^\^  Mi^e  troaiBer  toutes  let  lap 
cines  4e  rë<]tiacipa  propotféct  pous  préçendonf  feulapcpt  ^^'oq  jmtf 
«p  couver  ty  mointf  une  par  U  méthode  jpréftnte. 
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Toute  éauation  ,  dont  le&iexmes  de  rang  pair  manqueront^ 
txcepté  le  jdernier  >  &  d^nc  les  coefHejjens  des  'lern^es  eziilans 
feroncproporcionnefs  au^  quancicé^  m  n,  m^a*^  ,&c.niuicipliées 
par  les  nombres  de  la  table  €i^<U(Ris  ^  auia  une  racine  (èmbla- 
ble  à  la  formule  de  Cardin. 

Soit  réquation  du  quacfiéme  degré  x^  ±4^4x^  -^-.itf*  — 
b=^o.  La  comparant  a  la  f  éfoluble  y  je  trouve  m  n  ^=i  Zf.  a  ^ 
m4  -|-  ;z4  s=9  ^,  Subflituanf  dans  la  féconde  ëquadcn  la  valeur 

de  n  prife  de  la  première,  il  vient  m^  +  — 7  =*  ^  >*  ou  en 
multipliant  par  m^  &  tranfpofant ,  m*  —  i  «4  aœ-^  ^4  ^  éqush 

tîoa  qui ,  par  la  méchcde^du  ^cond  dcgréi  doanc  "fi4a=  — f^ 

^        4     ■  ) 

v/(7-")  ■■^'"-v(t+V*^7"> 

Si  au  lieu  de  fubflituer  If  valeur  de  n ,  on  eut  fubftitiië  celle  & 

ifi,  on  auroit  trouvé /2!==  %/  T' %/,^-r-^4i4  |*. 

Si  Ion  multiplie  les  valeurs  de  m  &  de  n  par  les  racines 
quatrièmes  de  lynicé  trouvjtc  ci-^eflu^  (^8)^  ^(rquon  joigne 
.  enfuîce  les  i^fiflcatt  4ent  les  produits  privent  iionner  —  a^ 
on  aura  celles  qtii  conviennent,  lorfque  le  (igné  fuperieur  alieu^ 
&  celles  dont  le  produit  des  réfultata  donne  -^  à  y  .ont  lieu  dans 
le  cas  que  Tiquama  é^Qtiem  —  ^a.  C^  pourquoi  le».ni- 
cincs  de  l'équation  x  4  y—  4ax*  -f-  %a^  -^^=  o ,  font*=a  -|" 


y/ay*^.y^^ 


>-+V(-.+\/a-"OM^-)-  ' 

■        ^        '  I         ■        '  .    i5  |/ 

*  On  doit  fkire  \c\  la  même  temvrqi^  que  noos.  z^pm  ké\à  faite 
h,  l'occafion  du  ligoc.  A%  tzÉic^  quatre  àk  IT^qoatioÀ  d4  n^i^^n^i^ 
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♦  » 


7/^(^— K    -  —  a*\  X  V{-  I  )  î  &  1«  raci- 
nes de  l'^uation  x*  +  4«**  +  *  «*  —  *  «a»© feront 

Soit  mainccoanc  l'équation  <lu  cinqùît^e  degré  xî  —  5^ *• 
i4^  5  «^  X  —  i'»»  o  /la  comparant  avec  là  réfoluble ,  on  a  m  i^ 
•^tf ,  mî  -^  ny^h.  Subftiiuanc  fucccifivcment  dans  la  fé- 
conde équation  la  valeur  de  m  de  de  n  prife  dans  ta  prp- 

s  •    ,       .-- • 

jnierc ,  l'on  trouvera  mm»\/  f  —  "^  V^T  —  ^^I    * 

n  !-•  %/  (  —  — "v    ~  —  «*  y  Mais  les  racines  cin- 

quiémcf 


Calcul.  28^ 

fiiiémcs  de  Fuiûté   qu'on  trouve  en  réfolvant  cette  éaust^ 

j -i-  ;  ainu  en  multipliant 

♦ 

la  râleur  it  m  Se  celle  <fc  n  par  chacune  de  ces  racines 
&  prenant  enfuite  celles  dont  le  produit  donne  +a^['(>n  aura 
les  râcîncs  cherchées  ;  &  fàifànt  la  valeur  de  m  que  nous  vc* 
nôns  de  trouver  «=  A,  celle  de  a  as B,  nous  trouverons  les 
équations  (nivantes: 

*  =  A-|-B 

^— A[-V^5-i+V('io+iV^^)H-B[V5-i-V(-io+iV^Oj 

4 

4 

4 

3.  _  A[v^^-i-v^(-io-2V^^)l4-B[V^^i4-V^(-io-iv^5)l 

4 

Par  ces  exemples  on  pou  voir  comment  il  faut  s'y  prendre 
ponr  les  degrés  fqpé^jicurs^lS^ans  les  équations  impaires  */  -^ 
pAxf'^  &c.  1— ^  K=  o,  noustronverons^oujours  ime  racine  *»=■ 


v/(f+v/?-'i+v'aV:-.') 

dans  laquelle  les  fîgnes  radicaux  expriipent  les  radiées  quirépon- 
dentàla  racine  i  de  Tunité  *«Dansles  équations  de^egrépûr  qui 


«  Cette  équation  a  ànç  racine  »  «  ^civ  elle  eft  diyiiîble  par  »  -  i  «  ô  p 
&  te  quotient  donne  une  équation  du  quatrième  degré  qui  ^t  trouver 
les  «ucres  /acines. 

«      »  •  •  •  • 

*  lîl^n^uoe  équation  impaire  x^-i'^rO^flja  toa|oûtS  une  rad*. 
Qe«Ti(caren  ruppofanc  »  ^l'f  eUe<kTie&(  =  o.  Mais  i\  p  t&  pair  !'£• 
quation  eft  divifibie  par  (s  «  J4.  («  <•-  i)  «=  o  «  ou  par  »*  -  i  »  o  ,  donc 
âors  oûajr-±l.  «    . 

7b/n^  /♦  .       T 


/ 
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oac  le  fécond  (enne  négatif,coinme  x^  — ^ «  x^*»  &c — A^ii^o.^ 

on  a  deux  racines  ^"^"^^^  \'^^\/ <«' 1 

Si  le  Cxond  terme  a  le  figne  +  ,  on  a  ces  denz  racines 

Dans  ces  formules  les  fignes  (iipérienrs  répondent  i  Tune  Jet 
racines,  de  les  inférieurs  à  l'autre. 

On  peut  remarquer  que  p  étant  pair  ^  •*— a^  eft  toujours  une 
Quantité  négative  \  mais  ;>  étant  impair  »  cette  quantité  fera  nén- 
ttv«  fi  «  eft  pofitif  y  de  pofitive  fi  ^  eft  négatif,  rour  connotcreles 
autres  racines  »  il  fiint  trouver  les  racines  du  degré  p  de  runiié  ^ 
€*eft-â-dire ,  réfoudre  Téquation  xP  —  i  «>  o»  multiplier  par 

chacune  de  ces  racines ,  foit  Vr  (  ~  +  \/ <«'  i  » 

ftit  Y  C^  ~  V  ^  ~  *0  '  *  *®"**^^  *^^^  ^"^ 


dont  le  préduit'«B  -|-  tf ,  fi  /»  eft  impair;  mais;»  étant  pair ,  on 
joindra  celles  qui  doiment — a  y  fi  le  fécond  terme  a  le  ugne-|-, 
4c  celles  qui  donnent -f-^ ,  fi  le  fécond  terme  a.le  figne  — • 

91.  Une  quanticc  irffiw  eft  une  otuncité^j^lus 
grande  qu'aucune  quantité  donnée  ,  c'eft-à-^e  , 
une  quancicé  qu'on  conçoit  ètte  augmentée  au-<tolà 


Calcul. 


^^^"mm^ 


lp\ 


JtL 


de  toute  limite  aflignable  (en  nombres).  Une  quan* 
tité  infiniment  petite  ,  eft  une  Quantité  plus  pecke 
qu  aucune  quantité  donnée  ^  ou  une  quantité  qu'on 
conçoit  diminuée  au-delà  de  toute  limite  affignable< 
La  première  eft  défignée  par  oo ,  la  féconde  par  ^. 
Si  Ton  multiplie  oo  par  oo  ^  Ton  aura  oo  ^  ,  infini 
du  fécond  ordre ,  &  multmliant  celui-ci  par  oo  ^ 
l'on  a  oo  5  j  infini  du  troiuéme  ordre  ;  en  général 
oo "•  eft  un  infini  de  Tordre  m.  De  même -^X-^ 
sss  ~  eft  un  infiniment  petit  du  fécond  ordre , 
&  -^^  eft  un  infiniment  petit  de  l'ordre  m.  L'in- 
fini du  premier  ordre  oo  contient  le  fini  une  infi« 
nité  de  fois  ;  mais  il  eft  lui-même  contenu  une 
infinité  de  fois  dans  l'infini  du  fécond  ordre  ,  8c 
celui-ci  l'eft  une  infinité  de  fois  dans  l'infini  du 
troifiéme  :  en  général  »  l'infini  de  l'ordre  m  con- 
tient une  infinité  de  fois  l'infini  dtf  l'ordre  m  — i  ^ 
&  eft  contenu  autant  de  fois  dans  l'infini  de  l'ordre 
712  -+- 1 ,  &:  l'infini  oo  "  *  "•contient  l'infini  m  autant 
de  fois  qu'il  eft  défigné  par  oo" ,  comme  cela  eft  évi-* 
dent  en  divifant  ©o**»  par  oo",  ce  qui  fe  fait  en 
ôtant  l'expoiànt  du  divifeur  de  celui  du  dividende« 
Le  fini  contient  l'infiniment  petit  du  premier  ordre 
une  infinité  de  fois ,  5c  celui-ci  contient  l'infini- 
ment petit  du  fécond  ordre  auifi  une  infinité  do 
fois.  En  général ,  l'infiniment  petit  de  l'ordre  m 
contient  Tinfiniment  petit  de  l'ordre  m^+^n  un 
nombre  de  fois  défigné  par  oo  "  :  car  en  divifknc 
^  paf  -^T^im  y  l'on  aura  (par  la  règle  de  la  divi- 

iîon  des  fraftions  ) ^=^  oo  *• 

'      00  "• 

L'infini  ^  oo*  eft  à  A  oo**  comme  a  Z  è  ^  c*eft* 
i-dire ,  que  deu;x  infinis  du  même  ordre  peuvent 
être  entr'eux  comme  deux  quantités  finies  aSci* 
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00  "^         oo  ** 


même  chofe  a  Heu  pour  les  infiniment  petits^  du 
même  ordre.  Deux  quantités  finies  ,  qui  ne  dif- 
férent que  d'un  infiniment  petit ,  font  cenfées  éea** 
les  :  car  leur  -  diScrence  étant  inaffignable  &  plus 
petite  qu  aucune  quantité  donnée ,  doit  être  cenfée 
nulle  y  donc  a^-^'.aW  a  la^  c  eft-à-dire  ,  en 
raifon  d'égalité.  De  même  un  infiniment  petit  du 
fecond^ordre  étant  infiniment  plus  petit  que  celui 
du  premier ,  deux  infiniment  petits  du  premier 
ordre  ,  qui  ne  différent  entr'eux  que  d'un  infini- 
ment petit  du  fécond  ordre  ou  du  troifiéme  y  &cc 
font  cenfés  être  en  raifon  d'égalité.  De  même  a  oo  "* 

:  00*  ±  3  ::  j  :  I  it (  en  divifant  par  oo  ~ )  ; 

or eft  un  infiniment  petit  de  l'ordre  m  ;  donc» 


oo  ** 


félon  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  Ton  a  a  :  i  Hh 
ail  \  c'eft-i-dire ,  qu'un  ihfini  eft  à  un 


autre  infini  du  H}ême  ordre  (  &  c'eft  la  même  chofe 
fi  les  ordres  dis  infiniment  grands  font  différents) 
plus  ou  moins  une  quantité  finie  ,  dans  le  même 
rapport  que  fi  œtte  quantité  finie  ne  s'y  trouvoit 
pas.  Mais  cela  n'a  pas  lieu  dans  le  rapport  arithmé- 
tique y  car  le  rapport  arithmétique  de  oc  +  5  *  oo  eft 
ac=oo-4-j  — ^©0=5,  ce  qu'il  eft  bon  de  remar- 

2Uer  y  donc  on  ne  doit  négliger  les  quantités  finies 
eVant  les  infinies  que  quand  il  s'agit  d'un  rapport 
géométrique  ,  &  non  arithmétique.  De  même 
dans  le  rapport  arithmétique  on  ne  doit  pas  né- 
gliger un  infini  devant  un  autre  infini  d'un  ordre 

luperieur^  amn  o©?-^©©»:©©?:;- 


oo' 


:m-^:i::i:i*  Mais  le  rapport  arithmétique 


C   A    L    C   U    L.  2^3 


<]e  00 '«4-  002  à   OO'   eft=  OO'  +  OO»  00  5  =00  2. 

Remarque  I.  Il  eft  de  la  nature  de  toute  quan* 
tité  y  d'être  fiifceptible  d'augmentation  ou  de  dimi^ 
nution  y  ainii  Ton  ne  doit  pas  dire  que  Tinfini  eft 
une  quantité  qui  a  reçu  tous  Tes  accroiflements 
finis  podibles  ,  autrement  l'infini  ne  feroit  pas  une 
quantité*  D'ailleurs  nous  concevons  qu'une  quan- 
tité quelconque  deviendra  plus  grande ,  en  lui  ajou> 
tant  une  autre  quantité  fi  petite  qu'elle  (bit. 

Remarque  IL  En  regardant  o  comme  une  quan- 
tité infiniment  petite ,  ron  aura  ^  =  oo,  &  o  —  <^  ; 
mais  on  ne  doit  pas  regarder  o  comme  un  pur  rien, 
fans  quoi  l'on  n'auroit  pas  ^  =■  oo,  comme  le  pré-* 
tend  M.  EuUr.  En  effet ,  puifque  pour  avoir  un  quo- 
tient ,  il  faut  une  quantité  qu'on  appelle  U  dividende j 
qui  contienne  une  quantité  qu'on  nomme  ledivi/eur, 
êc  que  ces  quantités  foient  de  même  nature ,  il  eft 
évident  que  le  quotient  de  i  divifé  par  o  n'eft  pas  une 
quantité ,  parce  que  o  n'eft  pas  une  quantité.  Voyez 
ce  que  nous  avons  dit  fur  cette  matière  dans  la 
féconde  édition  de  nos  Inftitutions  Mathématiques* 

Des  Séries ,  ou  States. 

91.  On  entend  pax  ferie  ^  une  fuite  de  termes  qui 
croiiïènt  ou  décroiffent  (elon  une  certaine  toi  (nous 
ne  parlons  pas  ici  des  fuites  dont  les  termes  ne  fui- 
vent  aucune  loi)  :  telles  font  les  progrejjions  géomé-- 
triques  &  arithmétiques  yles  fuites  des  nombres  figurés. 

G>nihiis  ou  <la  premier  ordre,        t,  f,   t,   t,  .i&c. 
Naturels  ou  du  fécond  ordre ,  1 3  x ,    5  ,   4  «    f  ^^ 

Triangulaires  ou  du  troifiéme  ordre ,  i>3:>   ^9^^>^5  &c* 
PiramîdauT  ou  du  quatrième  ordre,    ry4>io, 10^35  &C.. 
TrianguU-Pyramiibux  ou  du  cin- 
quième ordre,  i>  f».t$^3f,7oto.' 
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■^n^ 


La  loi  de  chacune  de  ces  fuites  des  nombres 
figurés,  eft  que  chacun  de  leurs  termes  foit  la 
fomroe  des  termes  çorrefpondans de  la  précédente; 
ainfi  le  rroifiéme  terme  ^Me  la  troifiéme  fuite  eft 
la  fomme  des  trois  premiers  de  la  féconde. 

Les  notxibi^es polygone^  font  formés  par  la  fômme 
des  termes  confécutifs  d  une  progreflîon  arithmé- 
tique ,  &  ces  nombres  s'appellent  triangulaires  j 
quarrés  j  pentagones  j  &c.  félon  que  la  différence 
de  la  progreflîon  eft  i ,  ou  i ,  ou  j ,  &c, 

ProgreJfLons"  Arkhmétiques. 

1 ,  1  ,  J  ,    4 ,  &c.        Différences  s 

I  >  J  >  5  >    7  •  &c.  X 

I  ,  4  >  7 ,  I  o  >  &c-  5 

I,  5  >  9»  1^3  J  &c.  4« 
icc. 

Nombres  Polygones. 

ï  ,  }  J    <î  ,  lo  ,  icc.       Triangulaires*. 
I  »  4,    9>  i<J,  &c.        Quarrés. 
I  ,  5  ,  IX,  ix  ,  &c.        Pentagones, 
I ,  tf  ,  1 5  ,  a,8  ,  &c.        Exagones. 
&c. 
En  examinant  avec  un  peu  d'attention  les  nom- 
bres figurés ,  il  eft  vifîble  qu'en  défignant  par  n  le 

*  Les  nombres  triangulaires  ont  cette  propriété  qu*on  peut 
difpofer  en  triangle  autant  de  points  qu'ils  contiennent  d'umtés, 
en  prenant  unpoint  pour  le  plus  petit  ^      ,,      •••    •///   ^^' 

triangle  ;  de  même  les  points  indJ-  '  *«* 

qués  par  Les  nombres  quarrés  peu-      *      '    ^  *       '  **     to- 
▼ent  être  difpofés  en  quarré,  en  prenant  un  point  {k>ui  le  plus 
petit  quatre  y  &c.  On  pourca  mieux     •      ::     ;:•  ^c 
comprendre  cela ,  quand   on  aura  vu     i      4       9     &c*   ■ 
dans  I9  Oéon^étrie  cç  que  c'eil  qu'un  triangle  ^  un  quatre ,  4fcc< 
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rang  du  nombre,  naturel  ^  ce  nombre  fera = /i  ;  ainfî  le 
nombre  namrel  du  cinquième  rang  eft  5.  On  trou* 
vera  auflî  que  le  nombre  triangulaire  du  rang  n  eft 

SES  — •  S'il  s'agit  du  nombre*  triangulaire  du 

rang  4  ,  oil  aura  n  =5  4 ,  &  ce  nombre  fera  =9 

•^  llî±l2^1±>  =^*  10.  U  nombre  p^ta- 
mTda*!  dtt  rai,g«  Ift«  «(».  + i}(».  +  0  ^e  nom- 
bre  figuré  du  cinquième  ordre  du  rang  n  eft  =3 

lîxiéme  o^Z\ik^-"'-^'''^+*'''"^'^-^''^'\ 

&  ainiî  de  fuite.  • 

A  l'égard  des  nombres  polygones  ,  fi  n  indique 
le  rang  du  nombre ,  on  aura  le  nombre  triangu- 

Jaire  = = • 

Le  quarre  = =nru 

Le  pentagone  ou  V  gone  = • 

L  ezagone  ou  VI  gone  =  — 


Il  i>» 


Le  VU  gone  a^a  — 


Le  VIII  gone 
Le  IX  gone  s 


n'(6n  —  4) 

23         ^M^^i^  I  !■       I  < 

i|.(7« — 1) 


T4 
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Le  X  gone  =     ■  ■    s==  n*  (4/z — j)* 

m  " 

Le  XI  gone= ■ — •  . 

Le  XII  gone  =  --^ =  «•(5 n^-r- 4). 

»      w                  i|(i8« — r5)         .,  ^. 

Le  XX  gone=i — -2=/2(9n  —  8). 

Et  en  gênerai  le  772  gone  = : — r— 

Nous  appellerons  c^cc  le  nombre  n  ou*  le'  rang 
du  nombre  polygone  ;  &  nous  dirons  auflî  que 
le  nombre  m  gon^  de  n  Ou  du  côcé  n  eft  ae 

1 

P  R  b  B  t  E  M  E.  On  demande  à  un  Financier  com^ 
bien  iui  coûte  une  terre  quil  vient  d^ acheter  :  il  ré- 
pond que  le  nombre  3^5  gone  de  ix  efl  le  nombre 
de  louis  quelle  lui  coûte»  Pour  trouver  ce  nombre  , 
on  fuppofera  m=5^5&;zssii,  &  fubfticuanc 
ces  valeurs  dans  la  fofmule  générale  ,  on  trouvera 
que  la  terre  a  été  achetée  ^3970  louis. 

Nous  venons  de  voir  comment  on  doit  déter- 
miner les  nombres  polygones  ,  en  désignant  par  n 
k  côté  du  polygone  ;  donc  fi  on  défignoit  ce  côté , 

2u*on  appelle  auffi  une  racine ,  par  x ,  il  fufEroic 
'écrire  ^  au  lieu  de  n  dans  les  formules  cirdelCis  ; 
de  forte  que  l'on  auroit  le  nombre  m  gone  = 
(m — i)xx — (m — 4)  •  X 

t 
Si  connoifTant  le  nombre  m  gone  ,  on  demande 
la  racine ,  ou  le  côté  ,  on  aura  befoin  de  réfoudre 
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•*• 


une  équation  du  fécond  degré.  Suppofons  qu'on 
cherche  la  racine  ou  le  côté  x  du  nombre  triangu- 
laire 9 1 .  En  fubftituant  x  à  la  place  de  n  y  nous 

XX»"^  X 

aurons =  9^  >  oa  xx  •+■  ^  =  181 ,  & 


ap= — --+- V— =  1}. 

Soit  <i  un  nombre  m  gone  donné  ,  dont  il  s'a- 
git de  déterminer  la  racine,  on  aura  Téquation 
(m— *)-*Af— (m  — 4)«  . 

;; =tf,  ou  (/72 l)  JCX  — 

(  m  ■^'^  4  )  •  jt  =5  itf ,  équation  qui  étant  réfolné 
pat  la  méthode  du  fécond  degré  ,   donne  x  =» 

?n'-T  ^+VI8  {n—z)a+  («  —  4)*] 

i«(m —  1) 

Si  Ton  demandoit  de  trouver  un  nombre  trian- 
gulaire qui  fut  en  même  temps  un  quatre ,  en  déii- 

enant  ce  quarré  par  —•xxj  lious  aurions 

ppxx                                  ppxx 
=^ >   X  X  +  X  ^= ,  iqqx-^iqq 


^^ppx  ^  8c  jc  =s ï -Subftituant  donc  dans 

pp—  xqq 

cette  formule  des  nombres  quelconques  i  la  place 
àeqic  dep  ,  pourvu  qu'il  en  ré  fuite  un  nombre 
entier  poutif  pour  x  (  car  nous  fuppofons  que  les 
nombres  trigonaux  font  entiers  &  pofitifs  ) ,  le 
problême  fera  réfolu.  Si/  =  ;  Se  q  =  i  ^  on  «ura 
x=s  8 ,  dont  le  nombre  triangulaire  qui  eft  }  ^  eft  en 
même  temps  im  quatre.  Si  nous  fuppofons  /7=  1 7, 
&  ^ ss  12 ,  nous  trouverons  x  =  188  &  le  nom* 


^i^ 
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bre  trigonal  — ^ fera  =  144 x  189 ,  dont  la 

racine  eft  =  11X17  =  204. 

Mais  fi  éunt  donné  un  nombre  quelconque  x  » 

on  appelle  fon  nombre  trigooai j  en  pre- 

nanc  le  nom  de  nombre  crigonal  dans  ce  fens ,  x 
pourra  être  un  nombre  quelconque  pofirif  ou  né^ 
gacif  y  entier  ou  bien  fractionnaire.  Si  nous  fai^ 
Ions  p=^7  &î=5j  nous  aurons  jp  =  —  50  j 
dont  le  triangle  1x15  eft  en  temps  celui  de. rf- 49 
ic  le  quatre  de  5  5.  Si  77  =  5  &  ^  c=s  i  ^  ou  aura 

X  X  '"^*  X 

jr  =  ^  ,  &  le  nombre  trigonal  — ^^ cft==:^, 

quarré  de  y 

hes/uites  des  puijfanccs  des  nombres  (ont  celles  des 
quarrés  >  cubes ,  &c.  de  la  progreffion  des  nombres 
naturels  i  ,  i>  3  ,  4,  &c.  On  appelle  progreffion 
harmonique ,  la  fuite  des  quotients  d'un  même  nom- 
bre divifé  par  les  termes  confécutifs  d'une  pro- 
greffion arithmétique  :  telle  eft  là  fétie  7,7^7, 
-    -   &c  ♦ 

On  appelle  fenes  du  premier  ardn ,  celles  donc 
les  premières  différences  font  conftantes  :  telles 
font  les  progreffions  arithmétiques.  Les  fenes  du 
fécond  ordre  font  celles  dont  les  fécondes  diflféren- 
CQS  font  conftantes  :  celles  du  troifiéme  ,  quatrième , 
&c.  ordre  font  celles  dont  les  troifiémes  ,  qua- 
triéAies ,  dcc  diât^rences  font  conftantes.  Les  fcries 


foà!x\  ili  Ibiit  en  pcoporcion  barmonî^oft^ 
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dans  lefquelles  on  peut  arriver  à  des  différences 
confiantes  ,  font  appelices  algébriques.  Si  l'on  mul- 
tiplie les  termes  d'une  férié  algébrique ,  par  les. 
termes  correfpondan'ts  d'une  lerie  géométrique 
(  c'eft-â-dire  ,  le  premier  de  Tune  par  le  premier 
de  l'autre  >  le  fécond  par  le  fécond ,  &c.) ,  l'on  a  une 
lerie  algébrique-géométrique.  Les  fériés  récurrentes 
font  celles  dans  lefquelles  chaque  terme  eft  déter^ 
miné  par  un  certain  nombre  de  termes  préçédents^ 
multipliés  par  des  confiantes.  On  les  appelle  récur-^ 
rentes  du  premier  ^  du  fécond  j  du  tro\{iéme  ^  &c, 
ordre  j  félon  que ,  pour  avoir  un  terme  »  on  a 
befoin  d'un  feul  terme  précédent^  ou  de  deux,  ou 
de  trois  ,  &c.  Ainfî  la  férié  i ,  i  ,  )  ,  7 ,  1 7 ,  &c, 
çft  récurrente  du  fécond  ordre  ,  parce  que  chaque 
terme ,  à  compter  du  troifléme  »  eu  égal  a  la  fomme 
îles  deux  préçédens  multipliés  le  premier  par  i  ^ 
&  l'autre  (  c'eft  celiri  qui  précède  immédiatement 
le  terme  cherché  )  par  %  *. 

Cherchons  maintenant  la  fomme  des  ptlidànces 
des  nombres  naturels  i,z,j,4,5-*-o». 

9}.  Le  M  ME,  Dans  une  progrejjion  arithméti-' 
que  -—  a.  b.  c.  e*  &c.  dont  la  différence  =  i ,. 
en  premier  lieu  le  quarré  (Tun  terme  ^quelconque  ejl 
égal  au  quarré  du  premier  terme  y  plus  au  double  de  la 
fomme  des  termes  précédents  _,  plus  au  nombre  de$i 
termes  précédents.  En  fécond  lieu  le  cube  d^un  termti 
quelconque  ejl  égal  à  la  fomme  faite  j  i^  du  cube  du 
premier  terme  ,  x^  du  triple  de  la  fomme  des  quarrés 

*  Pour  former  udc  fuîic  fécurteiue  du  fe«ond  prdre  »  ayant  ^î$ 
les  deux  premiers  termes,  à  vulomté ,.  on  multipliera  le  pfwmier  par  4 
&  le  Ct€aD4  far  ^  •  h  fonuiie  des crodulct  déiMMrJi  l*aoifiéme.  Mul- 
ttplianc  le  fecood  oat  «  &  le  crpifiéme  paç  6  »  i»  fi^moe  des  pcodu  49 
4oniieta  îç  qtiitttièitie  \  ^  afaiÇ  àeruUc* 
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des  termes  précédents  ^  }^  du  triple  de  la  fommt  des 
termes  précédents  j  &  enfin  'du  nombre  des  termes 
précédents.  Car  la  progreûion  -^  a  •  A  •  c  &€•  eft  = 
-f-fl-tf  -+-  I  -^  4-  I  •  &c.;  donc  c  =  A  -f-  i,  c*=: 
i*-hiA-+-i;  &  parce  que  A  =  ^  -t-  i  ,  l'on 
a**=a*-+-2fl+i;  donc  en  fubftituant  , 
c*  =3  a*  -f-  1 A  -t-  1  ;  donc  i  ®  ,  &c  de  mcme 


2  tf-h  I 

c'  =  *'  H-  5  A*  -4-  j  3  -h  I  ,  iî  =  ^3  -+-  j  û2 
5  tf  -h  I  ;  donc  en  fubftituant  cette  valeur  de  A* 
dans  réquacion  précédente  ,   l'on  aura 

c'  =  tf5-+.3  3*^-4-  jA  +  ij  donc  i°  ,  &c. 


94.  Théorème.  i°.  Lafomme  de  la progrejfion 
1,1,1,  &c.  à  Vinfini  efl^=-  00.  1°.  Lafomme  S  rfe^ 
nombres  naturels  continuée  à  Vinfini  i,i,j,4,j--.  00 

eft  =  — •  3  **.  itf  fomme  p  ife^  quarrés  1,4,9, 

^  i(^ ,  2 5  •  •  •  00*  des  nombres  naturels  efi  un  infiniment 

gr(ind  du  trotfiéme  ordre  j  c*eft'àrdire  ,  p  =  — •  La 

première  partie  du  théorème  eft  évidente  y  car 
^unité  priie  une  infinité  de  fois  ,  donne  une  quan-- 
tiré  plus  grande  qu'aucune  qiunrité  aftignable.  La 
féconde  partie  fe  démontre  facilement  :  car  par  le 
lemme  précédent,  le  quarré  du  terme  o©  eft  oo*=^i 
(  quarré  du  premier  terme  )-f-2S  —  2oo(  c'eft-à- 
dire ,  plus  le  double  de  la  fomme  des  termes  précé- 
dents ,  laquelle  fomme  =S  —  oo)-4-oo  —  i 
(  nombre  d«s  termes  précédents  )  ^  donc  réduifanc 
&  tranfpofanti  ob*  4-  00  =  2  S ,  ou  (félon  le  n® .  9 1  ) 
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00* 


oa*  =  iS,  OU  S  =  —  ,en  négligeant  00  qui  dit 

paroîc  devant  00  ».  Pour  démontrer  la  troifiéme  par- 
tie ,  je  remarque  que  par  le  lemme  précédent,  00  '  eft 
=1  (cube  du  premier  terme)  -h  3/?  —  3  «>*  (triple 
de  la  fomme  des  quàrrés  des  termes  précédents  ) 

3  X  r «o  j  (triple  de  la  fomme  des  termes 

précédents)  -f-  00  —  i  (  nombre  des  termes  précé- 
dents) j  donc  réduifant  &:  cranfpofant ,  «>'  -h  3  <»* 

—  3 \^  ioo=s  )  p  'y  donc  (  en  négligeant  les 

infinis  des  ordres  inférieurs  (91)  )oo*  z=s  ^jp^  Sep 

s=  —  j  donc ,  &c.  En  général  la  fomme  des  puif- 

fances  m  des  nombres  naturels  1,1,3a  Tinfini 

eft  = 


9$*  Dans  la  fuite  la  lettre  x  d^fignera  le  nombre  des  ter* 
mes.  Le  terme  général  d^unc  fuite  (  nous  le  dëûenerons  PSurT^ 
cft  une  fonâion  de  x ,  dans  laquelle  ,  fi  on  iubftitue  Incceir 
fivement  i  la  place  de  x  les  nombres  i ,  t^  3 ,  &€• ,  on  ob« 
dendra  tous  les  termes  de  la  Une.  Ainfi  la  f^rie  t ,  7  >  13, 
19  t  ^S  9  31 ,  37  y  &c.  a  pour  terme  général  6x  —  5.  Si 
clans  ce  terme  général  nous  fubflituons  3  y  par  exemple  y  au 
lieu  de  x ,  nous  aurons  le  troifiéme  terme  1 3.  Le  terme  fom" 
matoire  S  d'une  fifcie  eft  une  fonâion  de  x ,  dans  laquelle, 
fi  â  la  place  de  x  on  fiibfUme  un  nombre  entier  pofitif , 
on  aura  la  fomme  d'autant  de  termes  que  ce  nombre  con<» 
tient  d'unités.  Le  terme  fommatoire  de  la  férié  ,  dont  nous 
venons  déparier,  étant  ^x^  —  %x  y  fi  on  fubfticue  7  âla 
place  de  X  ,  on  aura  133»  fomme  des  7  premiers  termes  de 
la  ferle.  Eu  fiippofànt  la  férié  continuée  a  l'infini ,  la  fomme 
devient  S  «ts  3  00^  —  l'oo  =  3  00^  (  ^i^.  U  ferolt  â  fou* 
haiter  qu'étant  donné  lé  terme  général  dune  férié,  ou  pûc 
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trouver  le  terme  foimiiatoire'correfpoQ(lant:niais  il  y  apea 
d'apparence  que  ce  problème  général  fok  jamais  réfolu  ;.  c'efl 
pourquoi  il  eft  i  Pf^P^^  ^^  chercher  des  formules  générales  par 
lefquelleson  puiuè  déterminer  la  fomme  deplufîeurs  fériés  par 
leqr  terme  général. 

^^.  Théorème.  Dans  une  férié  quelconque  le  terme  génl- 
rat  efi  égal  à  la  fomme  de  tous  les  termes  jufqu*h  x  inelufive- 
ment ,  moins  la  fomme  de  tous  les  termes  jufqu*k  x  —  I 
inelufivemenr»  La  chofe  eft  évidente  ;  car  ce  qui  refte  doit 
être  égal  au  terme  du  'rang  x.  De  ce  théorème  fi  fimple ,  il 
fiiit  qu'en  appellant  S  la  (bmme  de  tous  les  termes  pris  l'ufauà 
x,  êc  S'  celle  de  tous  les  termes  pris  ju(qu'i  x  —  i  inchi- 
fivement  »  on  aura  le  terme  général  T  b=  S  —  S^  ^  y  mais 
il  faut  pour  cela  que  S  exprime  la  vraie  fomme ,  ce  qu'on 
connottra  fi  en  fàifant  x  =»  i ,  on  trouve  S  »bT.  Si  alors  S  =T 
«— «  tf  ^*  »  T  fera  —  S  -4-^  (  vnue  fomme  )  ;  au  contraire  il 
faudra  ôter  «  de  S  fil*  eft  plus  petit  que  S,  c'eft-à-dire, 
fi  T  -f"  ^  °™  S  y  êc  l'on  aura  T  »»  S  —  a  {  vraie  fomme  )  ^ 

amfi  quoique  — ^  —  ^—^ 1^-^ — -^ h 

cependant  la  ferle  dont  le  terme  général  eft ^n*a  pas 

s  X^  *~  X 

pour  terme  (bmmatoire  *— ,  qui ,  en  failànt  *  «■  i , 

de?ieac  ?  •»  i^tandis  que  le  terme  général »   de* 

vient  1^  doncle  terme  général  forpafi  alors  S  de  7  ^  donc  S  + 
«  ««  S  H-  T  "  ^^  '^        *  ««p  2— ,  véritable  terme  fom- 


saatoire  de  la  férié  dont  le  terme  général  eftT— > -^ 


'îl  faut  bien  remarquer  que  T  «=-  S  —  S'  exprime 
deux  féiies  ,  dont  le  terme  génénd  de  Tune  ■»  S  >  &  celui 


*  Oa  voit  1>ien  q<ic  pour  avoir  T ,  il  faat  avoir  S  ou  la  fomme  des 
temocf  exprimée  par  une  fbnâioa  de  s  >  auaemeiir  T  nt^  Tcroit  pA* 
exprimé  par  une  fonâioo  de»*  '» 

^.*  eA  aiK>  qtsuHite  fonitaam 


C   A   l  C   O  1. 


JO| 


mm 


4c  l'autre  «=-  S^«,  £a  £»raiatll  -ces  Awt  (Stict  on  verra  m 
le  premier  cerme  ^leiapctiniecedécnûtlcfeocNiddeUfeGoiiae^ 
.le  fécond  de  taptieniere  «  le  troifîéme  de  la  féconde,  ace.  ^ 
le  alors  coaime  il  ne  refte  rien  ^ue  la  diffiience  du  dcmiec  d^ 
la  première  au  prçmier  de  la  (econde,  la  méchode  de  ttowrei 

;T  ezpofée  ci-defl!»  dcTient  inutile*  Soit  S  —  -*-r— ,HdDtt 

En  fbraunt  les  (ifries  dont  S  8c  y  (bat  les  tetines  générant 
A  KttaBchant  celle  <qnt  répond  â  S',  de  celle  qui  r^od  àS, 


rooaT 


cVft-â-dire ,  qu'après  avoir  retranché  les  termes  de  la  Crie  SF 
(û  ce^  termes  n'étoiçnt  pas  remmchës,  ils  aurcyent  le  fiene-f-) 
de  ceux  de  la  fërie  S  ,  il  refle  le  terme  général  de  la.férie  S ,  ce 
qni  ne  donne  rien  à  connottre.  Aînu  la  méthode  du  théo- 
rème ne  peut  réuffir ,  tandis  que  le  terme  gén^l  «ira  la 
£9rme  dont  nous  venons  de  parles.  Il  Ëuu  donc  tâcher  de 
donner  une  autre  forme  â  T  «=  S  •—  S'«  ^ 

•  Si  on  réduit  au  même  dénominateur  la  valeur  de  T'-*  S — S' 

•— T,&bfiriecoacfppndaMe  fem  rrfiîf^^îTî»  n?»  ^^ 
4ont  le  terme  fommateire  fera  — »7 — •  Six  ««i  m  ,1e  teaot 

.{bmmatoire  S  de  cette  férié  deviendra  S  m»  —««t* 

^y»  Poor  nire  iapplicatioii  de  oc  ^oe  sois  vcftOftf  de  dlMy 
cherchons  quelles  (ont  les  Cries  dont  le  terme  fomamcme^cpa* 
tient  X  dans  tons  Tes  termes.  Ûa'on  .dtflModt ,  .par  êxfmgdt^^ 
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quelle  cft  la  férié  dont  le  tentie  fommatoke  eft  —  «x ,  tf  é»m 
une  quantité  conftante.  Ecrivant  9h —  i  au  lieu  Me  * ,   fai 

5' -osa je tf ,  & T  ««  S  —  S' «» a  \  doilc  tous  les  termes 

fent  égaux  l  a  ^  U  \k  fétie  tSia^  a^a^a  ^  dont  la  fomme 
S— tf«*. 

Je  ckerdie  enfuite  quelles  font  les  fériés  pour  lefq^iellfc 
on  a  S  =-  tf  *  +  ^  **•  Subftituant  x  —  i  au  lieu  de  x  ,  Je 
trouves— tfx  —  a+  *x*  —xhx-^h,  ^S—S!^ 
^ sa.  (  a — h  +  xhx).  De  ce  tetme  {général  je  forme  leis 

deux  fériés  V  ?  "V  ^'  ^  L'unçdc  ces  fériés  cft  la  f^i» 

des  quantités  égales ,  la  féconde  eft  une  progreftion  al-itbne^ 
tique  dont  les  termes  croiflent  comme  les  nombres  ihipairs 
2^1  5}  7  9  ^^«  ^^  ^°^  '^  ^^^  9^^  réfiikede  ces  deux  (eries^ 
ajoutées'  terme  à  terme  ,  eft  une  prdgreffion  arithmétique  , 
dont  la  différence  eft  =  x  ^.  Donc  fi  le  terme  général  d'une 
férte  contient  feulement  x  linéaire  ,  c*e5-â-dire,  *  ilevé  à  la 
première  puiflànce  »  on  déterminera  (adlement  le  terme 
^matoire  S ,  en  iailànt  «=  tf  —  ^  le  terme  qui  ne  conderii 
pas  *  ,  &  le  coefficient  de  *  ^  x  ^.  ^ar  fxempU ,  fuppofapt 
Y=«iç  +  3X,  je  fiais  If  =tf  —  b  y^^^^zb  i  donc 
^  =»  1  &tf  =%  15+r  — ¥>   ainfiS  =  tfx  +  ^x^  ^ 

s 

jxx  +  ix^ 

^8.  Si  Ton  a  une  férié  telle  que  J,  Tt  lî  »  ^<î.  dont  les 
premM^es  diflérenccs  foient  conftantes  ,  on  trouvera  fàdfC- 
ment  le  terme  T  &  le  terme  S.  Car  fiippolànt  le  premier 
terme  j  de  cette  férié  —  (<«  —  ^4-  x  bx)  en  fàifiuit  x—\\ 
fuppofiint  enfmtele  fécond  terme  7  *»  [a — ^-(-xAx),  enfkîfant 
jc=s  X  y  Ton  aura  3  »«tf-|-^  ^  &  7  «»  tf  +  J  ^.  Retranchant 
la  première  équation  de  la  féconde  ,  il  vient  7  —  3^**  4  =* 
X  *,  &  ^  =  X.  Subftituant  cette  valeur  de  b  dans  la  première, 
rontrottvé*fl=i  i<lcmcT  — S— S' — (tf  — ^+X(t«)«* 
—  i4.4x,&S  =  tf*  +  ^**=x+xx*. 

Si  Ton  fuppofc  $  =  4ix  +  ^  X*  +  fxî  ;  en  Cxbftituant 
jr  — 1  au  lieu  de  X  ,  S  fe  changera  <n  S'  ,   &  Ton   aiir* 


,*— ! ^ 


•' Ceft-à.dire ,  fi  *  eft  «  5  ,  /w  ixwaifU  f  'U  fomme  des  5  premie» 
wrmeffensa,  ce4ia«ft6ri4eat«  J^ 


m        '  ■■  1.1    J.       .    '  '  '  '  '  '  ^  ■     ■ 

1  '      -^^.^  i  y  .     .  laeral  ^etome  une 

férîe  que  ft  dïvife  en  -  troit  ;  rf  ,  « ^  4  ,  <! ,  Icc. 

la  piemierc   cft  compoféc  cic  *  »  J*Vf^'>7^>  ^*, 

_       &<:• 

nombrêt 

.  dont 

lesfécondes  djSërences  font  coA^hnces  &  égales  i6c,  Ia(]ueIIe 
propriété  convient  nécèflàlrenvent  à  la  férié  ràtsfle  qui  réfulfe 
de  ces.  trois  ajoutées  terme  â  terme. 

De  là  il  fuit  *qu  étant  donné  le  terme  général  T  =  i-~^.x 
-I7  x^  pour  trouver  le  terme  foiiimatoire  S  de  la  ûkie  i 
laquelle  appartient  ce  terme  général ,  il^  faut  faire  i  «=«  ^i  — 
A'+c,  — i=»iA  —  5^,1— }c*.  De  la  dernière  équation 
l'on  tire  ^  «»j-  Subftituânt  cette  yaleur  dans  les  4pux autres  ^ 
Çon  a  I  «=  a — •  *  -+•  V»  —  t  ^a»  ti  —  x;  La  dernière  dônfie 
^«dro^  don<enfubftitttant,r<ina  its=»a  —  ^4-|»«â — o-f* 
^y  ou  <J  ^^'T*  Subfli tuant  les  valeurs  de  4  y  i  ^  c  dans  la 
valeur  générale  de  S  ,  Tona  S  •=^*^  'i:  +  j  *î ,  terme  fomma* 
toire  de  la  férié,  dont  le  terme  gériéhil  eftT  =i(ï  —  x-f-**). 

ConôLLAiiiB.  Il  fuit  de-li  qi/ôn  peut  &cifement' de* 
cciminer  foit  S  ,  foit  T  dans  une  férié  dont  les  djftérences 
Ibcondes  font  confiantes.  Car  par  la  comparaifon  de  trois 
fermes  on  pourra  connoître  a,  ^9  <^>  qCd* fardfir  c^nnoître 
iT  &  S.  Soit  la  férié  9  y  i  j%  %t  »  ^3  î  49 i  &c«  dont  les  fé- 
condes différentes'  font  'Conftances.À  égales-à  4*  Comparant 
le  pi:cnû^r  tçrme  9  avec  le  terme  général  dans  la  fuppofition 
de  x^i  y  le  fécond  terme  13  avec  le  même  terme  général 
dai\^,,la  fuppofîtion  de  x  «=.  x  ,  8c  enfin  le  tipi|iéme  terme  ai 
avec  le  terme  général  dans  la  fuppofition  de  x«e  3^  on  trou- 
vera trois  équations ,  que  j'appellerai  du  premitr  ordre.  Otanc 
la  première  de  la  féconde ,  Se  celle-ci  de  la  troifiéme ,  Ton 
fluiU  deult  équations  da  fécond  ordre  :  ôtant  enfin  la  pre* 
xniere  des?  fécondes  de  Ist  (èconde ,  l'on  a  une  équation  que 
j'ajJpfHé  <///  trtfifikme  ordrt. 

*  C*cA-à-iiire  qu*il  faur  ^alet  les  i^uantit^s  coaftaotes  ^i  fe  trotf« 
yrnc  H^nslc  terme  général  ({onné/dc  fians  h  formutc  du  terme  géné- 
ral V  donnée  ci  dsiuif  ;  Ton  égale  d«  mêine  let  coefficient  d'une  aoèoit 
puiiÏAOce  de  »•    1^ 

Tome  1.  V 
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Zmmxh'^WC 


Equathiu  du  troi» 
fiiwu  ordre. 

4  m   ^£» 


l>e  féqitttion  40»  '6  c,  Ton  are  c>«>  4»-  7.  Cette  valeur  de  ^ 
lubftitiiée  dams  la  première  du  fecoad  ordre,  donne  ^ni^; 
iiiblHniai^t  les  valeurs  de  c  £c  de  ^  dahs  la  première  du  pre* 
niier  ordre  ,  Toa  a  Téquatioa  if  «a  8  +  j  ^  donc  T  >«  5  — - 

On  trouvera  de  même  que  le  terme  tbmmatolre  S  étant 
^^-f-^jr^-^cx^  4~^^^f  le  terme  général  (era 

S— S'  — T—  I  ""*  +**' 

De  ce  terme  eénénd  l'on  pourra  former  une  férié ,  dont  les 
uoifiémes  diffiSenoes  Teront  confiantes*  Parla  même  méthode, 
SiSmmsM  +ix^  +cxi  ^  dx^  +  A' f  <Mi  aiua 


Tmm  \+C  —  iCX  +  J<** 

---d'+^é^dx  —  tf</jr*  +  4il«f 
+/— s/*+io/*»  —  io/*î  + 

De  ce  terme  eénéial  on  peut  fermer  une  fine  dont  lés 
•quatrièmes  dimences  (oient  confiantes. 

Co&*OLLAXRB  H  De  ce  que  nous  venons  de  dire,  3 
fuit  f  ^.qifune  iérie,  dont  les  di^ences  de  Tordre  m  font  coni^ 
4antes,a  pour  terme  général  tme  £armule  * ,  dans  laquelle  x  eft 
élevé  â  la  puillànce  m,  8c  pour  te];me  (bmmatoire  une  feimnle 


•  Cettctmaiûc  tftTm:ma+hx+  cx^  +dx^  +'ex* 
****+;'  x"**  En  ^ifant  «*  a  toutes  les  quanàtés  confiantes , 
toutes  les  quanûccs  qui  mulûp&ênt  x  étant  v  ^  »  ^^ 


t  < 


C   A'V  t/U   lib 


.1    I  •  •     / 


•J<*7 


ï.  ■JLi,  L  11 


dans  laquelle x ^Vnpoûfifitinh IL «c^e pIa(i$iQ^ Jes.tttmes 
de  S  font  dlkùés  de  quelque  pulflance  de  x.  i"".  Que  pour 
Irourer  |e  terme  T  d'une  iërie ,  donc  )es  diffi^ences  d'un 
ordre  quelconque  fom.  coîbfiance^,'  11  fuÊ,  ayaiit  Ul  GaectU- 
fivem^ç  x,=.  I ,  »\  j'^  4  y3ct.  V,de  comparer  autant  de  pre- 
miers fehnes  de  la  (erie  qù^îr  f  a'  d'unités  dans  m  -|-  j  (  fî'la 
{éàt'ic^  49  fdUns  m  ^J  h^nec^  fai-fermule^  gèiènUi  «ni  eon- 
▼tem  i  c^cce  tfrîe ,  4'ôki  fPo>i;tlrMtt  let  équations  n6:efSures 
.  poQF'dëtërmtber  a ,  ^  ^  r;  ftC         .  '         •   . 

ÈklîMfLE*  La  C^tle^iV5| ,  »4  9  ^o,  ^b,  «ce.  ayantfcs 

'  trpîfiémei  tfifi&ences  'coulantes  ,  fe  prends,  la  formufe  du 

troifî^mc  degré  a  +  ^je-f-  c*^'*+* w/xi.  lafifaàt  ftcccflffve- 

«entAr-is»Ii'i',  J,  4yfaî^titf^qttatîonsduprcmiérùrdrc;  , 


,,i 


:  :  EjptamÊS  •  éU'  preàikr  'crU 


Eqtuuiouf  du  fiténd  ifrdre* 


:  : 


<^   I. 


^  Kè^nftk&anrlaprehiiete'équatlondtipretnieror^ 
celle-ci  de  la  troiGéme  ,  Scca  ,fai  les  équations  du  (ècond. 

»  ordre '^.,  en  retrancfaaiK  Irpremtere  de  JaieoMldé',  4^oelle* 
ci  de  là  troifiéme',  donnent'  les  équations  du  troifiéme  ordre» 
Ketra^jclmtf  4a  preimcze  du  .tn^ijémc  ordre  de  la  fiscoade , 
fai  réquatton  du  quatrième  o^dre  64  ^=^  X  ^  d'od  je  tire 
^«>  }3=*f  •-  SubfHtuanir' cette  valeur  de  d  wis  la  première 
du  troifiéme  oidrc  »  t'qi^^dnve-^«s  t.  Smbftitiiànt  œs  râ- 
leurs ic  d  &  de  c  dans  la  ptt^ere  dti  (ècond  okdfe.»  IW  « 

'  iit^«SbfaffiiQiM««s  ValèaMtdt  i^r^  «^dantiapraniciedà  pr«« 
pàetvebx:^  l%n  tiotife^ii^i*^  «f  5  éoiic  T^=—  d^^tc-^ c  »* 
«4.  i<»a.^  fjr  -^  j^*  -1*4  «i*  J«  fuppcaeS-fcAW^f-B*^ 


.:^  .••. 


ÉkM 


^  kî^cif-àHdkc  fi  lttdlfili€acéiiU'tV#r^  ai  fooc  conilait«& 

V» 
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-i-Cx»  +0««.  D«*j[fe  tttiBeB<«'^  «* 

••     •••/• -"A- •  ■••■•"■  •.:'.■    1 

t.  «o«p«nUb>  de»  te»«i  W  les  ^y«^  ^^^S^,' 
r      àD»!  I cm  *alea«  Jan» s ,  on  a  5 — 

une  iïiic  ^î^^  \fffm.  o^  .fçvt  fV^^P«  *.^»  ÂtSéteaet» 
confiante*» 

00;  Vtmo»  MX  firi«$  aa«  lï&ueHe»  S  «ft  «ne-fiaftioa 
JoM  Ict  dcni;  ternies  font.afoaés  aW  «»ê«e  p«^tàot»  de  x. 

siùtS^'   <^*.    .-Ecrifant*  —  i jnlku «le»irf«»a» S% * 
itctranchant  S'  de  S ,  il  vientS  —S'  —  »  —  ^'qfm  "* 

diifam  le?  faiûioiis  aa  njêinc  déioiBinateur.  Si  de  je  terme 

général^ii  feniie  une  fétle,  fou  terme  CnninaKoire  fera  S — 

./*,  .   Mais.U.feie.^ttcd9ûne  le  terme  gén&al^iimtt 

?e«His,aB.ti3«i«^  eft  jr|j^^»'  C^+^)-A'+*.^)  * 


, C^^' ,  *c  Or  ÎLeft  fifiWe  ipie  les  divt- 

fcars  ipénçit  les  deux  féwcs  que  lonflroi|  la*  ^ 

.  ^^  *ft.  +:  *  ».  ^  ri-  *  ^  >  ^^.  j^s  tefiiucltolc  premier  tcr- 

Wd^UreçMdc  «ft  égal  au  fe«<>iid  dt  U^çewere,  k  feca»^ 

4e  U-few»dc  an  troifiémc  à^  iMrciwe'  •  A  If:  <to»^-<^e 

4tJa.w«iiec«ilVai«dçm«:«c4a  iiomd^  La-diSéreâcc 

daas  les  deux  Crics  eft  =- A.  Si  dans  Sonfait  jp  —  t».  Ion 

auras— 1-  Soit U fétic  1^7,5;^, 7rîtT«T?^ !..*?>» '* 


^mamm^mt  i       mÊ^mmmmmmmmmm'm^mmmmaÊ^^m^tmmWKm 


numénueat  de  ce»  fiaâioQs  -^cvit  cooftitit  j^.  4c  les.  jGÉiieâ 

»,  7  >  ï»>/7  &C.  que'&nsKE»t  fes  clîvifci«  étant  tes  ràê- 
7,  II,  17,  11  ^ 

nies,  excepté  que  l'uae  tommenceanfoconi!  terme  de l^antre, 

il  cil  facile  de  voir  q.u'ietie(.  a^ppariioit  ijMMTQLf&inmle  géné^ 

raie.  La  cpaiparaUba  (aie  voue  qi^  ^"»5  &'4  ovr'i^  ^oor 

troaxéc  /  cooioie  l'on  a  1-équadon  ^  /■»  ^  ^  oa  (  i  cauife 

de  4=«  >  )  a./  — ■  ^  ,  il  cft  viCUp  qii&  /=— 4  ■—  J:  >  4»nc 

s^  /f.  ,  —  ■  >* -.-^  acârinfinry^f 

Soie  maîmenapt  &  ^  .  ■  ,  Z"^"^,?  f  ',  V  x'-  ^"^>«" 
tuatu  x*^  X  à  la  place  de  x^^  rçn  au^<S\  IcS  — S^"-» 

1  ^:=»  r  ' ,   ■'■  /     '  \^  V    j' i  / \-i  A  ;  i.  \*  «/ans  cette 

r^+^  (x— i)]  li-f  A  (»,— i)]4>nKjf).      .   .^ 

formule  le  numérateur  eft  le  terme  géo^t  dîme  fêrie  do 

premier., ordres,  pourvu  op/^  le  coeftcigit.  de  X  ne  foit  pat 

e=  o  :  car  dans  ce  cas  U  numérateur  feroit  le  terme  eénera^ 

d'une  fuite  de  quantités  égales*  Les  fiié^eur»  <fo  dlVKeur  re- 

préfcnceiit  chacun  une  ftrie  dn  ptemier  ordre  âc  de  plos  la 

même ,  av«c  cette  dilfi^rence  que  hi  (ècondé  eommence  ao 

fécond  terme  de  h  première  ^-  ^  la.  troifiéme  "aa  irolfiémo 

terme  de  1»  première». 

Sdi:  la  férié  rrrr^i  tutx^  ïT^:z^^ïT^^7 »  *c.  Le  terme  générât 
de  ta  férié  des  numérateurs  cfiT-=aiT  +  j,x^&  Ie$  Cries  des 
dettzpcemieiaiaâeacs  du  dénoaûnacem:  font  dansJe  cas  dont  noui 
Tcnnas  de  pirler.  Le  terme  général  de  la  férié  que  forment  les 
troîAémes  fadeurs  eft  ^-M;c=e=j-f-*  5  de  forte  que  4i=j,  ^=t. 
Sttbilkuantt^s  valeurs  de  «  &  dea^  dans  (b  wxc€i  g^Cll..qm 
convient,  i  notre  férié ,.  oaen  diédui^a  3/,-+  3  ''^  ""  '  >,  — /• 
I —  m^-^i '»» ^=^  5  ;  d*6à  foa tirerai»  =«  f^ ,^^/«k  -2j  5-  donc 

Sf  le  numiérateor  du  eernae^oéral  T  étoit  divifib^  par  u» 
det (âébeiu^ettrâmes,  ladhd&n  étant  âiite,-  il  appacticitdroit 
â  l'avant  dernière  formule.  Maïs  fi  lefaôcur  moyen  man^uoit^  îl 
.ftudrojt  mulùpUec  le  tvuméuteur  <c  le  dénommateiir^ar  cc^ 


^lo     Cours  d«  M  At^H^  m  atiqu  es. 


MtfMaMIaMaMtairfhaMiMMai^ 


ftôenr,  afin-qae  leMnae-gioéril  p4t  &  trouver  dans  Iec9t 
<le  la  fonnule  que  noas  Tenons  de  trouver.    *'     • 

Sou oaucenaat S—,   .  ^.JZ — vi  ^   i  a  / m  /    ,  /■; • 

On  tioHvera  de  mftiiie  le  terme  T  oocielpondant ,  dont  les 
ftâenre  da  d^ominateor  feront  des  termes  gënteaz  de  qoa» 
c  trefilries  qui  ne  feront  qu'une  âe  même  fifne,  avec  cette  difeen^ 
ce  que-  la  féconde  aura  pour  premier  terme  le  feoond  de  la 
première ,  la  troifi^me  le  3*  ,  &  la  quatrième  le  4* }  &  x  ne 
montera  qu*au  (ècond  degré  dans  le  luunérateur  de  T^  fi  quel-* 
quefiiâettr  manquedaasledéaominateurydu  terme  généra >oa 
multipliera  les  oîeuz  termes  de  ta  fiaâion  par  le  nfteur  qui 
manque,  ^&*. 

100.  Paflons  aux  réries  dans  le(quelles  îe  terme  (bnmiatoire 
renferme  une  quantité  conftante  multipliée  par  une  quantité 
exponentielle  **•  Soit  S^^ai*  —  a.  SuKftituant  x  —  t  au  Uea 


exponentielle 

«  /'  —  /tf 
dejr.onaS'  — «/*-*  — 4—-—. j  donc  S  — S' -i» 

T  Mi      ^    '     '     ^  Si  Ton  fiippolè  x  ««  i ,  Pon  aura  S 

««iT.Deft  aifi  de  voir  que  le  terme  T  dé^e  uneprogreffion 

métrique  »  dont  par  conTéuiient  on  peut   toujours  ttouver 

k(bmnieS.  Si  /^  x  »  la  ferie  eft  croiflàntej &(àifimt  x  a» 

m  ,  S  fisra  and!  infinie.  Si  I  •>«  i ,  alors ,  T  ««  o  &  S 

•--  o  3  fi  /  <^  I ,  la  fétie  eft  décroiflànte  ,  9c  alon  fuppo- 

(ànt  xacB  oa  y  on  aurpit  4  /** — a  ^  quantité  négative.  Pour  ren* 

dre  S  pofitive  ,  il  faut  fuppoiêr  S  ^^  a  —  a  /* ,  êcT'=» 

a  (  1 /  )  /* 

— ^^ — T— ^ —  i  êc  alors  en  inppoiant  x  •-  w  ,  foo  «  S 

Sok  maintenant  S  ■■  (s^ix)*  l*^-é.  On  crouvera 

*  Si  le  vhu  grand  ti^inc  de  x  dahf  le  humétaueut  de  T  n*^oi(  pat 
plut  petit  4e  deux  unités  q(ie,te  nombre  des  faâgents  du  déooniiiiateurf  on 
««noit  fi  i*oo  peut  le  itudre  tel  pi*  VdiVIfibii»  £c  l*bn  cbevelwroit  i  parc 
le  ceriM  S  do  quoéteoc  »  ^^oa  ^Qdfoic  «?ec  le  eerme  S  de  i»fnâiMi  » 
la  romina  dounccoîc  la  ttnne  ùmmutùic  cbficbé. 

**  Uae  <iua4iticé  €»po>umtklU  e(l  une  quantité  allcâée  d'Un  expofânc 

vatiabk>H'  comme  «« qttl devieat  €*'  yca  fappo'û&t  ««&,&:«*  eofid^ 
fane  X  «  t.      . 


-    -  ^  » 

C  A  L  G  V  L.  }11 

fiuit  chaDger  tons  les  figues  ,  foie  dans  T»  loiiJans  S,  afia 
d^évlcei  les  quandtés  négatives* 
De  même  fis— («  +  **•+•«  x*)-/'  — 41^  T  iii* 
al    +hlx      +clx^ 
—a      —ix  V 

r+h      -+-»cjr     —ex*    J 

■*■ — ~^  I  x/»*Si/<t,  oadiaftS 

feia  les  figues  dans  S  ft  dans  T.  On  toîk  par-U  qu'une  fi^# 
ont  la  Coauat  eft  eiq^rimée  par  une  fS»fmule  alg&tiq|ae ,  mnl* 
tipliée  par  une  <|«andcé  exponentielle ,  êc  dont  on  âte  une. 
conAante ,  a  pour  terme  général  une  fiMmnle  algébrique  du 
aftème  decré.  Se  multipliée  par  la  mime  exponentielle* 

Suppotons/e<cniu|;^ff/rtf/aune(&ie  ^-^  (i+x+x^)  *  (^0' 
Je  faisS  a» (tf +^  X -f* ' ^^)  *  a'  —  «I*  Subftituant  x  —  t 
à  la  place  de  x  ,  pour  avoir  S'  »  Ton  auta  S  —  S'  »-  T 
a    4-Ax      4-€x* 

(+^    -**  } 

\  —  c    +%cx    —ex*/      ^,  ^  . 

^*       ■  ■    .  '»**LapomparaiR)nnied9Hp 

«ctf-l «,,,4 — ::e^_,,^_^^,^ 

*  »  •         m   ■  • 

1^—6.  SironavoîtT— (j+fj»r+x*)Y-^y,  pap- 

ce  que  la  quantité  exponentiette  eft  plus  petite  que  runicé ,  je 

fiippolèroisSa>-<tf — fX^  +  **+tf«*)x-7  !•   Enfiiiie  je 

troaverols  (àdlemency ,  Bt  S  —  $'■«  T,  &  par  comparai» 
foQ  les  valeurs  it  a  ^  b  ^  c ,  d'où  je  tîrerqis  S  »>  ~  — « 

Les  firies  qui  font  reprâèntéespar  les  termes  généi^aux  de  ht 
forme  dont  nous  venons  de  parler,  (ont  algébrioygéométrkiMcs*. 

De  ce  que  nous  ^00%  ixt  jn^'id,  il  (ait  qu'on  peut  trou- 
ver la  (omme  d'une  (2rie  quelconque  qui  rétulte'de  Tadditto» 
00  de  la  (budraétion  des  (2ric$ ,  fort  géométriques ,  foît  aigé-' 
brico- géométriques  :  car  on  peut  trouver  Fe' terme*  générât 
de  chacune  des  fiSries  au  on  aioute  on  qu'on  foùftnut  ^  &  fe 


é^Êmmm^m^mmmmm 
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terme  général  de  la  fomme  ou  de  la  différence  »  (èra  égal  i  U 
fpoun^.ou  à  la  4ifférence  d^s  termes  généraox  de  ces  fSrles, 
ce  qu'on  doit  entendre  de  même  du  terme  (bmraatoire*  Mais 
il  n  eft  pas  £iciie  de  connoître  fi  une  férîe  propofèe  a  été  fer- 
mée par  l'addition  ou  par  la  fouftradion  des  iéries  géométri- 
ques ou  algébrif  o-géomécriques  ;  or  je  dis  que  les  fériés  ré^ 
cunent«s  font  de  ce  genre.  Pour  le  prouver  ;  .1. 

loi.  Soit  T  -^rf/',  d*où  l'on  tire  la  férié  géométrique 
aiyai^  ^al^i  êcc  dans  laquTellô  cbaque  terme  eft  ép:al  au  pré- 
cédent multiplié  par  la  confiante  /  s  ainfi  c'eft  une  férié  récur- 
rente du  premier  ordre.  Si  Ton  faitx  —  /=o,  >left  évident 
que  /  (êra  la  racine  de  cette  équation*  Pour  troufcf  a,  loti- 
qu'on  Gonnoit  /,  il  fuAt ,  en  fupf>o(knt  x  »-«  i  ,  de  comparer 
le  premier  terme  de  la  férié  donnée  avec  aL  Soit  ^  par  exemple^ 
la  ièv'ut  récurrente  du  premier  ordre  tf»  4  *  i  î,  i  ^,  •;V>  fr> 
&c«  qui  ,•  a/amfttppofi  le  premier  terme  »«>  6 ,  fe  ferme  «ca 
multipliant  chaque  terme  par  7.  Donc ^»7 «  ècT^^^a  (-•)'• 
Suppo£mc  X  '^i  9  fon  a  6  *«* j <>i  6c  tf  «"» ^  >  d»oç  IF  «« 

Soit  maintenant  T  ««it/'  +  ^/^  »  dod  Ton  tire  une  driû 

QDmpo(éo  des  deux  fuivantes  ,  //^  *1r^\i  J-Laféncquî 

réfulte  de  ces  deux  ajoutées  terme  i  terme ,  eft  une  Srie  récur- 
rente du  fécond  ordre  ;  car  chaque  tenpe  de  cette  férié  fe  trou- 
ve en  multipliant  le  fécond  (  c'eft  celui  qui  précède  immédiate- 
ment celui  qu'on  cherche  )  par  /  *f-/,  èc  le  premier  (  c'eft  celui 
qui  précède  le  (ècond)  par  —  If  En  effet  en  multipliant  a  l*'^ 
+hf^  '-pztt+f.Uai'-  *4-i/'~*  y  r  —  //,  la  fomme  de 


premier inefnface,Ac — 4//anfixon<i,  onanraA*-|-4«-«/* 

—  *//+A&V'(**  +  4' )  —  /—/;  <loncA+V(A'  +  40 

-  »  /  i±^i*l±±)  —  /  *  irLvLtildbii)  »/• 

i^  1  /-    .II!  ■■«  «  •  «c.    '      "      "^y* 

a  * 

Ces  valeurs  de  /&  de/fent  les  racines  de  Téquation  jc*  — hx 

—  i— 05  car//*»— i,ac7-H/— A*.  / &/étant un«  foisi 


■^^■^■^111   I   ■      ■        »i     m 


*  Dans  uflc  équation  Hu  Çecooddcx^^le  dernkr  rerlD^eA  le  produit  Hcil 
racian  i  l*on  fait  aiiflî  que  ta  fomme  des  racines  prifes  avec  un  fij^e  coor 
vair«  donneitcocS^teot  4u  (econd  teroK  d'une  ^uacion. 


Calcul.  51) 


^ 


CDiintes^ ponr  déterminer aêch^'û  fiiffit  <le  (appoCer  le  pre-* 
snier  terme  de  la  Crie  «»  dl  -^  è/,  9c  le  fécond  ««>  ^  A  -f. 

*  .«^^  —  a     *•  ^tt  ^*  a.  .  •  .&        A  *  «  m 


à  /*.  Si  l'on  fappofe  i»»^ —  i,ABa|,êc  lesideoz  premiers 
termes  de  la  férié  3.^  »,  pottTiavoir  laférie  récurrente  anfeconfl 
ordre  3  >  1  »  3  j  7  >  18  ,  47  ,  113  ,  &c  on  trouvera'/  ■« 

^'  ■'  '     '  ^*  f  oc /^  '    ■  (  racincv 

%  a       '     "^  a        ^ 

de  réqnadoa  ;r^-^3»'4-i  -«ô  }•  Ponraroirtf  &^,.  onfe* 
a         "  a  *  4 

c»B  ».  De  la  première  é^iation  multipliée  par  3  ,  retranchant 
la  dfemiere ,  on  tire  4  -f-  ^  °*  7  >  cette  valeur  étant  fui>ftiniéc 
danslapremiere,  donne  J- 7  + 7- ^  j.(a— ^^aa»  )'j;d6nctf 

"  I  f 
«->AfM«^MB — ^  y  5«  Ajoutant  cette  dernière  équation  i 

ravant-demiere ,  &  l'en  retranchant  enfuitCi  Ton  trouver  «>« 


41,  alory  les  racines  de  Téquatioux* -f- A  x -*-/«»  o  (ont 


avoir.  la  férié  récurrente  i ,  1  ,  J,  o,  ^y^^cc  vous  uou- 
verea  /  ««/«s  f .  Ccft  pourquoi  T  dcvroit  être  »»  ^  (4  )'  + 
^  (r)*  9  &  fuppofant  x  ».  i ,  de  enfuite  =•  a  >  Ton  auroit 
J.(^  +  ^)«,,,i.(tf-f.^)«.i,  d'oiiPontireroitf^î» 
&  la  «a  18 ,  ce  qui  eft  abTurde.  Nous  dirons  biçn-tôc corn-, 
ment  il  faut  s'y  prendj;edans  ce  cas  pour  avoir  T. 

SiT  =  tf/»Tf-  A/'  +  c  g',  il  en  naîtra  une  férié  récur- 
rente du  troifiéme  ordre ,  en  multipliant  les  trois  termes  antécé- 
dens  à  commencer  par  le  dernier  (le  dernier  eâ  celui  qui  pré* 
eéde  immédiatement  celui  quV>n  cherche)  l'ttn.  p^si^f^g^ 
h  £xond  par —  //-^  ig  — fg^  &  le  'troîfiénae  par  if  g  'i  eowH 
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ne  il  eft  aiCidt  le  wo\x  ea  miilupUaiit  1»  crois  termes  «/'** 

+  <f  s  y  de  b  mmere  que^nout-^eiioiis^  le  dse;  <ar  Ton 
mn ,  ea  pccnaat  b  iômoie  des  produits  ^  le  tenne  (birant 
ai'  +  à/^  +  cg'. 

Si  le  terme  e&^  d'âne  CbAt  eft  oompoÇ  de  Padditionde 
plaiieiirs  quanotés  de  cette-ferme  41  /' ,  b  Ckie  Ce  fermera  ea 
multipliant  amant  de  termes  antécëdens  ,  qull  y  a  de  termes 
dansT,  ^commc&fanr  b  mnltipUcation  par  le  dernier,  ea  « 
multipliant ,  dis-je ,  par  b  feomie  de  toutes  les  quantités  cz* 
ponentielles  / ,/,  &c. ,  l'avant  dernier  par  b  femme  des  pro-^ 
duics  de  ces  quantité  prifes  denxi  deux  ^  mais  laquelle  lom-  . 
npe  doit  être  prtfe  aégauvement,  le  terme  qui  précède  celui-ci 
par  b  femme  des  produits  des  mêm^  quantités  prifes  trois  2 
trois»  le  terme  qui  précède  immédAement  celui  dont  nous 
Tenons  de  parler ,  mt  b  femme  négative  de  ces  mêmes  quan-- 
cités  prifes  quatre  a  quatre  ;  &  ainfi  de  fuite. 

5iq>poânc  le  premier  multiplicateur  »»  r ,  le  fecond  «t  /  » 
k  notfiéaie  m^r  ,  b  quacriémé^nf  ,acc.  il  eft  évident  que 
réqnadoa  *• — /jc»-'  +  //«^*  —  &c  —  o,  apour  raci-' 

—  êic  -f-&c  — &C. 
a^  /,/,  Sec*  *  Ceft  pourquoi  Téouation  «• —  r  «»-«  — ' 
j  «••»  —  f  je*-*  —  &c*  —  o ,  qui  râiil'te  de  la  première,  aura 
pour  radnes  i^  ft  g  ^c;  dans  cette  équation  m  doit  être 
égal  au  nombre  des  termes  antécédens  néceflàires  pour  fer^ 
mer  b  fêrie.  Ayant  trouvé  les  radnes  de  cette  équation  ,  le 
terme  général  aura  bferme  tf /'-f-^/^-H^f'ftc  Pour  dé* 
terminer  a^  ^ ,  c ,  Sec  comparez  ce  cerme  général  aux  91  pre» 
miers  termes  de  lafÀie,  cette  comparaifen  rera  connoUtre  a^ 

Pour  en  donner  un  exemple ,  feit  b  firie  o  «  a,  i  «  t  ,  ^  » 
i  >  T7  »  T7>  H  ^^*  qui ,  (  en  fiq^oûnt  les  trois  prenûers  ter- 
mes 0,0,  I  ),  fe  ferme  en  multipliant  les  trois  premiers  ter* 
oies  ,  à  commencer  par  le  dermer  9  par  i  «  }«  — >  7*  Ceft 
pourquoi  f  équation  qui  doit  donner  i  %ffgf  fera  x^  —  x^  -^ 
:i«-f-^-i-o^i  dontksractacsfimci,  f, — \i  donc  le  ter- 

•  ■'  ■■■■■■Il  111       —————————  M,— ^ 

*  On  fiiicc|tie  le  coeffidenr  du  fecoed  ternie  d'kme  ^oatioii,  dont  le  pte* 
mtec  terme  n'a  d*auiT«  coeHideot  qat  P«iiité  eft  égal  â  U  Comme  des  ra- 
qict  priici «r«c  un  figpe  contiaire  ,  que  \f  coeficieor  du trotûim^tena» 
eftigsl  à  U  lomiae  ^  pçoduiu  dct  caciiws  maldpliéei  dou  i  deux  »  aca 


»C  AIGU  II»  »I# 

"  I    I 

'  '  '  '1  /       •  Y» 

pie  g&niral fera  4«.i*-f-i*-^-f>c.N     ^^iT,  Sappcûntfac* 

cefliveoMnc  x«t,i,  3  /  &  comparant  et  terme  général  clans  cet 
diffirenteïfiippoficioosavecki  crQis.pfemietsiftiaMi$if  bfécic. 

»onaiïraa+---.-o,*+.^+^p  ,4+1  -  i. 

•>*  I.  letrancbaiic  (âcceflifement  la  première  équation  de  la 

ièconde  ft  de  la  troifiéme ,  4>Qaani-^->-+ i^««e.-^l^ 
.  .4^  4.       •        « 

4*y««i}^oÂKontlteai(&nent4aM— >4y  fto— f.Cèt 
valeorafahftioiécs  dans  la  première  doBMBt  tf  *-*  a  -f»^MO| 
oa4«ii|;  donc  le  terme  général  (oa  $-» -^  •-- f  iZIliir 

jioft.  Mens  venons  de  voif  quelles  ffities .  fécotrentesi^  iÎMN 

menhpat  l'aiTemhk^e  des  fifcies  géomé^lques  ^  parlons  mainte- 
nant des  fifries  algébrico-géométriq^es.  Soit  le  terme  géné- 
ral T«-  (tf  +**^)  /',  duquel  on  peut  former  la  fine  (« +^K* 
(4+  »4)  /*  ,  (  fl+  }  ^  )  /J ,  &c.  En  multipliant  deux  ter- 
mes antécédens  quelconques  [tf-f-^*(«  —  1)]*  ^*^' 
[tf4-^(*--i)  !•/*-*, le  acmier  pari/,  &  le  précédent  par — 
/* .  Le  terme  luivant  (  a  -f-  ^  «)  /*  fera  la  fomme  des  deux  pro- 
duits^ donc  cette  fôrîeeft  récurrente.  Si  Ton  fait  1/=»  A^ft /*• 

'««/,  î!  cft  évident  que  4/  (en>^  —  A*,  &  que  l'équation  jt^  — 
Ax—î«»oadeuxraçities  égales,  ce quidonne  le  cas  (101)  qui 

;ezclitt  le  terme  général  de  la  forme  a  l'^fr  ^  ici  Im^SL, 

Soit  la  férié  0 ,  1,4.,  ii,  31  ,X2o&c.qui  (enfuppo&ocles 
.  deux  premiers  termes  ^ ,  1  ) ,  fe  forme  en  multipliant  les  deux 
'  termes  antécédens  ,  le  dernier  par  4  ,  &  l'antre  par 4, 

Parce  que  A=»4,  &i«»— 4,  on  aura  4'=  — A»}  l'é- 
.quation;r»~Ax--«ii^04iira  deux  racines  égales,  &  l'on 

irouTera/  —  ».  Donc  le  terme  général  (èra  (  4+  Ax  )  a'.  Fai- 


m 


9 

filous  avons  ici  msi^ t«|,/iv«^,r-t«Jf  it  Vçu gqatittuiafta 
que  r  eft  le  coe&ienc  de  n^m  1» 


fl6      Couas    PB   MaTHÉM  ATIQVBS. 

Cmt  X  •»  1,  &  tjotnittxmmt^  Von  aura  en  compaiam fecceffi* 
Tement  le  terme  général  avec  les  deux  premiers  termes  de  là 


!•  CeftpoutquoiT  — f  —  i  +  -ji'  — (x~i).i»-n 

Sîron&ppofcT— (il  ^^*4.tf*»)/»,  Ufiriesm  en 
naîtra  lêra  récnrreate  du  troi£éme  ordre.  On  la  forera  en 
miltipliant  trois  termes  antécédens  (  en  commençant  par  le  der- 
nier) par  3/,  —  i^^t  ^'*  En  général  £[T«- (a  4*ix^ 
tf  x^-W  x'+^c.)  /^,de  manière  qae  le  nombre  des  termes 
da  mulciplicateur  de  J*.  Càh  <^  m^  ^  U  plus  grand  expo^ 
ûnt  de  X  (dans  ce  mnlÛDlicatear  )  ^^m  —  i ,  il  en  réfulceni 
Mue  férié  récnrreme  de  Tordre  /»  ,  en  nmltîpliant  m  teriçei 
ântécéiens,    le 'dernier  par  m  i  ^  Tavant  dernier  par  -r 

■■        ^-r  ,  celai  qui  précède  par      >  '  ^ i 

X/)  4cc«,  en  donnant  alternativement  lesfignes-f-%—  2  ces 

lanltipUcateurs.  Si  l'on ftit  Péqnatlon  x* — mUf^*     **'■■     '  -^ 

X  P-  jr*~^  &c.  ««co»  qui  a  tontes  fes  racines  égales  1  /,  5t  u  Ton 
appelle  f,/,  r,  ;?  &c*  les  multiplicateurs  des  termes  antécédens» 
\  commencer  par  le  dernier»  on  aura  l'équation  x* — ^(x*"'— 
ftf^'^  — rx*-î  to«  qui  efl  la  même  que  nous  avons  déjà 
froavée  (xoi).  Cdl  pourquoi  tontes  les  fois  que  cette  équa- 
tion aura  toutes  fes  racines  égales ,  T  aura  la  forme  dont  nous 
venons  de  parler,  &  les  quantités  if»  h^c  y&cfe  trouveront 
par  la  mdme  métbode,  c'e» à-dire,  par  la  compacaîlon  du  ter-» 
me  général  avec  les  m  premiers  termes  de  la  lerie* 

Soitlafétie  0,0,0,  i ,  i ,  i  £,  17,1 -^,  1 1 , &c qui  (ayant 
fuppofô  les  quatre  premiers  termes  o ,  o  «  o,  i  )  fè  fbi^ 


toutes  — ■  "5  /  ç*eft  pourquoi  T  fera  de  cçjttetbrme  (  <i  -|-  A  x  4- 
tx^'^'dxy  y  —  ;  A  faifint  tofoite  fiicceflivement  x^^  t  » 


^  >  )  9  4  >  on  trouvera  quatre  équations  d'od  Ton  tirera  a  ^* 
—  î6,^  — Ji,  c— 1^^  ^«ÎjainfiT  — (  — T^  + 

V*  — idx^^f*i)-^.  Maisfi  réquation  «voit  des  s»* 

a 


• 

C  A  1  C  V  L,i 

5ivr 

cinet  «n  partie  ^ales  9c  en  panie  io^galcsyT  jré&lteroit  de  Taf* 
femblage  des  (ëries ,  donc  les  mies  ferolèoc  géométriques ,  À 
ies  autres  al^ébrice^gépoiétriquesy  Se  par  conféquenc  T  fe^ 
toif  compott  des  qvantités ,  dont  les  unes  (croient  de  la  foi'» 
ane^^dtènte,  le  les  autres  dp  la  ferme  ci  d^us  (loi). 

Soit,  par  ixcmpief  la  férié  o,  5 ,  —  >»  ^3»  **- ^4»  87» 

-—90,  305  &c*  qu'on  ferme  en  muJtipIiani,ciaq  termes  ai»- 

cécédens,  â  commencer  par  le  de^er»  parOy4,  "^^f  —  3» 

^•l>ans  ce  cas  Téquation  générale  fera  x 5  *  -—  4 x'  4~  ^^^  *H 

3  X-—  a  B»0)  (  ona  mis  *  â  la  place  du  (eoond  terme  qui  man* 

que  )•  Les  racines  de  cette  équation  fent.l^  i,  i»  —  1,  —  t»; 

ttois  feat  égales  SC  deux  inégales*  Donc  T  aura  cène  ferme 

Jif^hx+cx^)i*+d'{—iy  +  e*  (-^.1)'.  Ayanifidc 

..àicceiCvement  x*^  i  »  a ,  3  >  4  »  f  >  on  comparera  T  avec  let 

•cinqpcemien  termes  de  la  foie  \  6c  les  cinq  équations  que  Ton 

.tirera  de  cette  comparaifen  donneront  tf  «»  1 ,  6  mm  —  %.^ 

c^i^d  — ■ —  Xi  €■»  I  \  c'eft  pourquoi  T»*  I—  a;c-f* 

Dfece  que  nous  avons  dit  fur  les  fériés  récurrentes ,  Foh 
4oit' conclure  que  ces  fériés  ont  pour  terme  général  des  for- 
mules erponentSelles  inultipiiées  ou  par  dés  confiantes ,  ou 
par  deé  fonâions  ràtictnelles  &  entières  de  ^;^  ^  parce  qiie 
j  nous  fxroas  do^é  h  métbode  de  trouver  le  terme  fenunacoire^ 
Jes  (ifriesqui  ont  T  de  cette  ferme,  il  s'enfuit  qu^onpeut  trou-  , 
▼er  fo!t  le  terme  fédéral ,  foit  le  terme  feiomatoire  de  tout^ 
les  IZnes  récurrentes. 

*^  '  <6 j.'fiy  a  unèamre^ece  de  fêrîesjrécinrrëntes  qui  dîlfiâ- 
rent  de  celles  dont  nous  venons  de  parler ,  en  ce  qa'ellçs 
(c  ferment  d'un  certain  nombre  de  termes  ahtécédens,  mulci- 

Îliés  par  des  quaodtérconihntes,  en  ajoutant  déplus  i  leur 
>aune  «ne  ^aB(nté  cpofbttife  ,  pofiâve^  ou  nteative,  qoe 
nous  appellerons  VAjoutiey  en  nommant  les  iéries  oont  il  eft  ici 
^eftion,  fifies  ticurrtntts  Compofies. 

EcM^t  donnée  lft£kieo ,  1,  i  ;  «  ,  49.5?  >'  ^1  »  ^o  &c. 
Pour  trouver  on  terme  de  cette  férié,  les  deus  p-écédens  étant 
■  donnés ,  multipliezle  dérnrerpar  1  &  le  jpremier  par  i ,  ajou- 
ftt  -^  1  a  la  fomine  des  protdûits ,  le  réfultac  doûncra  le  terme 
dietcKé.  Soit  une  férié  récûtrentc  cpmpofe  du  pifémier  ordre, 
dont  lé  premier  terme  «=  ^  ,  ia  oua(irité  par  laquelle  on  doit 
mutâplier  chaque  ^érme  potr  avon:  le  itâvânt.écs|nt  ««/,  &  Ta* 


jotttée  «-  r.  Hoiis  Mirons  U  férié  récurrente  ,  coaifôfSU  Hfi 
premier  ordre  qu'on  roic  id.  .        _  ''y, 

li  Ton  multipûe  le  premier  ^»-''.-'   ,^r>-. .- .«i^^ 

terme  par  /  ,  &  qu'on  lui         t*  V  fX'  y  ^V^Zt^i 
ajoute  {  ,  on  aui||  le  fécond  t  >    î  ^  *  *  *  •'•''T  ^" 

terme "«- ii  <  + 1; }  ft  multi-  .  |^-?«..  •-.jr'- 

pliaatceltti-cipttr^Aajoa'-  '      '       '  )' 

tant  f,  Ton  aura  le  troifiéme,  *  ^  ' 

$ç,  aûnfi  de  faite  ^  de  forte  oue  t^ 

lafi>mmedes  tciflKs  deoia-  f  • 

a  colonne  repréfimte  un  '/^ 

renne ,  5c  la  dernière  colonne  i  droite  repiAêtf te  le  ter** 
me  général  T ,  en  fiippo&nt  <pt  x  repiéfente  le  nombce  des 
.-ternies.  Les  firies  Itoruontalofont  récurrentes  (impies  du  pfè- 
aûer  ordre  »  ^  â  compter  de  la  (eoonde  toutes  font  lamèroe 
,  férié ,  excepté  oue  le  nombre  de  leurs  ttrmeS'n'eilpasle  aoémé. 
Le  terme  ^général  réfultc  du  terme  a  f*'  »  ar  d'une  firie  r^ 
currente  fimple  du  premier  ordre  ^ ^  t  ''  t '^  ^'^  ^^u^  ^^ 
quelle  le  nombre  des  termes eft^>«-^  i,  oiiil  £uic remarquer 

2ue  tré{>ond  nonix"»-  i  ,maisàx«=:^  Si  r«»  i^.Ieteone 
>mmatoire  S  de  cette  (&ie  ièxa  a  +  {x  -^  i  )  {;«  5i/n'eftpas 
«  X  ,  la  dnc  i  ^  |;r-  •  •  '^t*^^  iêra  Une  (2rie  géométrique 

ditts  layeBcS*»>^i>  ■■        ^ ,  le  le  ténue  général  de  tonte  la 

^     t — t  <— 1 

^ott  fiip(»oCe.r ,pluSigEand que  i,  autrement fon  nWoit^pas  S 

t—    I  '  .      . 

Soit  la  firie  a ,  l  »7»  tf >  5 <  âccb-dant In^neile  cbaqnf  ternfe 
eft  égal  au  pcéeédem  mnl^pUé  par  a  ,  en  ^outant--^  i  \  d'cin 
atttakterme général «n  a' -^  I.  •.! 


^    m 


*  Sic  tftfiippofii^B»  I ,  l'onanraS»*-^ — i— «§,caqui 

n*apprend  rien.  Si  r^^i,  la  valeur  de  S  fè  trouvera  comme  ôoûs 
fayqns  dit  en  parlant  des  progreflions  géométriques  »  en  mul- 
tipliant le  plus  grand  terme  par  le  dénominateur  du^uptiei^t 
3ui  règne  danslaprogreAion»  retranchant  le  phis  pcuc  Verme 
u  produit  y  &  divlûnt  le  refte  pv  ce  dénominateur  d^^ué 
de  l'unité;  mais  alors  il  Êiut  ren^erfer  la  progreflion',' afin 
qu'elle  aille  en  croifiant« 


C  A  X..  C  U  !.. 


Jl^ 


Si  Fou  a  h  (ibie  s^j^  6,  15  9cc$  ftt'^OB -fome  ûmsld- 
jiitt  le  teane  prëUdencfiar  ^  de  ^joutaM  —  |.  Le  ternie 

géo&al  ieriendra — ^        ^  ^       ^^^  »-  jx  —  f-  a*-»  4- 

Soit  maintenaût  la  CErie  récnrreme  compofKe  éa  {tc<mi  -or- 
dre, reprâèntée  par  les  féxîes^ueroa        ^        v,     „ 
voit  îuui  cftle  pitmier  terme 9  h  Icfe-  *  *  *  »  ^>  T  »  F  tir 
cond  arec  faioutéer*  Pour  avoir  k        t  > ÎI  >  ^ >  y  >  j^ 
troifiéme  on  multiptietf  par'/,  &^        *     t>^>  f  y? 
par/,letir foinine  eft  fiippofée»>i» ;  de  C>  ^l  >  ^ 

sniilcipliant pari  rajoutée  {  qui eitibtili  {i^{ 

^sOnajoutera/^ivpouraroir/H-r];,  T 

^  «joutant  t  si  Cette  (oitttfi»,  «in  âimteiMiAfaneiemie(;'«4- 
r' {.*-(-  {)•  Pour -avoir  le  quatrième  tetme.,  on  multiplie^  par 
/*,  dc^parr;  dcfài£mt  la  (bmme  de  ces  produits  «^f^,  oh 
multiplie  <;  jpr/dc  iifparr  ,  &  l'èn*titk  feinmc -*«  ^ ,  on 
midtiplie  anffî  le  .^  du  troifiéme  tennepar  b^  de  fon^jopte  en- 


•«.•  auu^a  AcxACT  nvuioiinucs ,  ct  lou  aura  la  rormuie  ci-aeilus* 
^fléft  vtfbte  qôe  Tes  fibîes  lM»ifett(sd^s^^  rt^WMl^  A-fe*> 
cond  ord»e  ,  dc^qn^on  lès  forme  en  mnlt||diant  deux-termes  an- 
téoédeds ,  le  dernier  par  c  te  Fautre  par^^  les  deux  premiers 
ferm^.de  laprenûere férîe Iblit  a  êch^  ceux  deb&edtader.dc 
i  i.  Le  nombre  dès  ténfaes  de  h  ùtotiét'ek  x  —  i  celui  de 
ia  troifiéme  *-^i  doc»  d:  celui  de  k  pRmiere  x.  Le  premier  dk 
Inféconde  répondi  x»»i  Je  premier  àc?hhb»éme-ix^^^Scc. 


Seloif  ce  que  nous  avon^  vp  d-dcffiis,  le  lenne  général  de 
s  fériés  dépend  de  la  réfolation  de  féq nation  m^ — ex    /■■o  '\ 

dont  Icf  radnc»  font*— i-i±:%/r^  +/yq*erionsfup 

poierons  *■  Adcea  K-  Si  eet  tedules^i^Qt-ii^gale$«  k  telmf 
général  de  la  première  f^rie  horifontale  eft  de  cette  forme  AK' 
+8^  (loi).  On  déterminera  A  dclBlMafaîfafiV  Afîdefftrewé» 


«  Ici  notb  appÉfloos  i  9c  fin  ^laïUitél  qttc  '^oUs  iVoos  déngii^ei  (ici) 
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^a^—^— — ^—i— ■  I  11-11        ■     — M— 1^% 

j(«w  1 ,  1  y  5c  cdini«raiit  le  tenue  séthéial  delà  féne  dans  ces 
^ffiirentesfiippofidoas ,  ar^  les^&in  premiers  tenues  de  ^ 
firie  propofée.  Les  termes  génénux  de  la  féconde,  troifiime , 
&c.  Crics  liorifontales  font  de  cette  forme  CK  *  »  -f-  DA^*^, 
y^j^jf-»  -|-  G  A'-*  &C.  Pour  déterqùner  A&  R,  on  a^ra  les 
"dcox  éouationsAK-^^BÀ-^â»  AK^  4'BA^^/>.MuUipItuit 
la  première  par  A,  flcla  retranchant  eofoice  de  la  fecpode»,  1  on 

en  tirera  A w  y  fv  ,  l\  •  Moltipfiant  la  première  par  K  pour 
en retraodiçr en(uitela  J!econde,  fon  auta B  ■-•  lit/^jl\*  ^^ 
lUie  méthode  femUable  on  trouvera  O^  JLy.,     ,v ,  &  D  ■« 

f .  2#y~M  ^  ^  étant  bien  co«^is;  il  eft  évidexu^e  te 
terme  général  d'une  pareille  férié  eft  de  la  forme  fui/ante  i  ' 

AK'+CE'-'  +  CK'-^  +  CK»-» CVL 

BA»-HDA»-^  +DA*+DA*-  • -DA, 

oÂ  les  quantités  A^'B^C ,  D  »  font  déceoninées.  Et  le  terme 


«S  Cirles  le  p€emiu  terme  {c  trouve,  en  Ëùfaift 

•      •  CK^-r-CK 

1  :  &  laDbmme  de  ces  dernières  (Zries  eft  S««— *,; 

H j-^ f  donc  le  terme  général  CcolT  '>^A^'+ 

CK*~CK  ,  o^  ,  DA*  — DA    '  jr**^4fC-A)K*'<"K 

_,   BA'^'-KD  — B)A^— PA 

T h—l 

SI  on  fiipi^fe  JC  "=  t  la  première  des  dermeres  (S(tès  feia 
une  fuite  de  (][Uantités  égales ,  &  lé  terme  fommitoire  de  cecce 
fértefera  S  >»  («-^t)  x  C^  donc  le  terme  général  devîeadïa 

T-A-f.>.C-C+"^'-KP-«)^'-PA 

—  î 

Suppofons  msûnteiunt  Kae^  ;  dans  ce  cas  le  terme  général 
de  la  première  férié  horifoncale  aoia  la  Forme  (A  -{-^x  )  Kf 

(lOl). 


Ca-lc-ui.  JH 


«m«MN 


{ loa).  Les>cpamités A êcBk- décérmiacmpar  les  premiers 
termes  de  la  lérie  :  les  termes  généraux  des  autres  fériés  feront 
pour  la  féconde Ts«»[C  +  (  x — i  )  D]  K*-'5  pourlatroi* 
iiéme  T  fera  de  cett»  forme  [C+  (*—»)•  D]K':*  /&c. 
Par  les  deux  premiers,  termes  de  la  première  ferle  ^  Ton 

trouvera  A  = —-j^-^;— ,  B  = — |^^ Par   leS    deux 

premiers  termes  de  la  féconde  féric,  l'on  aura  C  =«»  ^x 

^,D-l-^^i^i&T>cra=(A  +  B^).K' 

H-[C  +  (x— t)-D]K'-«  +  [C  +  (;c— t)D]K'-*...*; 

4-  (C+D)  K=(A+B;ir)  .K'+  j^(C+D)..K+(C+iD)  K^ 

+  (C+3D)^K5-. .+.[€  +  (>:— t^.Dl'K*-^].  Ot  la 

dernière  partie  tft  évidemment  une  férié  récurrente  (împîe  du 
fécond  ordre ,  dont  on  peut  facilement  trouver  la  fomme  S.  Si 
K  «=  A«=i^  on  aura  facilement  la  fomme  S.  Si  K  n*eftpas=i  , 
cette  férié  fera  algébrico-eéométrique ,  &  la  fomme  S  Ce  croU' 
vera  par  la  méthode  ci-deiTusfioi). 

Exemple. Soit laCrie  o,  i,^,  j,  i,  x,  &c.  qui, en  fuppofant  les 
deux  premiers  .termes  o,  i  fe  torme  en  faiiàntle  multiplicateur  t 
B=o, le  multiplicateur  j=»i ,  ôçrajoutée  r  =  f .  Ccft  pourquoi 
a==.o,  i'sszi.  L'équation  à  réloudre  ell  x^ —  1=0,  d'ôd 
Ton  tire  jt  =  ±:  ,î  j  donc  K  =  i  ,  Se  h  ■=» —  i.  Nous  fervant 
des  forinules  qui  conviennent  à  ce  cas^  nous  trouverons  A=»|y 

B-=|,C=*^,  D— —^j&letermeT  — i+^^^=lÎ4- 

104.  Onpeut  voir  maintenant  comment  il  faut  sV  prendre 
pour  avoir  T  dans  les  fériés  rëconrentes  compofées  des  ordxies 

*  Car  dans  cecas  AK*  =  :J,  B  A*  =  J  (—  î  )*.  la  fomme 
dehférieCK,  CKS&ceftS  —  (*  —  1  )  C««^î^^,&ia 

4 

fômmcdelaférieDA,DA*...DA^»cftS=-5^^1— -^  •« 

H.  i  ^    ■  ■  V..  .  tflJoncbibniialeP cirdefliis deviendra Tv^ftc 

Tome  /• 


fit    Cours  de  Mathém atiquis. 

Apérieurs  ;  &  parce  que  le  terme  central  de  ce  ces  fériés  Eût 
yok  qu'elles  foDt  compofées  de  fériés  algébriques ,  ou  géomé- 
triques, ou  aleébrlco-^éomécriques ,  donc  nous  {avons  trou- 
ver le  terme  iommatoire,  l'on  peut  (bmmer  ces  forces  de  fé- 
riés,, pourvu  qu'on  puiflè  avoir  1er  racines  de  l'équation  qu'on 
doit  réfoudre  pour  avoir  leur  terme  généraL 

Ufage  des  Séries  récurrentes  dans  la  recherche  des 

Racines  des  Equations. 

ie^«  Lêmick.  Si  fort  a  une  fraftion  dont  le  numérateur 
foit  ssis  1  ^  &  le  dénominateur  un  polynôme  ,  dom  le  prendtr 
xerme  foit  aujjfi  «sa  i  6^  dont  les  autres  termes  contiennent  une 
inconnue  élevée  aux  puijfances  i*,  a*,  3*,  (fc.  je  dis  que  U 
valeur  de  cette  fraBion  fera  exprimée  par  une  fcrie  récurrente. 

Soit  la  firaAton r-r^ r ,  &a  Si  l'on  di- 

I  —  a^  —  b^  —  ^V 

vi(e  le  numérateur  par  le  premier  terme  du  dénominateur, 

l'on  aura  i  au  quotient.  Muhipllant  ce  quotient  par  le  divi- 

I  +ar  H-i*{*  +  ^^î*  \ 

J^bi^  +  ^abi^    +  &c.  C  B 

feur  &  retranchant  le  produit  du  dividende ,  on  aura  un  refte 
^^^  l,^^  j^d^  -^  &c.  dont  le  premier  terme  étant  divifé 
par  le  premier  terme  du  même  dénominateur ,  on  trouve 
-f^  4Z  {[  pour  quotient*  Multipliant  eiKore  ce  divifeur  par  le 

?uptient  &  retranchant  le  produit  du  premier  tefte  ,  il  vient 
tfi4.^)^*4.(c-f-if^){J  +  &c-  Diviûnt^tf*-f-^)^* 
par  le  premier  terme  i  du  même  dénominateur  y  ]t  trouve 
a^  7 ^  +  ^f  ^  P^^  quotient  ;  multipliant  le  divi^ur  par  le 
auotient ,  retranchant  le  produit  du  dividende  ,  &  continuant 
j'ovérer  de  même  ,  en  prenant  tciU)oun  pour  un  feul  terme 
la  tomme  de  tous  ceux  qui  contiennent  une  même  puiflànce 
.  de  {;  y  \c  trouverai  tant  de  termes  qu'il  me  plairai  de  la  férié  B , 
qui ,  fi  elle  eft  convergente ,  donnera  la  valeur  de  la  frad^ion 
propofée ,  du  moins  par  approximation.  Mais  fi  elle  eft  di- 
vergente ,  il  fiiudra  raire  la  diviCon  eÀ  prenant  le  dénomi- 
nateur dans  un  ordre  renverfé  -^  c{}  —  b[^  —  ûç  +  r, 
4c  la  férie  qui  en  réfiiltera  fer^  convergente. 

Si  quelqu'un  des  termes  qui  fuivent  le  premier  manquoxt 
dans  Iç  dénominateur ,  on  (uppolèroit  ion  cocfEdcnt  i»  o  : 
Ainfi  £  le  terme -—^{^  aumqueity  on  feroit  i  sao. 
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Maintenant  il  eft  vifibie  que  les  ooeffictents  4c  laférleBi 
joints  au  premiet  terme ,  forment  une  férié  réciu:rence  du 
croifîëme  ordre,  dans  laquelle  les  trois  premiers  termes  fe- 
roieni  ô  -+-  o  -f-  J  i  &  ^^^  1«  termes  fuivants  fe  tronvcDC 
par  cette  loi  :  on  écrit  dans  un  ordre  i'enVerfé  &  arec  des  fignes 
contraires  les  coefficients  des  termes  du  dénominateur  qui  (ùi^ 
irent  le  preniîet ,  pour  avoir  c  +  ^  -|-  ^«^Multipliant  le  premier 
terme  o  par  c ,  le  fécond  -f-  ô  par  ^  ,  fit  le  troifiéme  par  a , 
Ton  aura  a  pour  le  quatrième  terme  (qu'on  doit  multiplier 
par  7  )•  £t  continuant  de  même  ^  on  multipliera  le  fécond 
terme  +  o  par  c,  te  troifieme  i  par  ^  ,  &  le  quatrième  par 
a  y  pour  avoir  le  cerme  fui  vaut  l^'"  ^i)  ,  qu^on  muiciplieca 
par  i  ^  y  àc  ainfi  de  fuites 

Si  le  dénominateur  étoit  t  — '  ar  —  Aç*  — •  ct^ ^T^/ 

tes  quatre  premiers  termes  de  fa  ferle  étant  fuppofés  <^  +  o 
-4-0  -f-  1  ,  on  prendroii  les  coefficients  f-f-c-f-^-^^^^: 
Aultiplianc  le  premier  terme  o  par  ^  ^  le  fécond  p^r  c ,  le  troi- 
fieme par  ^,  le  quatrième  pr  «,  &  continuant  de  liiêmc,  il 
(croit  aifé  de  trouver  la  férié  récurrente  cherchée.  Si  la  frac-^ 

tîon  étoit  -. i  téckilU  de  relation  (  c'eft-à-dire  ,  ks 

quantités  par  iefquelles  oh  multiplie  les  .termes  antécédente 
pour  avoir  le  terme  Tuivant  )  feroit  compofée  dW  feul  terme 
•4-  <i ,  &  lé  piremier  terme  de  la  fifrie  ét^nt  fuppofée  =^  1 4 

:  forte 
Cettcf 

enfiip- 

po&nt  â»s2^  5£^s-.x«  de  fotte  que  la  fraction  — - —  ^ 

qui  dnis  ce  cas  dcyient  r — rt  =*»  t^t  «^  3  ^  «ft  la  limktf 

T 

de  la  férié  D  y  de  manière  due  cette  i2rie  oe  peut  jamais 
forpafler  3  ,  maii  à-  l'iofini  elfe  efl  »»  3^ 

Si  Ton  vouloît  réduire  en  féiîe  ïa  fra£tiârf  —  *'  '  ,.  f 

I— ^J— Vf* 

féckelle  de  relation  feroit  h'-\'(t ,  Scies  deux  premiers  termet 
it  b  fixrk  iétan»  0-^1^  en  irouveroit  le  tf  oifiii&e  en  mai* 
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tîpllant  opar3&ipartf(&  encore  par  ^  )  ,  &c.  de  ma^ 
niere  qu'en  prenant  toujours  pour  un  leul  terme  tous  ceux 
dans  lesquels  ^  fe  trouve  avoir  le  même  expofant  ,  l'on 
aurolc   I  +  tf^  +tf*^*  +  ^^  î^  4-  a^i*  +  &c. 

Si  tf  ■=  —  5  ,  &  i  «aa—  X  ,  de  manière  que  ^  +  tf  foit 
«=  —  X  —  3 ,  fi  en  même  temps  on  fuppofe  î  =»  i  i  notre 
férié  deviendra  i  —  4  +  -^  —  H  "f"  ^à  *^'  T"  ^*^"  ^* 

limice  de  la  fraâion  ,        ,  ==-  T;i:fj=^rï»  Mais  fi  on 

fuppofoit  ^«=1  —  X,  tf-s»  —  3  &^»si,la  férié  devien- 
droit  I  —  3  +  7  —  ^5+31  &c.  qui  s'ëloigneroit  d'au- 
tant plus  de  la  véritable  valeur  de  la  fraction  \^j^  «>  i  qu'on 
prendroit  plus  de  termes. 

Si  on  vouloit  développer  en  fisrie  la  fradUon 

,    . z — "T^ ;: —  oû  developperoit  az- 

X —  tf  ^  — ^Ç*  —  C^î  -^i^^^  —  &C.  '^'^ 

bord  la  fradUon t~tz — r-  en  une  féiic 

I — ai — A^*^-tfjî — d{* — &C, 

récurrente  par  la  méthode  cl-deflus  ,  êc  multipliant  enfuite 
tous  les  termes  de  cette  férié  par  le  numérateur  A-|>Bf-f* 
D  ^5 ,  le  Problême  feroit  réfolu.  Si  la  fraction  étoit  de  cette 

forme  — ^^^ — i — — --; —  *  on  diviièroit  tous  les  termes 
p  —  qi  —  r^^ôcc 

du  numérateur  &  du  dénominateur  pzz  p  ,  6c  l'on  auroic 
,     \r      A.M.r   >  «ûfiu{knt-  —  D,  —  «£,&€•  ï  — 

I— <l^ ^{CCC*  p  '    n  '  » 

Hi-*  ««s^,  &c.  &  ce  cas  rcntreroît  dans  le  précédent. 
10^.    P  R  o  B  i|  B  M  >•    Etant    donnée    la    fraâion 

Jirit  ricumnti  «  trouvir  wu progrêJH^an  gionutriqut  dont  chaque 
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terme  fait  pofidf&pius  grand  que  le  coefficient  du  terme  corref-. 
pondent  de  la  férié  récurrente  dont  il  s  agit ,  en  le  prenant  même 
pofitivement ,  fuppofé  qu'il  fût  négatif  Soit  réchelle  de  rela- 
tion c*  -^f  -^-a^  dans  laquelle  nous  prenons  cous  les  termes 
policivement.  Si  quelqu'un  de  ces  termes  eft  plus  petit  que 
l'unité,  s'il  eil négatif  ou  fractionnaire,  comme  u  Téchelle  étoic 
— -  I  +  o  +  ï ,  augmentez-les  arbitrairement  pour  les  ren- 
dre plus  grands,  entiers  &  pofitifs,  de  manière  que  l'échelle 
devienne  1  -|-  i  -|-  x ,  par  exemple  \  prenez  cnfuite  la  fomme 
de  ces  termes  &  formez  une  férié  dans  laquelle  chaque  terme 
foit  au  fuivant  comme  i  eft  à  cette  fomme  y  &  le  problème 
fera  réfolu. 

Pour  le  foire  voir  ,*foît  c  '\~b  -{-  ah,  nouvelle  échelle 
de  relation  fubftituée â  la  véiitablc  c' -f-  ^  +  ^ ,  c',  ^ & af 
étant  pris,  affirmativement  ,  c'eft  -  à  -  dire  ,  ayant  (èulemenc 
^gard  à  leur  grandeur  &  non  au  figne,  nous  auronitf  «^a^ 
OM^^a  yb^=  1/  f^\b^h' yC=»c  ou  c >-*'.  Suppofons 
tnaifttcQâmt  que  la  férié  récurrente  >  dont  l'échelle  de  relatioa 

çft  c  +  6 +tf  ,  foit  =«  ;>4- ^ç  + rj*-|-/:f  î +/ç4-4.acc,  , 

la  iSrie  ou  progrefCon  géométrique  ,  dont  Teicpofant  eft 
c  +A  +  tf,  étant  repréfentée  par  P +Qî-+-R£*+S;^î 
•+-  T  {4  -|-  &c« ,  &  que  P  foit  ==  ;;  =  1 , 

Par  la  nature  de  ces  fériés,  Q==-  (c+A+a)  P^î="tfp*5 
donc  Qed^^.  De  même  R=  (^-hA+<ï)  Qj  r«=3/?+a^. 
Mais  ^Q >•  ^9^^P  y  &  ^Q  ^  ^Ç  >  donc  R>./-.  On  a 
encore  S==  (c-f-^  +  rf)R,  Se  f^^cp  -^-B  q'\^  ar.  Mais 
c  K^cr'^cq^  cpy  &  3R^  ^'■^^î>  tandis  que  ^R^ 
ary  donc  aufl!  S'^f  L'on  prouveroit  de  même  que  T^r, 
Se  ainfî  de  fuite. 

Les  termes  de  la.  féri'cr  géométrique  ci  -  deflus  font  y,  à 
compter  du  fécond  y  plus  grands  que  leurs  correfpondancs 
dans  la  férié  récurrente  dont  nous  venons  de  parler  'y  or  dans 
celles:!  les  termes  (ont  plus  grands  que  dans  celle  donc 
réchelle  de  relation  feroit  V  +  ^'  +  tf' ,  ce  qu'on  peut  prou** 
ver  de  la  manière  fuivante^     • 

Si  dans  la  férié  récurrente  p  +  f{;  +  /'l*-f-/î^  +  ^^ 


*  Cetic  dcmiere  équJiHofr  refaite  de  ce^que  tes  trois  premiers  termts 
è€  U  férte  récurrente  doivent  être  foppoféso-t-o-»- 1  ,  &  qu'on  âoictrou« 
ver  tes  coefBdcDs  des  autres  en.  nuiUipliank  te.  premier  par  c  »  lo  iccond 
pu  ^  »  ft  IçtrQilîéme  par  a^ 

X, 


X 
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on  mec  a'  ^u  lieu  de  </ ,  ^  â  la  place  de  h ,  jk  c'  i  la  place 
de  c  y  &c«  ayant  pris  tomes  ces  quantités  amrmatiTemenc , 
les  coefficients  ^,  ^9  /f  '»  ^t  &c«  relieront  les  mêmes; 

Sarce  aue  a  n'eft  pas  plus  grand  que  d^nif/^b  ^  nic'^t. 
lais  u  on  veut  avoir  égard  aux  fîgnes  At  a'  ^  b\  (^  ^  Bec. 
la  grandeur  des  coefficients  ne  peut  changer  que  parce  quo 
quelqu'une  de  leurs  parties  pourroit  être  détruite  par  des 
ngneS  contraires ,  ce  qui  les  rendroit  plus  petits  ;  ainfi  les 
coefficients  de  la  férié ,  dont  réchelle  de  relation  cft  c',  +  3^, 
-f-  a'  y  feront  dans  ce  cas  pins  petits  que  les  coefficients  cor- 
^efpondancs  ^  ,  ^ >  />  ^ «  &c.  qui  font  euz-mémesplus  petits 
que  Jes  coefficients  correfpondants  Q,  R,  S,T ,  &c«  de 
la  férié  géométrique. 

Si  on  fait  c  +  ^  +  ^  =  </ ,  Texpolànt  de  la  progreffion 


pris  affirmativement.  Plus  d  efl  grand  ,  plus 
terme  (  à  compter  du  fécond  )  de  la  proerefiion  géométrique 
furpafle  le  terme  correfpondant  de  la  ferie  récurrente.  Hiuis 
fl  oa  prend  /^  d ,  la  ràifon  p  :  d^  eft  plus  grande  que  celle 
àt  f  i  d\  &  la  raifon  de  /'  :  <f3  plus  grande  epcore  que 
celle  de  /*  :  d^.  De  forte  que  fi  m  eft  un  nombre  fort  grand, 
Iarai(ondc/^  :  d^  pourra  tellement  furpaflèr  celle  de/:  d^ 
que  d^  difparoîtra ,  pour  ainfi  dire ,  devant  /^  i  &  la  ferie  ré- 
currente étant  fuppolée  continuée  jufqu'au  terme  qui  contient 
t^ ,  dont  le  coemcient  foit  fuppofé  B ,  Ton  aura  d^^B^U 
/'*  pqurra  tellement  furpafTer  j3  ,  que  cette  dernière  quantité 
i^ra  prefque  infiniment  petite  par  rapport  à  f^.  Si  donc  ^  eft 


pourra  tellement  \t&  continuer  que  le  coefficient  du  terme 
B  {;**  fera  fort  petit  par  rapport  i  d^ ,  coefficient  du  terme 
correspondant  d^  i^  de  la  ftrie  géométrique. 

Si  1  échelle  de  relation  eft  3 ,  —  1 ,  +  f  9  1^  ^^^^  récur- 
rente fera  I  -h  H+  *3{*4-  loSfî  +  îirpf^  &c.,  pour 
laquelle  fi  on  prend  <if  =  5  -H*  +  5  =  10  -,  &-que  par  le 
fioyen  de  cet  expofànt  çn  forme,  la  férié  géométrique  i  + 
10^  -f-  100^*  ■+•  1000^5  +  10000^4  -ôfcii  eft  facile  de 
voir  que  les  coefficients^  de  celle-ci  (brpaflêront  de  beaucoup 
)çs  coefficients  correspondants  de  l'spitt'e.  S|  iVcIxelte  de  rela- 


m^ammi 
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ladon  eft  lo ,  +6 ,  +  » ,  la  Crie  récurrente  fera  i  +  *;{;  -+* 
lo^*  +4*?;^  +  i^4Ç*+  680^5  &c.  Mais  la  férié  géo-^ 
métrique corre&ondante ,  dont l'expoËuit  eft=»<^saiio-|-^ 
^  X  =9  18  ,  liera  1  +  i8ç  -f"  3*4î*  &c.  dont  les  coeffi* 
cients  (îirpaâènt  de  beaucoup  leurs  correfpondants  dans  la 
férié  récurrente. 

107.  TnéoRBic^é  Sii  —  a'z  — b'2*  —  c'*î — &c.; 
iUnominattur  d'une  fraéiion  dont  le  numirateur  eft  =  l ,  a  un 
faBeurfimple  réel  i  —  d  z ,  dans  lequel  d  foit  affef^  grand  «  la 
férié  récurrente  qui  naitra  de  t évolution  de  cette  jpraSion  ^  ap-^ 
prochera  <t autant  plus  Utre  une  profreffion  géométrique  ^  dont 
Pexpofant  feroit  :=  d  ,  au  on  la  poujfera  plus  loin.  Suppo(bn$ 
que  la  valeur  de  cette  fraâioh  foit  y  ^  de  manière  que  Ton 


ait 


l—a'i  —  b'i^—</li—^c. 


y  \  puifque  le  dénomi- 


nateur de  cette  fraérion  a  un  £ifteur  fimple  &  réel  x  —  d^^ 
fi  l'autre  faâeur  eft  x  —  a^ —  h^^  — tj^  — dcc,  on  aura 

^  l'autre  de  ces  fàâeurs  pouvant  être  développés  en  fériés ,  k 
premier  donnera  la  progrefCon  géométrique  i-^d^-^d^^ 
-f-  ^^  t^  "("  ^^  >  ^^  Second  une  férié  récurrente  qu'on  peut 
repréfenter  par  x  -f-  ^:j;  -f-  r  ç*  +  /ç3  -j-  f  ^4  -|-  &c.  Si  on 
multiplie  ces  deux  fériés  l'une  par  l'autre ,  ce  qui  fe  fait  en 
muldpliant  tous  les  termes  de  l'une  fucceffivement  par  tous 
ceux  de  l'autre  ,  leur  produit  fera  «a  y.  Or  ce  produit  eft 

^di  ^dqi»"^dri^  +  dfi^r\-d$i^r^.^c 

^d^X}  +à^i^'^yri^+&c.y~y[K\. 

SI  nous  (bppo{èns  qn'bn  développe  1»  fraélion-  propofife  l 
.dont  la  valeur  eft  y  ,  en  une  fénc  récufrcme  x  +  Q  j-  -f- 
Hf  *  +Sçî  +  7^4  4.  Vçî  4- &c.,  il  eft  évident  que  cette 
férié  ne  peut  être  égale  au  premier  meiosbcede  Fé^uàtlon  A 
fK>ur  toutcslçs  vateotade  ti ^  «V»as  ^uc les  quanmés  qui 
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fiuxlcîplient  une  même  puiflânce  de  i  ne  foienc  égales  de 
part&  d'autre,  Oa  aura  doQC  les  équations  fui  vantes 

R— i^^  +  i/^  +  r 

S  ^d^+d^q+dr+f 

T  ^d^+diq+d^r-^  df+  t 

Si  (f  cft  fort  grand  ,  les  derniers  termes  q^r  ^  f^t^u  pour- 
rpnt  être  négligés  fans  une  erreur  bien  confidérable  ,  &  même 
l'erreur  fera  peu  digne  d'attention  en  négligeant  les  puifTances 
iofërieures  de  d  refpe^livement  aux  fupérieures  ,  en  négli- 
geant y  par  exemple  »  d^  devant  d^ .  On  pourra  donc  fuppofer 

R  ^  d''\-dq-\-r        ^ 

Q~       d-k-q      "^  4  ^ 

S  di^d^q-^dr^f       d^ 

R"  ^'  .      d'+dq  +  r         ~rf^~ 

T  ^  d^^diq  +  d'r^dr  +  t  ^^  ^j 
S  *"  d^+d^q  +  dr+f  rf'  — 

V  dS  •^d^q  +  d^r  +  d'f+dt  +  u  d^ 

T  *"        d^  +  d^q  +  d^'r+df+e        '*'  <^*  ~ 

n  efl  donc  viflble  que  dans  cette  ferle  la  ralfon  de  Q  :  R 

diffère  Souvent  fort  peu  de  celle  de  i  :  </,  que  celle  deR  :  S 

en  approche  davantage  ,  que  celle  de  S  :  T  en  approche 

encore  plus  ,  &.  ainn  de  utite  ;  de  forte  qu'à  l'infini  cette 

férié  fe  change  eii*une  progteffioa  géométrique ,  dans  laquelle 
J'ezpofant  >=3«  ^«    - 

Si  d  étant  une  quantité  réelle  ,  ■  i  —  d^  cft  un  divifeur  da 
dénominateur  i  —  a'i  —  h'^^  —  c^i^  —  &c.  l'équation  fiin- 
ple  I  —  (/^  H"  o  ,  contiendra  une  racine  réelle  de  l'équation 

0  *«s  I  —  aï  ç  —  ù'i^  —  c'^3  .^c.  Eli  effet ,  on  a  dans  ce  cis 

1  B^d^  Se  ^'^^  -r'   Si  donc  cette  racine  efl  affez  petite 

f c'eft-i^re  y  ild  cik  afièz  grand) ,  on  pourra  la  trouver  ea 
fqxaam  w\9  Sêtic  fécurtente  paç  le  taojcn  de  l'édhelie  ^uç 
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fouxuic  l'équation  :  car  une  telle  férié  pourra ,  après  un  cer- 
tain nombre  de  termes  ^  être  regardée  comme  une  progreflîon 
géométrique ,  dont  Texpolànt  feroit  =»  <^  ;  de  forte  qu'en 
divifant  un  terme  aifez  éloigné  du  premier  par  celui  qui  le 

fiiit  y  le  quotient  ferji  à  très-peu  près  =»  ~r  racine    cherchée. 

Mais  Cï  la  férié  ne  tendôit  pas  â  devenir  géométrique  ,  ce 

au'il  eft  facile  de  reconnoitre  ^  on  ne  pourroit  par  cette  mé- 
lode^  trouver  aucune  des  racines  de  l'équation.  A  Tégard 
de  réchelle  ,  on  la  trouvera  aifément  en  prenant  avec  un 
figne  contraire ,  pour  peemier  terme  ,  le  coefficient  de  la 
plus  haute  puiflance  de  l'inconnue ,  pour  fécond  terme  ,  le 
coefficient  du  terme  fuivant  ;  &  ainfî  de  fuite ,  &  fuppo- 
iànt  =»  o ,  les.  coefficients  des  termes  qui  manquent  dans 
l'équation. 

Soit  l'équation  du  j*  degré  i  —  5^-^40^* —  jo:j;î=o. 
Je  forme,  par  le  moyen  de  récheUe-50  ^  40  ,  5  la  fério^écur-* 
fente  i  +  5î  +  ^fif^  -+•  $7$l^  +  &c. ,  ou  n'ayant  pas 
égard  i  r^  1  4.  5  +  dj  4.  575  -f  5715  -(-  54B7^  + 
53x115  -f-  &c.  Si  on  divife  le  fécond  tecme  par  le  premier, 
le  quotient  efl  5  ,  le  troifiéme  étant  divifë  par  le  fécond 
donne  T 3 ,  le  quatrième  étant  divifé  par  le  troifiéme  donne  8  •  8. 
Le  quotient  du  cinquième  par  le  terme  précédent  cH  9'9i 
le  (ixiéme  terme  étant  divifë  î>ar  le  cinquième ,  on  trouve  9*5, 
êc  le  feptiéme  divifé  par  le  fixiéme  donne  p  •  7«  Comme  Ces  der<* 
niers  quotients  ne  différent  pas  beaucoup ,  c'efl  une  marque 
que  la  progreffion  tend  à  devenir  géométrique ,  &  il  eft  vifi- 

ble  qu'une  des  racines  -7  efl  à-peu-près  «=  jY^^éî' 

Dans  une  équation  quelconque  on  peut  toujours  diminues 
toute  racine  pofCble ,  autant  qu'on  le  voudra  :  car  fi  ïéqwt* 
tjon  a  un  divifieur  fimple  d^  —  i  =»  ©  ,  qui  détermine  cette 
racine  9  &  qu'on.&ife  ;[=»«+/>,  ce  divifèur  devient  4^*  + 

4p  —  1  =  0,  qui  repréfente  la  racine  ^  =  "^  —  p  de  la 

iransfermée  que  donne  cette  fiippoiîtion.  Or  en  prenant 

pour  p  une  quantité  convenable ,  la  racine  -j  —  p  pourra 

être  tu(G  petite  qu'on  le  voudra  ;  cependant  on  ne  peut  pas 
.déçouvric^par  ce  moyen  toiues  les  lactnes  réelles  de  toutes' 
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les  éanadons  y  comme  femble  le  prometcre  cette  obf<;h^on« 
Si  lequacion  o  =*  i  -—  *^ ;j;  —  è'^*"  —  ^r3  —,  &c.  a  un 
(adear fimple  i  —  i^^obo»  &an  ancre  âÀeur quelconque 
o a=*  I  —  ai  —  br^  —  cf  î  —  Bec  ,  (ans  que  la  férié  que 
doit  fournir  l'équauon  o=a"i  —  a^ i^ —  ^'^*  —  &c.  tende 
à  devenir  une  proerefCon  géométrique  ,  dont  TexpoGint 
(bit  dy  &  vous  vottlex  fslir^  en(brte  que  cela  arrive  ,  il  ne 
fttfEt  pas  d'augmenter  d ,  ce  qu'on  pourroit  Ëiire  en  dimi* 

nuant  la  racine  --y  y  II  efl  encore  njceflàire  qu'en  augmentant 

ainfi  la  quantité  d ,  les  coefficientsotf ,  ^ ,  c  de  Tautie  hc* 
teur  reftent  les  mêmes  ,  ou  du  moins  ne  fubiilent  pas  des 
grands  changements  ;  autrement  en  changeant  l'échelle  de 
felation  y  les  termes  de  la  férié  récurrente  pourront  difiérer 
de  beaucoup  de  leurs  corre(pondants  dans  la  progrelCon 
géométrique ,  dont  rezpo(ànt  »•  d.  D'autre  côté  il  eft  vî- 
fible  <^'en  faifant  };  "=■  ^  +  /»  >  diaque  racine  eft  diminuée 
de  la  même  quantité  Pj^^  cette  diminution  peut  changée 
ic  augmenter  les  coefficients  tf ,  A ,  c ,  de  manière  que  quoi* 
que  d  foit  augmenté  ,  il  foie  cependant  trop  petit  relative- 
ment à  ces  coefficients* 

Mais  quoique  par  cette  méthode  Ton  ne  puiflè  pas  ton* 
jours  parvenir  à  trouver  la  plus  oetite  racine  d'une  équation , 
fai  cru  ne  dcToir  pas  b  palier  (ous  (ilence ,  parce  qu  elle  e& 
facile  Se  que  les  tentatives  font  rarement  infruâueufes*    ' 

toS.  Exemple  I.  On  demande  les  racines  de  l'équa-* 
.  tîon  y^  -f-  8y  —  lo  «>  o.  Puifqu^en  Tuppolànt  y  aB=  i ,  le 
premier  membre  devient  4-f-i6  —  lo^a  io,&  qu'en  pre- 
nant y  ^  I  ,  Ton  trouve  i  -f-  B  —  lo  «=  —  i  ,  il  cft 
tifibie  qu'une  des  racines  ^tt  contenue  entre  i  &  r  »  mais 

Su'elle  approche  phis  de  i  que  de  i  ;  car  le  réfultat  que 
onne  -|-  t  eft  moins  éloigné  de  o  (  réfoltat  que  donneroît  la 
racine  ttzùt  )  que  celui  que  donne  +  »•  On  peut  diminuer 
encore  cette  racine ,  en  fubfticuant  dans  la  propofée  x  +  C 
au  lieu  de  y ,  pour  avoir    y  —  i  +  î 

8y-=8  +8r 

et  qui  donnera  o  ««-i- 1  -f-  fof  -f-^ç ««o ,  <ni  o*"  t -* 
I  ç  {  —  {{•  Cette  4eimcre  Àjuatioa  doone  féekdh  M  tcUfiom 
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^  I  ^-^  10,  par  le  moyen  de  laquelle  on  peut  former  une 
férie  récurrence  (donc  nous  nous  concernerons  de  rapporter 
les  coefficients  en  régardslnt  i  comme  le  coefficient  de 
1;*»  )  ï  +  10  -f-  ICI  -|-  loio  -f-  10301  -f"  104030  + 
Tofo^oi  &c«  qui  tend  évidemment  vers  une  progreffion 
géométrique.  Ceft  pourquoi ,  û  on  divtfe  l'avant-dernier  terme 
parle  dernier, on  aura  ^=»-^{^/^=»  0-0^^01^3  ,  d'odlon 
tire  i  +  {'""y""i  -o^^oi^.Ceft  donc  là  la  racine  approchée 
cherchée  qui  étant  fubftituée  dans  y*  +  8y  —  io=s=o,  au 
lieu  de  y  doniiey*  +  8y  —  10  «»  —  o*  00000^  ,  réfultat 
qui  bk  voir  que  cette  racine  n'eft  pas  fon  éloignée  de  la 
véritable.  Si  on  divife  la  propofée  par  y —  i-o^poi^  =  o, 
on  aura  facilement  la  féconde  racine.  Mais  on  peut  la  trouver 
encore  plus  facilement ,  en  retranchant  i*op^oi^  du  coeffi* 
dent  —  8  du  fécond  terme ,  pris  négativement ,  ou  de  la  fom* 
me  des  racines  de  l'équltion,  ce  qui  doimera  — 8 — i  •  o^^oi^ 
■= —  9*099019  pour  la  feconoc  racine. 

Si  on  avoit  voulu  trouver  celle-ci  avant  l'autre  ,  il  auroit 
fallu  remarquer  qu'elle  tombe  entre  —  10  ^  — 9  y  ce  qui  eft 
évident  \  parce  que  fi  oa  fait  y»  — *  ^  ,  la  propofée  devient 
Zt  —  71  —  jo5«_ij  mais  en  fuppofant  y  = —  10 ,  on 
trouve  100  —  80 —  10  SB  10  y  ce  qui  fait  voir  qu'il  y  a  une 
racine  entre  —  1  o  &  — <  9  ^  mais  plus  proche  de  —  9  que 
de  —  10.  Si  donc  on  faity«« — 9 — ;j^,  on  trouvera  q  ^s- —  t 
-f-io^-f-ç*,ouo«=i  -^loç  —  r*,  cette  équation  étan; 
la  même  que  celle  que  nous  avons  traitée  ci-defins ,  donner^ 
la  même  férie  récurrente  &  la  même  valeur  de  :{;  que  nous 
Avons  déjà  trouvée,  &  l'on  auray  »«  — 9  —  ^s^ — 9 .  09^0x9» 

109*  Exemple  II.  Soit  l'équation  x* — yx  —  5<*»o, 
daris  laquelle  fi  on  fait  x  »»  o  ,  le  réfultat  fera  —  f  ;  mais 
en  fuppofànc  x.«=* —  i  l'équation  devient  t  -|-  7  —  f  «*»  3» 
Cela  marque  qu'une  dqs  racines  de  l'équation  tombe  entre. 
0.&  —  I  y  &  qu'elle  efb  plus  prés  de  —  i  que  de  o.  Il  fer^ 
commode  de  fuppofer  dans  ce  cas-ci ,  x  ses  j  ^  ,  afin  d'avoir 

*K*  — îK"~  ^  =  o^o«  Je*— •  7?:  —  ï  =0 ,  o  —  i 

+  7  r  —  î  {  ?•  L'échelle  de  relation  eft  donc  -+-5  —  7 1 
&  la fériie de$ coefficients  i — 7+54 — 4iJ  +  3i^'  — i4'^X 
+  18/141  &c.;.  d'od  l'on  tireif^rïTili  =— 0-130^^1 , 
fc  x^=i  ^f^  =»  —  o-  ^5330^.  Le  coefficient  du  fécond  terme 
de  la  propofée  ptls  négativement  étant  -f*  7  >  l'autre  taçi,^e 
(cr^  «  — 7+o.tf535ôj«i7.^J3}Oi, 


352     Co  UR  S    DE    M  ATHEM  ATIQU  S  S. 

II o.  Exemple  IIL  On  demande  les  racines  de  l'équa- 
tion x^  -f-  6x  -f- 10  SS8  o.  Si  on  fait  x  ^  10  { ,  on  trouvera 
après  les  opérations  ordinaires  o=»  10  -f-  60 1  -f-  loo^;;, 
ou  ,  en  divifant  par  10  ^  afin  que  le  terme  confiant  devienne 
c=i,  0=  I  -1-6?'+  10^^.  Donc  L'échelle  de  relation 
lira  — 10, — 6 ,  qui  donne  lar  férié  des  coefficients  i — 6-^%6 

—  ^6  +  316 — 336-f-M5^  &c«  Il  Qc  paroit  pas  que  cette 
férié  tende  i  devenir  géométrique.  Mais  parce  qu'il  efl  Si- 
cile de  voir  qu'une  des  racines  ae  la  propofée  cil  afTez  proche 
de  —  3  ,  on  peut  faire  x  =»  —  3  +  ?- ,  ce  qui  donne  0  =  1 
-^  ^  ^.  Comme  le  fécond  terme  de  l'équacion  manque ,  on 
fuppofera  fon  coefficient  s»  o  ,  &  Ton  aura  l'échelle  de  rela- 
tion —  i  +  <5  »  ^l'o'i  Toïi  tire  la  férié  des  coefficients  i  -f-  ^ 

—  i  +  o+i  +0 —  i  +  o&c  ;  mais  cette  ferle  ne  peutriea 
faire  connoitre  ,  &  les  racines  de  Téquation  propofée  font  x 
«*=»  —  3  dt  V( —  I  )•  Néanmoins»,  en  négligeant  les  ter- 
mes alternes  ,  la  férié  précédente  (b  réduit  à  celle-ci  :  i  — 
I  -{-  I  —  i&c.  y  dont  chaque  terme  divifé  par  le  fuivantdonne 
•^  I ,  qui  efl  le  quarré  de  la  racine  de  la  transformée  ,  puif^ 
que  l'on  a  {[{  =  —  i  ,  ç «  dl  V^(  —  i) ,  &  par  conféquent 
»=-j±/(-i). 

III*  Exemple  IV.  Soit  Téquation  cubique  x)  —  fx*^ 

•+-^x+  iisao,quia  une  racine  réelle  comprifc  entre 

^  —  i  &  —  1.  Car  fi  on  fait  X  =s —  i  ,  elle  fe  réduit  â  +  i  > 

*  mais  elle  devient  —  8  —  lo  —  io-+-iifi=i  —  xd,  en  fup- 

pofànt  X  »» —  %  ^  ainfi  cette  racine  approche  plus  de  —  i 

que  de — x.  On  pourra  donc  fuppofer  commodément  x  ^^--^ 

I  —  ^  ,  d'où  l'on  tirera  0=  i  —  ï8{  —  8{;*  —  f^,  qui 

donne  l'échelle  de  relation  -f-  i ,  «f-  8,  -}-  18  ,  d'où  l'on  tire 

laférie  des  coefficients  i  -f-  18  -f-  331  -f-éiii  +  mS^fx 

-f-  1080^36  -f-  &c.  qui  tend  rapidement  vers  une  progreffion 

'  géométrique  y  ainfi  la  racine  cherchée-  fera  â-peu-près  ^  »>^ 

r^Jfi'^^'^5^H9  i  9c  x«=~  i  —  ç  —  — 1.05413^. 

Remarque.  Il  fera  plus  sur,  pour  ne  pas  fe  tromper 
dans  la  détermination  de  l'échelle  d&  relation  ,  d'ordonner  la 
transformée  de  manière  que  l'unité  pofirive  étant  dans  le  fer^ 
cond  membre  de  l'équation ,  'les  autres  termes  fe  trouvent  dan» 
le  premier ,  de  manière  que  les  ezpofants  aillent  en  décroif 
fant  â  l'ordinaire.  Ainfi  dans  cet  exemple  ,  on  auroit  pu  dif^ 
pofer  la  transformée  dç  cette  manierç  r3  -J-  8(;* -{-  x8  r  =■  1 1 
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&  alors  les  termes  de  Téchelle  (etont  les  coefficients  i ,  -f-  8  , 
+  1 8  ,  dans  le  rang  qu'ils  occupent  ^  Se  avec  lés  fignes  des 
termes  dont  ils  font  les  coefficients. 

I II.  Soit  l'équation  x^  —  4**  +  ^ x  —  10=^0,  qui 
a  une  feule  racine  réelle  coniprife  entre  3^4,  mais  plus 
proche  de  4  que  de  3.  Si  doac  on  fait,*  =  4 —  ^  ,  Ton 
trouve  0  =  4  —  1X1+  ^î*  —  V  '*  ^q"2i"o»  qwe  je  dif- 
pofe  ainfi  -^-çi  —  *î*  +  Vç  =  i  >  ou  de  cette  manière 
iV  —  5î^  +  "T-?  =  !•  Si  Je  fais  maintenant  ij  =y  , 
f  aurai  la  nouvelle  transformée  zy^  —  8y*  -{-iiy=i^  qui 
donne  pour  échelle  de  relation  x  ,  —  8 ,  +  1 1 ,  d*oû  nsàt  la 
férié  i  +  11  +  113  +  1157  +  1184^+  1x1165  +  &c, 
qui  tend  à  devenir  géométrique.  On  aura  donc  f  ^  esy 
«=7nîr?  =  o- 057678  ;  donc  ^  =  o- 15>;356,  &  ««=4 

_ç=  3  804^44* 

113.  Afin  de  rendre  notre  Algèbre  plus  complette  ,  nous 

croyons  devoir  dire  .  un  mot   de  la  manière  dont  le  célèbre 

Euler  emploie  les  fériés  récurrentes  dans  la  recherche  des 

racines  des  équations.  Le  fondement  de  (à  méthode  confifte 

à  déterminer  pour  chaque  équation  une  fuite  de  nombres, 

comme  a  j  b  ^c  ^  &c.  tels  que  chaque  terme  de  la  fuite  divifé 

par  le  précédent ,  indique  la  valeur  de  la  racine  d'autant  plus 

exad^ement   qu  oa^  aura   continué  plus  loin  cette  fuite   de 

nombres. 

Suppofons  ,  dit- il  dans  Cou  Algèbre ,  que  nottà  (oyons 

parvenus  déjà  aux  termes  p^  q  9  r,  f,  ty  Sec.  il  faudra  que  - 

indique  la  racine  x  déjà  affez  ezaârement  y  c'efl-â-dire,  qu'on 

ait  i  très-pen-prés  i  as»  jcl  On  aura  de  même  -  =  je;  8c 

P  q 

b  multiplication  à!t%  deux  valeurs  donnera  >  aei  x  ;r*    De 

plus  comme  -  <b«  x ,  on  aura  auffi  -  «»  «3  ;  cnfuite ,  poif- 

t  t 

que  -  B»  X  ,  on  aura  -  «■  jr4 ,  &  ainfi  de  ihite. 

Soit  l'équation  xx  «s  x  +  x  ,  &  (uppofons  que  dans  la 
fcrie  ci-deiTus  fc  préfentent  les  termes  p ,  î  >  r  ,  /,  / ,  &c 

Or  comme  S9«x.&~«sxx.  nous  obtiendrons  l'équa* 
P  P 
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tion     as  ^  -f- 1  y  t>a  q-^ptaar.  Et  comme  nous  trouvons 
p       p 

de  la  même  manière  que  /=»  r  +  g ,  &  r  ■*"/"+■  '*  >  oou* 
conclurons  que  chaque  terme  de  notre  fuice  eft  la  ibmme 
des  deux  termes  précédents  ;  de  forte  qu'ayant  les  deux  pre- 
miers termes  on  eu  en  état  .de  continuer  la  fuite  auflî  loin 
qu'on  voudra.  Quant  a  ces  deux  premiers  termes  (dit  ce 
Savant  )  y  on  peut  les  prendre  à  volonté  ^  (i  nous  fuppoibns 
donc  qu'ils  {oient  o  ,  i  ,  notre  fuite  fera  o,  1,1,1,3,5, 

^1  i3>  ^l»  34t  ^5»  ^9  %  144  >  &c.  &  telle  que  fi  on  divife 
un  terme  par  celui  que  le  précède ,  on  aura  une  valeur  de  x 
d'autant  plus  approchante  de  la  véritable  qu'on  aura  choiG  uo 
terme  plus  éloigné.  L'erreur  véritablement  efl  très-grande  au 
commencement .,  mais  plus  on  avance ,  plus  elle  diminue. 
Si,  par  txemple  ,  on  feit  «  «=  ^ ,  on  a  ^  =  ii+  1  «c  ♦^^ 
od  Terreur  n'eft  que  de  .7^  :  les  termes  fuivants  la  donneroient 
encore  olus  petite. 

Conudérons  l'éqiution  xxbsix-|->x,&  puifquc  x  ■» 

^  &  *x  -=  -  ,  nous  aurons  -«=a— l-^i,   oure»2tf 

V  P  P        P 

^pj  d'od  Ton  peut  conclure  que  le  double  de  chaque  terme 

ajouté  au  terme  précédent  donne  le  terme  fuivant.  Si  nogs 
commençons  donc  encore  par  o ,  i ,  nous  aurons  la  férié 
c,  I ,  X  ,  5  ,  Il ,  x9  >  70 ,  1^9 ,  408 ,  &c. ,  d'od  il  fuit  que 
la  vadeur  cherchée  de  x  fera  exprimée  de  plus  en  plus  exaéle- 
ment  par  les  fradlions  fuivantes  :è>T>*>"T">TTjT?> 
W  9  TT 9  9  ^^*  9"^  approcheront  toujours  davantage  de  la 
véritable  valeur  de  «  «=  i  +  ^x. 

Soit  l'équadon  xî  =«a  jc*  +  x  x  +  1.  On  fitra  jr  «=  -^,  x* 

P 

T  S 

•*  — ,  &  x3  ■«•  — ,  &  Ton  aura  /=»  r  -fr  f  ?+/  »  par  9i\ 

P  P 

Ton  voit  comment  par  les  trois  termes  Py  qy  r  <,  on  doit  dé^ 

terminer  le  fuivant/,  &  comme  le  commencement  de  la  fuite 
cherchée  eft  arbitraire  ,  on  peut  former  la  férié  (îiivante  i 
^y^t  i>  1 9  3  >  ^9  13  )  ^8f  ^Oi  i^^y  &^  ^0^  ^^^  valeurs 
ae  X  lont  0  »  0  >  t>  T»  T  >  ^  r  TT  >  tt  •>  ^^  >  *^^'  ' 
Si  nous  prenons  pour  x  la  ftadtioo  77  =«•  V  »  ^^  trouver» 

^  Nous  parlerons  dans  la  féconde  partie  de  cet  Ouvrage  de  la 
valeur  de  la  (îradion  | ,  qui  peut  être  finie  ou  infinie  ,  ou  o  ? 
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pour  le  premier  membre  de  Téquacion  propofée  la  quantité 
^,  &pourlefécondmcmbrc^-lr-^-hi— •^,  où 
l'erreur  n'eft  que  de  j^' 

Il  faut  remarquer  cependant  (  dit  M.  Euler  )  que  toutes 
les  ^uatioKS  ne  font  pas  de  nature  i  pouvoir  y  appliquer 
cette  méthode*;  &  paniculiérement  lorfque  le  fécond  terme 
manque  9  elle  ne  peut  être  employée.  Car  foit ,  par  exempU  , 

xjc  :=»  ï  ;  £  on  vouloit  faire  *=»—',&**==  —  ,  on  au- 

P  P 

foit  —  «»  1 ,  ou  r  ■«  x|? }  c*eft-à-djre,  r  «»  o  x  j-+-  %p ,  d'où 

P 
réfulterolt  la  fuite  t,  X^Xy  i^4>4,  8,  8,  i6y  i6y  31,  31,  Ace* 

de  laquelle  on  ne  peut  rien  conclure ,  parce  que  chaque  terme 

divîfe  par  le  précédent  donne  toujours  x=  i  ^  ou  x  =  !• 

Mais  fi  dans  l'équation  propofée,  on  fuppofe  x  =  y  —  i  , 

on  trouxera  ^^««xy-f'  i  *j&fi  Ton  fait  maintenant  y  =■ 

—  «&yy  a»  —  on  aura  l'approiimation  que  nous  aTons  don- 
née ci-deflus* 

Il  faut  obfêrver  de  plus  (  ajoute  ce  Savant  au  fujet  de  cette 
méthode  )  que  lorfque  l'équation  a  une  racine  ntionelle  » 
&  qu'on  choiiit  le  commencement  de  la  période  tel  que  cette 
racine  en  refaite  >  chaque  terme  de  la  fuite  divifé  parle  terme 
précédent,  donnera  également  la  racine  exaétement*  Sois 
l'équation  xx  —  x  -f- 1  ,  dpnt  une  des  racines  eft  x  =  x  ; 
comme  onaid  ,  pour  la  férié,  la  formule  r*=^q  '\^  tp^  fi 
on  prend  i  »  x  pour  les  deux  premiers  termes ,  on  a  la 
fuite  1,1,4,8,1^,64,  &C.  qui  eft  une  progreflion 
géométrique  croiilante  dont  Fexpofant  eil  i. 

Mais  lorfque  le  commencement  de  la  fuite  s'écarte  de  la  racine  \ 

i  sa»  00 ,  en  conlidéranto  comme  une  quantité  infiniment  petite* 
M3ÎS   (t-i)(.-»)j.^lLzili:l^  2^-1-0. 

(l l)-»  X 

Ced  tout  ce  que  je  dirai  maintenant  fiir  cène  matière,  que  je 
traiterai  plus  au  long  dans  le  calcul  difiërentiel. 

*  Dans  la  tr^dudion  firaiifoifê  de  Falgébre  de  M.  Euler ,  on 
trouvey^  +  xy— ^x«-ix»  équation  hmflèj  ce  qui  uns  dôme 
cft  une  faute  d'impreflion* 
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il  ne  faut  pas  croire  qu'on  ira  da  moins  en  s's^prochant  de  cetre 
racine  y  la  fuite  ne  donne  par  approximation  que  la  plus  grande 
racine  (  il  ne  s'agit  pas  ici  des  équations  du  premier  oegré); 
êc  l'on  ne  trouve  pas  une  des  moindres ,  à  moins  d'avoir  choifi 
les  premiers  termes  convenablement  pour  cet  eSet.  Soit  l'é- 
quation xxes»j^x  —  3  ,  dont  les  deux  racines  (bnt  x=i  Bc 
X  SB  3.  La  formule  pour  la  fuite  eft  r  =  4^ —  3 ;?;  &  fi  l'on 
prend  i ,  i  pour  le  commencement  de  b  ferle ,  qui  indique 
par  conféquent  la  plus  petite  racine ,  on  a  pour  la  fuite  en- 
tière :  I  ,  I  ,  I  ,  I  y  &c.  Mais  fi  on  adopte  pour  premiers 
termes  les  sombres  i  >  3  9  qui  contiennent  la  pins  grande  ra- 
cine ,  on  a  la  fuite  :i,3>^)i7,8ip  143 ,7^9  9  &c.  qui 
indique  avec  précifion  la  racine  3.  Enfin  Ci  on  adppte  un  autre 
commencement,  pourvu  qu'il  foit  tel  que  la  plus  petite  racine 
n  y  foit  pas  comprife  ,  la  lérie  fera  telle  que  le  quotient  d'un 
terme  par  le  précédent  approchera  toujours  de  plus  en  plus 
de'  la  racine  3  a  proportion  qu'on  s'éloignera  du  premier  terme 
de  la  férié  ;  mais  les  quotients  n'approcheront  pas  de  la  plus 
petite  racine. 

Soit  l'équation  x«  —  x  »-'  +  x  «>-*  -|-  x  *»"'  +  &c. 
La  férié  doit  être  telle  pour  cette  équation ,  que  chaque  terme 
foit  égal  i  la  fomme  de  tous  les  précédents  ,  c'eft-à-diré  , 
ou'on  aura  1,1,1,4,  8 ,  16  ,  31 ,  ^4,  ii8,  Sec,  ce  qui 
rait  voir  qu'une  des  racines  de  l'équation  propofêe  eft  % 
exaâement.  En  'divifimt  l'équation  par  x^  ,  on  trouve  i  =» 

-f-  — r-  &c«  ■=« î  d'où  l'on  tire  i 


x^^xx         x^  X — I  X — 1* 

X I  =1,  &X=sl» 

En  examinant  cçtte  méthode  avec  un  peu  d'attention,on  s*ap" 
perçoit  facilement  que  les  premiers  termes  de  la  férié  ne  doivent 
pas  tous  être  =  q  ,  &  qalls  ne  font  pas  entièrement  arbitraires, 
comme  l'Auteur  femble  vouloir  le  faire  entendre  y  ce  qui  n'em- 
pêche pas  qu'elle  ne  foit  très  élégante. 

Des  Frayions  continues. 

114,  Il  y  a  encore  une  autre  e(pece  de  fériés  ,  dont  je 
crois  devoir  donner  une  notion  aux  Commençants  :  je  veux 
parler  des  fraSions  continues.  Lorfqu'une  fraâion  ^  potr 
dénominateur  l'aflèmblage  d'Un  entier  &  d'une  fradbdn  y  que 
cette  fecoade  fia£tion  a  auffi  pour  dénominateur  l'aflèmblage 
4*110  entier  &  d'une  £raâion ,  &  aiofi  de  fuite  :  Texpre/Coo 

qui 


rfb 


Calcul.  5J7 


w^Ê»m 


qui  eo  réfulce  s'appelle  fra^ion  continue  .*  ainfî  Texptefiîoa 


fl .  y 


<^  +  &c,  cft  im^fradlion  continue.  J*ap- 
pellerai  fraSions  intégrantes  les  fradions  — >  ^»  — ,  •&€•  de 

UPC 

raflèmblage  defquelles  rëflilce  la  fra£^ion  contîntle*  Si  les 
numérateurs  a\V  y  cf  ^  &c.  (ont  chacun  «a  x  ^  la  férié  ou 

6a£Uon  continue  précédente  fera  —    ,     i 

"*  "+■  T  +  -i   . 

ii<.  Pour  réduire  la  fraction  continue  —  ,    y         . 

A  4 —  en 

c 

fia^on  ordinaire  ,  fopere  en  allant  de  droite  â  gauche  &  ic 

réduis  le  dénominateur  ^  -{ de  la  féconde  fra^lioa  en  la 

c        ' 

fra^tioA  équivalante  ■  \  ainfi  raflèmblage  des  deux  6ac* 

^  H~  ~-  P^u^  ^^  regardé  comme  une  ftaâitm  4on( 

le  mmiëraceur  «■  ^  ^  dont  le  dénominateur  eil  -«-«^Z—  ; 

c 
y» 

donc  on  aura  la  valeur  de  -r  ,    ^         ,.  ,-       ,.       hcr^ 

*  + —  en  divilant  h  pat  — ï — ^ 

c'eft-i-dire  que  cette  valeur  cft=**7~  t— ;i  C'éft pourquoi  la 


a' 


fia£bon  contmue  propofée  eft  «=»  —  ,        U  c        *,  .  ' 

'    "^  a  -f'  \  ■  ".  "  >  Mais  â  4* 

«j      .     ■  a»  "■  ■*  ;>■  .    ■.  ■  ^  ;  donc  notre  rraction  coAtittue 
^f  -j-  tf'  #c4-c 

etl—    f  \  ^"^f  ;,  ■  Il  eft  clair  qu'en  remontant  àinfidt 
abc'^ac-^oc  * 

droite  à  igauche ,  on  pourra  réduite  toute  fraf^ion  continué  ^ 

dont  (e  nombre  des  termes  fera  fini  cà  une  fraâîoii  ordinaire* 

Tome  L  Y 
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AppcUoiM  S  U  Tileur  totale  de  U  firaddoa  continue 

d  -|-  Icc;  iltft  ûfé  de  voir  que  fi  en  allant 
de  gaucke  i  droite  on  prend  la  première  fradlion  intégrante 
lêule  y  pcdf  les  ^eux  premières  frayions  intégrantes  feules , 
puis  les  trois,  premières  firadUons  intégrantes  &ules  ,  êc 
ainfi  de  fuite,  on  aura  des  quantités  alternativement  plut 
petites  &  plus  grandes  que  S  ^  c'eû-^à-dire  »  que 

^  *  +  —  ;  &c  Car  èuB 

k  prenâeie  expreflîon  —  ,  le  dénominateur  a  eft  plus  petit 

rie  vétîttUe  dénominateur  ,  puifque  le  dernier  eft  formé 
l'addidon  de  a  avec  toutes  les  hantions  qui  fuivent  à 
droite.  Dans  la  féconde  expreflîon  le  d^ominateur  h  étant 

suffi  tiop  petit ,  Ulraâion  -^  ^  <^op  grande,  &  par  con(e- 

y 
fiiCBt  U  dénosûnatenr  n  4^  j-  cft  trop  grand  ^  ainfi  la  &ac« 

4o&  dont  k  numérateur  eft  4^  ^  le  dénomkiaQDiiff  «  -i-  j 

eft  trop  petite.  H  eft  maintenant  facile  de  voir  que  raflêm- 
blage  des  trois  premières  frayions  eft  plus  grand  que  S  ;  que 
f  a£nbls^e  des  quatre  premières  firaûions  intégrantes  eft  plus 
petit  que  S  y  to. 

Ii6.  Soient  A  &B  deux  nombres  entiers  &  pofitifs,  mais 

A^9.  Four  réduire  la  fiaûion-w-  en  fraûion  continue  »  opérez 

comme  fi  tous  cherchiez  le  plus  grand  commnnslivifeur  de 
A  ^  de  6  (31)  ;  divifez  donc  A  par  B  pour  uvoti  le  quo* 
tient  4  'y  divifez  enfuite  le  dénominateur.  B  par  le  refte ,  ft 
nommez  le  quotient  h  'y  divifez  après  cela  le  premier  refte  par 
le  fécond  ,  &  faites  le  quotient  «=»  c  ;  continuez  ainfi  en  di- 
▼ifant  toujours  ravant-dernier  refte  par  le  dernier  refte ,  juf* 
^'à  ce  que  vous  parveniez  à  une  divifion  qui  ne  laîilè  aucun 


Calcul. 


Î59 


refte  y  ce  qui  doit  néceflairemenc  arriver ,  pulfque  les  refte* 
fout  des  nombres  entiers  qui  vont  en  diminuant  i  vous  aurez 

la  fiaâion  continue  <•  +  t  ■    *  \ 

^  ^  •+-&€•  qui  fera  égale 

lia  fraûion  ^j  de  cette  fradtion  continue  contient  un  entiers. 

D 

A 
Soit  •w'^^ïfr'  I^i^î^^^  11^3  P^  SS7«  on  a  Iç  quotient 

«  «B  t  y  &  le  reftè  ii6.  Divifant  S87  par  116 ,  on  aura  le 
quotient  4  <»  ^  &  le  refte  13  ;  on  divifera  né  par  13  j  cç 
qui  donnera  le  quotient  ^  &  le  refte  p  ;  on  divîfeîa  encore 
13  par  9  ,  on  aura  le  quotient  t  de  le  refte  5  >  on  divifera 
5  par  5  y  on  aura  le  quotient  i  &  le  refte  4  ;  on  divifera  5 
par  4,  on  aura  le  quotient  x  &  le  refte  i  :  enfin  divKant 
4  par  I  ,  on  aura  le  quotient  4  &  le  refte  o ,  de  forte  que 
l'opëracion  fera,  finie.  Rafferoblant  donc  par  ordre  les  quotients 
trouvas,  on  aura  cette  férié  i,  4,  9^  t>  t,  1,45  &la  frac- 
tion continue  ckercbée  &ra  »»■  1  +20.4.    , 

Si  nous  retranchons  867.  it  t  to}  pour  avoir  k  refte  %téf 
fa  fraôion  m  fera  —  i^l^^ 


^"^Urr 


""♦i  9  or  on  trouvera &ci- 
lement  ce  ré(ultat  en  divi&nt  887  par  ii^  ;  diviûnt  énfuiie 
»i6  par  le  refte  que  donne  la  première  divifion  ;  divi(ànt 
-  après  cela  le  premier  refte  par  le  fécond  5  Se  ainfi  de  fuice 
pour  avoir  les  quotients  4»^»^,i,i,4»  dont  on  formera  la 
naéUon  continue  ^.^     , 

Et  félon  ce  que  nous  avons  dit  ci-delfus ,  fai(ânt  \^  ««S  »  nous 
aurons  S<i,S>i^i     S  <;i 

A 
Soit  la  fraâion  numérique  &  pofîtive  ^  ,  dans  laquelle 

A  I 

A  eft ^B ,  telle  que  l'on  ait  «-  —-S  —  — ^^  t^ 

Cette  fraÔLon  étant  réduite  en  fraâion  ordinaire  donne,  en 

Y  1 
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fc  bornant  à  trois  fradions  intégrantes ,  S  =■  — r — ; ; —  ; 

&  Ton  ne  peut  avoir  une  valeur  plus  approchée  de  S  au  moyen 
d'une  framon  qur  foit  exprimée  en  des  plus  petits  nombres 

que  la  fraélion     .  •  i  "  De  fonc  <jue  fi  Ton  fiippolb 

c  -j — ,  en  ajoutant  une  fîaâion  intégrante 

4e  j>Ius ,  ;pour  avoir  S  ««  —7 f—^ L£ ; — 

cette  fraûion  fera  exprimée  par -des  plus  grands  nombres  que 
la  précédente. 


Lalcaâien  |:|f  éiant -»  ^ ^ i 

>  '♦•2      I 


««4,  3"»9»  «■=*», p«=i,  nous  aurons 


*■«  *^  J ,  C  nousTaîTons 


â^c-J-tf-f-c 


"5* 
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GÉOMÉTRIE. 

* 

!•  JLj.a  Géométrie  ejl  la  fiicnci  de  refpacc 
ou  de  rétendue  en  longueur  3.  largeur  &  prafondeur^ 
La  ligne  n'eft  aut^e  chofe  que  retendue  confidérée 
iaas.  largeur  ni  profondeur,  hsifurface.  eft  l'étendue 
coniidérée  en  longueur  &  largeur  feulement.  On  ap 
pelle  folide  *  les  trois  dimenfions  prifes  enfemble.> 
c'eft'à-dire  ,  la  longueur  ,  la  largeur  &  la  profon- 
deur. L  extrémité  aune  ligne  s  appelle  un  point  > 
&  il  efl:  évident  que  la  ligne  n'ayant  ni  longueui: 
ni  profondeur  (  ou  étant  confidérée  comme  celle  )  > 
on  ne  peut  concevoir  dans  le  point  ni  largeur  y 
ni  profondeur  i  on  peut  cependant ,  .pour  aider 
l'imagination  ,  conlidérer  le  point  comme  une 
étendue  d'une  longueur  y  largeur  de  profondeur 
très-petites. 

La  ligne  droite  eft  celle  qui  va  d^un  point  à 


*  On  nVnrend  pas  ici  fzx  foUdt  un  amas  <}è  parties  maté* 
rielles  \  mais  feulement  un  elpace  long ,  l^^c  &  profond  y 
que  cet  efpace  contleiuie  un  corps  ^  ou  ^u'il  (oit  parfaitement 
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Taucre  fans  fe  détourner  à  droite  ni  'a  gauche ,  telle 
e(t  ab  (  figure  première  ).  On  peut  la  concevoir 
formée  par  le  mouvement  d'un  poinjc  qui  va  de 
a  en  A  (ans  fe  détourner  d  aucun  coté. 

a.  Corollaire.  Delà  il  fuit  que  la  ligne 
droite  eft  la  plus  courte  qu'on  puiflfe  tirer  entre 
deux  points. 

La  ilgne  courbe  eft  celle  qui  eft  engendrée  par  le 
mouvement  d'un  point  qui  a  chaque  moment  s'é- 
carte très-peu  de  la  ligne  droite.  Telles  ibnt  les 
lignes  acb  ^  adb.  ,On  appelle  ligne  mixte  ^  une 
ligne  pxb  ^  compofée  d'une  ligiie  droite  px  ic 
d'une  ligne  courbe  x  b.  Enfin  j'appelle  ligne  an- 
guleufe  une  ligne  apx  compofée  de  deux  lignes 
'    droites  ap^px ^  qui  n'ont  pas  la  même  direâion. 

j.  Corollaire.  On  ne  peut  tirer  qu'aune 
Kgne  droite  à  b ,  entre  deux  pomts  a  &  3  ;  mais 
on  peut  faire  pafler  tant  de  courbes  que  l'on  voudra 
par  ces  mêmes  points  aSc  b. 

La  ligne  circulaire  eft  une  ligne  courbe  (  fig.  i) 
décrite  pat  l'extrémité  a  de  la  ligne  ac,  qui  tourne 
autour  d'un  point  fixe  c.  Ce  point  c  eft  appelle  le 
centre ,  &  il  eft  évident  qae  tous  les  points  de  la 
ligne  circulaire  (qu'on  appelle  encore  circonférence 
du  cercle  )  font  également  éloignés  du  centre.  On 
appelle  cercle  refpace  renfermé  dans  la  circonfé- 
rence *  ;  c*eft*à-dire  ,  que  le  cercle  efk  xinQ  furface 
plane ,  terminée  par  une  ligne  courbe  qu'on  ap- 

{)elle  circonférence  ,  dont  tous  les  points  font  éga- 
ement  «loigiiés  d'un  point  qu'on  nomme  centre. 
4.  Corollaire.   Delà  il  fuit  que   coures 

*  Quelquefois  cependant  on  fe  (êrt  du  moc  cercle  pour 
d^fîguer  la  circonférence* 


■■•ili 
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les  droites  tirées  du  centre  à  la  circonférence  (  on 
les  appelle  des  rayons)  font  égales.  De  même  tous 
les  diamètres  font  égaux  ;  car  un  diamare  bd  q& 
une  ligne  droite  ,  qui  paifant  par  le  centre  eft  ter^ 
minée  de  part  &  d'autre  à  la  circonférence  ;,  de 
forte  qu'il  eft  compofé  de  deux  rayons  égaux.  Mais 
les  lignes  qui  font  terminées  de  part  &  d'autre  à  ta 
circonfélrence  fans  pafTer  par  le  centre ,  ne  font  pas 
égales.  Ces  fortes  de  lignes  fcMit  appellées  cordes  ; 
or  il  eft  vifible  qu'une  corde  fde(t  d  autwt  plus 
petite  qu'elle  eft  plus  éloignée  du  centre. 

5*  CoROLLAiRB.  Tout  diamètre  bd  par- 
tage la  circonférence  Se  le  cercle  en  deux  parties 
égales  ^  car  fi  l'on  conçoit  la  partie  bfd  pliée  for 
le  diamètre  bdy  il  eft  clair  que  tous  les  points  de 
la  partie  dfi  ,  s'appliquefomr  exa&ement  fur  tous 
les  points  de  la  partie  %ad:  car  ii  le  point/,  par 
cxcmpU  j  tomboit  en  dedans  ou  en  dehors  de  la 
fxxtiébady  tous  les  points  de  la  circonfôrence  ne 
feroient  pas  également  éloignés  du  centre  c 

Les  Géomètres  conçoivent  la  circonférence  de 
tout  cercle  ^rand  ou  petit  divifée  en  )^o  parties 
égales  y  qu'ils  appellent  degrés.  Chaque  degré  le 
divife  en  60  parties  égales  qu'on  nomme  minutes  ^ 
chaque  minuté  en  (>b  parries  égales  qu'on  nomme 
fécondes ^  chaque  féconde  en  60  tierces^  Se  ainfi  de 
fuite.  Le  caradere  qui  défîene  le  degré  eft  ^,  celui 
de  la  minute  ' ,  celui  de  Ta  féconde  '*  y .  c^elui  des 
tierces  "\  Sec.  ainfi  j  5  «>  7*  1 1"  jo'"  fignifient  55  d^ 
grés  9  7  minutes ,  1  r  fécondes ,  3  o  tierces. 

On  appelle  cereles  concentriques^  ceux  qui  ont 
un  même  centre  c  (  fig.  3  ).  On  nomme  cercles 
excentriques  j  ceux  qui  ont  difirrens  centres  (fig.  4)^ 
On  appelle  fécantes  les  lignes  qUi  coupent  un  cer- 
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cie  ,  telles  que  ad  {  fig.  i^  )  \  6c  tangemcs ,  celles 
qui  le  touchent  fans  le  couper,  comme  ab  (  âg.  4). 
On  appelle  arc  d*un  cercle  y  un^  partie  Je  fa  circon- 
férence xd  [hg.  ^).  Un  fedeur  de  cercle  eft  lef- 
Kce  renfermé  entre  deux  rayops  md  y  mx  ^  Se 
rc  xd  terminé  par  ces  deux  rayons.  On  appelle 
fegmtnt  l'efpace  compris  entre  un  arc  dx&cCz  corde. 

6.  Les  lignes  perpendiculaires  font  celles  qui 
tombent  fur  une  autre  lignQ  fans  pencher  d'un  coté 
ni  de  l'autre.  AinCi  hx  {  Hg.  (>  )  eft  perpendiculaire 
fur  a  b.  Il  eft  évident  auffi  que  (i  hxxxQ  penche  ni 
du  côté  de  ^  ,  ni  du  coté  de  ^ ,  abnt  penchera  pas 
non,  plus  ni  du  côté  de  A  ,  ni  du  côté  cle  x  ;  c'eft-à- 
dire ,  qUie  fi  une  ligne  eft  perpendiculiûce  fur  une 
autre  ligne ,  la  féconde  fera  aufti  perpendiculaire 
fur  la  première.  On  appelle  lignes  obliques  celles 
qui  en  rencontrent  une  autre  en  penchant  plus  d'un 
côté  que  de  l'autre  :  ainfî  h f  8c  ha  font  obliques 
fur  abjczt  la  première  penche  plus  du  côté  de  <z , 
que  du  côté  de  ^ ,  &  la  féconde  penche  plus  du 
côté  de  b  j  que  du  côté  de  a.  Les  lignes  parallèles 
font  celles  qui  font  partout  également  éloignées 
l'une  de  l'autre.  Ainfi  elles  ne  peuvent  fe  rencon- 
trer quelques  prolongées  qu'elles  foient  :  telles 
font  les  lignes  hp  y  mn^  dont  tous  les  points 
correfpondants  hic  m^pic  n  font  toujours  égale- 
ment éloignés. 

Un  angle  n*eft  autre  chofe  que  l'ouverture  que 
ki(ïent . entr 'elles  deux  lignes  ac,  dc^  qui  fe  ren- 
contrent en  un  point  c  (  ng.  5  )  \  ainfl  de  a  eft  un 
angle.  Il  eft  vilible  qu'à  proportion  que  le  point  d 
s'éloigne  du  point  a ,  l'angle  de  a  devient  plus 
grand ,  auffi-bien  que  V^yvcad;  de  forte  que  Tare  ad 
croît  en  même  temps  que  l'angle.  Il  eft  viable  auûi 
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que  l'angle  gcf^  dont  les  côtés  font  plus  petits 
que  ceux  de  1  nngle  acd  ^  lui  eft  cependant  égal. 

7.  Corollaire.  Donc  premiétement  la  gran- 
deur d'un  angle  ne  dépend  pas  de  la  grandeur  de 
£es  côtés.  Secondement  l'angle  doit  s'eftimer  par  le 
nombre  des  degrés ,  minutes  ,  fécondes  ,  &c.  de 
l'arc  de  cercle  compris  entre  fes  côtés,  en  fuppofanc 
que  la  pointe  de  l'angle  eft  au  centre  du  cercle. 

Lorlqu'un  angle  eft  formé  par  deux  lignes  cour- 
bes ,  on  l'appelle  curviligne  ;  mais  on  le  nomme 
mixciligne  lorfqu'il  eft  formé  par  une  ligne  droite 
&  une  ligne  courbe  ;    l'angle  p  o  n  eft  curvili- 

fne  y  &  Tangle  nab  eft  mixtiiigne  (  fig.  4  )•  Pour 
éfîgner  un  angle  l'on  fe  fert  dé  trois  lettres ,  dont 
celle  du  milieu  défigne  la  pointe ,  Se  les  autres:  les 
•extrémités  des  côtés ,  ou  bien  on  fe  fert  d'une  feule 
lettre  fituée  au  fommct  de  l'angle.  Un  angle  eft  ap* 
pelle  droit  lorfqu'il  a  pour  mefure  le  quart  du  cercle  ; 
il  eft  aigu  s'il  a  pour  mefure  moins  que  le  quart 
dû  cercle.  Ainfi  l'angle  dcp  (%•  7)  eft  droit,  & 
l'angle  D  c  a:  eft  aigu.  On  appelle  (mgU  obtus ,  celui 
qui  a  pour  mefure  plus  que  le  quart  du  cercle  ,  tel 
eft  l'anele  de  a.  On.  appelle  complément  d'un  angle 
la  différence  de  cet  angle  avec  un  angle  droit ,  & 
fupplément  d'un  angle  ce  qui  manque  à  cet  angle 
.  pour  valoir  deux  angles  droits  ou  1 80°. 

8.  Corollaire  VI.  Donc  les  angles  «gaux  ont 
des  complémens  &  des  fupplémens  égaux  ,  &  réci- 
proquement fi  deux  angles  ont  des  complémens  oa 
dts  fupplémens  égaux ,  ils  font  égaux  *. 

^  Quand  on  dit  que  les  angles  qui  ont  des  comptémens  ^gaux 
font  égauT^on  fuppoCè  qu'i|]^fQntdelamêmeerpecej  c'e(l-â-dire, 
tous  les  deux  aigus  ou  tous  les  deux  obtu$  :  car  l'angle  de  loa*^ 
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Dbfikitions.  (Jfi  efpace  terminé  par  des  lignes 
efl:  vine  figure  \  te  une  figure  de  trois  cotés  s'ap- 
pelle un  triangle. 

^.  Théorème.  Une  ligne  a  y  tombant  fur  une 
autre  ligne  b  d  ,  forme  fur  cette  ligne  deux  angles 
a c  d  9  zch  du  mime  coté ^  quon  appelle  contigus  , 
qui  pris  enfemble  valent  deux  angles  droits.  En  etfet 
li  du  point  c ,  comme  centre  ,  on  décrit  le  cercle 
abd  y  il  eft  évident  que  bd  fera  un  diamètre  & 
bad  une  demi-circonrérence  ;  mais  l'angle  bca 
a  pour  mefure  lare  ba  y  Se  l'angle  acd  z  pour 
mefure  l'arc  ad  y  ainii  ces  deux  angles ,  pris  enfém* 
ble  ,  ont  poiir  mefure  la  demi-circonférence  bad  y 
ic  par  conféquent  ils  valent  deux  angles  droits. 


Tangle  dtbit  doit  être =  90®  ;  or  dans  ce  cas 

pc  ne  penchant  pas  plus  du  coté  de  b  que  du  coté 
de  d  eft  perpendiculaire  fur  b  d. 

II.  Corollaire  IL  Les  angles  dey yb cy ^ 
formés  par  la  ligne  bdiclz  lizne  a  c  prok>ngée , 
auront  aufllî  pour  mefure  une  demi-circonférence 
de  cercle  byd  y  ic  par  conféquent  ils  vaudront  en- 
femble 180^.  Si  par  le  point  c  on  tire  tant  de 
lignes  que  Ton  voudra  ,  tous  les  angles  bca  y  acp y^ 
pcx  y  xcd  y  formés  au-deflos  de  la  ligne  bdy  au* 
ront  pour  mefure  la  demi-circonférence  bad.  De 
même  tous  les  angles  formés  au-deffbos  de  bcd  y 

&  l'angle  de  80^  ont  le  même  cooipléinent  10°  ,  cependanc 
ils  ne  font  pas  égaar.  Il  y  a  des  Autcfors  qui  dlfem  qne  le 
complément  d'un  angle  eft  ce  qui.  manque  a  cet  angle  pour 
valoir  on  angle  dr oie 
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^arcmt  pour  mefore  la  demi  *  circonférence  infé- 
rieure iyd*y  donc  ils  voudront  deux  angles  droits  ; 
donc  tous  les  angles  qu'on  peut  former» autour  d'ui» 
pointe  valent  précifément  )6o^. 

1 1.  Thboremb.  Les  angles  oppofes  au  fommet 
font  égaux.  Les  angles  oppofés  au  fommet  font 
ceux  qui  ont  leurs  pouites  oppofées  &  qui  font  faits 
par  deux  lignes  qui  fe  coupent  :  tels  font  les  angles 
acb  y  dcx  (  fig.  5  ) ,  oui  ibnt  égaux  \  car  langle 
ae  d  eft  fupplénnent  de  l'un  8c  de  l'autre  j  donc  (8) 
ces  angles  font  égaux  j  donc ,  &c. 

1  )  Théorème.  Une  ligne  f  x  qui  coupe  deux  pa-^ 
ralleles  la  ,  bd  ,  forme  avec  elles  des  angles  a,  b 
ficués  de  la  même  manière  (fig.  8)  j  on  les  appelle  cor* 
refpondans  j  égaux.  Car  il  eft  vifible  que  les  lignef 
bdy  /  a  ne  font  pas  plus  inclinées  Tune  que  l'autre 
fur  la  ligne  fx  du  côté  du  point  /;  autrement 
ces  lignes  s'approcheroient  Tune  de  T^kitre  d'un 
côté  ,  6c  par  confisquent  ne  feroieot  point  pa* 
ralleles  ;  mais  c'eft  de  l'inclinaiibn  des  lignes  que 
dépend  la  grandeur  des  angles  \  donc  l'angle  a  eft- 
égal  i  l'angle  b. 

On  appelle  angles  altemes^intemcs  les  angles  b 
&  c  finies  entre  Tes  parallèles ,  mais  de  difterens 
côtés  de  la  fécanre  ;  angles  alternes-externes  les 
angles  qui  font  fitués  hors  des  parallèles  de  dif- 
ferens  cotés  de  la  fécante ,  comme  a ,  x.  Les  angles 
alternes  appartiennent  '  toujours  l'un  à  l'une  des 
parallèles ,  &  l'autre  à  l'autre  parallèle. 

Corollaire  l.  11  fuit  de  ce  théorème  que 
les  angles  alternes-internes  font  égaux  entr'eux , 
auflU-bien  que  lés  angles  alternes-externes  :  car 
(  par  le  théorème)  *  =  <t  ;  or  a  =»  c ,  parce  qu'ils 
font  oppofés  au  fommet  y  donc  iasc^^-donc  i  ^  6cc. 
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x^  a^=szb^  parce  qu'ils  font  correfpondans  y  b=sx^ 

Sarce  qu'ils  font  oppofés  au  ibmtnec  j  donc  a  =  x  ; 
onc  1°  &c  ' 

C0110LLAIR.E  IL  Deux  angles  foie  internes  ^ 
ibic  excernes  du  même  coté  de  la  fécante  >  valent 
toujours  deux  angles  droits  ^  ait  a  6c  m  étant  con- 
tigus  valent  deux  angles  droits  (  9  )  >  mais  a  =  i  ; 
donc  mSc  t  valent  deux  angles  droits.  Déplus^ 
Se  b  étant  contigus  valent  180^}  mais  ^=  a  ;  donc 
g  6c  a  valent  Jeux  angles  droits  ^  donc  fi  Tun  de 
ces  angles  eft  droit ,  l'autre  le  fera^auffi;  c'eft-à-dire^ 
ù  la  fécante  f^efk  perpendiculaire  à  l'une  des  pa- 
rallèles y  elle  le  fera  de  même  à  l'autre. 

14.  Corollaire  IIL  Donc  fi  deux  angles 
ent  leurs  côtés  parallèles ,  ils  feront  égaux  ou  lup- 
plémeos  l'un  de  l'autre.  Les  angles  rsp^  fai  font 
égaux  y  car  J  =3  f  ,  parce  qu'ils  font  correfpon* 
dans  (à  câufe  des  parallèles  fqy  rs)y  qz=za^ 
parce  qu'ils  font  de  même  correfpondans  ;  donc 
a=is.  Les  angle's  ^«^f  9  /^^  ont  leurs  cotés  pa- 
rallèles j  mais  rsq  6c  fqN  font  correfpondans ,  & 
celui-ci  eft  correfpondant  de  fa  l  .fupplément  de 
fa  i.  Si  l'on  conçoit  que  la  ligne  r  <f  M  fe  meut  fur 
p  q  en  reftant  toujours  parallèle  à  la  liene  fq  y  6c 
qu'étant  arrivée  en  q  ,  l'angle  rsp  { qui  eft  devenu 
fqp  )  y  ou  fon  oppofé  au  fommet  Msq  {  qui  eft 
devenu  Â^N)  le  meut  le  long  de  la  ligne /^» 
de  manière  que  la  ligne  fys  {oit  toujours  ficuée 
fur  fq  y  jufqu'i  ce  que  la  Ugi^^  ^P  tombe  fur  ai  ^ 
l'angle  r  s  p  £e  çonfondera  avec  fai ,  &  l'angle 
}A  s  q  fera  oppofé  au  fommet  à  l'angle  fai  y 
mais  les  angles  rj^,  }Asp  ne  fe  confondront 
avec  l'angle  fa  i  ,  ni  ne  lui  feront  oppofés  au 
fommet.  On  peut  donc  ^  par  ce  qu'on  vient  de 
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dire  ,  connoitre  dans  quels  cas  les  angles  donc  les 
cotés  font  parallèles  font  égaux  ou  fupplémens 
l'un  de  l'autre.  En  général  fi  ies  angles  rspyfai\ 
dont  les  côtés  font  parelleles  »  ont  leurs  pointes 
tournées  vers  la  même  région  ils  font  égaux  ^  & 
comme  Tangle  M  j^  eft  égal  rs p y  on  peut  dire 
auffi  que  deux  angles  fai  y  iAsq  feront  égaux 
toutes  les  fois  qu'ils  auront  leurs  cotés  parallèles  y 
6c  que  l'un  des  deux  (  en  prolongeant  (qs  côtés  ^ 
s'il  le  faut)  fera  oppofé  au  fommet  à  un  angle 
qui  aura  fa  poii^te  tournée  vers  la  même  région 
que  l'autre.  Quand  dans  la  fuite  de  cet  Ouvrage 
on  conclura  que  les  angles  dont  les  côtés  font  pa- 
rallèles font  égaux ,  ils  ne  fe  trouveront  jamais  dans 
le  cas  de  ceux  qui  font  fupplémens  l'un  de  l'autre. 

1 5.  Théorème.  Si  Us  angles  corrcfpondans  font 
égaux  j  Us  lignes  feront  parallèles  ;  il  en  fera  de 
même  Jl  les  angles  alternes-internes  j  ou  alternes-- 
externes  ,  ou  fi  deux  angles  m ,  b,  oz^  a ,  g ,  'mternes 
ou  externes  fitués  du  même  côté  de  lafécante  j  l'un 
appartenant  à  la  ligne  fupérieure  &  l'autre  à  Cinfé^ 
rieure  font  égaux.  Car  dans  tous  ces  cas  les  lignes 
la  j  hd  doivent  être  également  inclinées  fur  la 
fécante  fq  du  même  côté ,  ce  qui  ne  peut  être  y  i 
moins  qu'elles  ne  foient  parallèles. 

1 6,  Problème.  Par  un  point  i  mener  une  pâ^ 
rallele  à  la  ligne  b  d.  Du  pomt  i ,  comme  centre , 
&  d'une  ouverture  de  compas  à  difcrétion  décrivez 
un  arc  de  cercle  r  A  ,  du  point  h  où  cet  arc  ren- 
contre la  ligne  b  d^  &  de  la  même  ouverture  de 
compas  décrivez  l'arc  du  Ouvrez  ie  compas  de  d 
en  i  ,  portez  cette  ouverture  de  ^  en  r  ^  par  le 
point  t  &  le  point  i  tirez  la  ligne  i  r  &  le  pro^ 
blême  fera  réfolu.  En  effet  les  angles  hit ^  ihd 
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mlternes-internes  font  égaux  étant  mefurés  par  des 
arcs  égaux  décrits  de  la  même  ouverture  de  com- 
pas y  donc  les  lignes  bd  y  ti  font  parallèles. 

X  7.  Problème.  Mener  une  perpendiculaire  fur  une 
ligne  ab  (iig.  9).  Des  points  aicb^  comme  centres 
'&  d  une  même  ouverture  de  compas  *  y  déçrive^i 
deux  arcs  xXygg  qui  fe  rencontrent  en  h  au-deflus 
de  ab;  faites  la  même chofe  en-deflbus ,  &  par  les 
points  ky  h  tirez  la  ligne  hph^  vous  aurez  la  per- 
pendiculaire que  vous  demandez.  Car  tous  les 
points  de  Tare  xx  font  également  diftans  du  cen- 
tre a  de  cet  arc ,  de  même  tous  les  points  de 
l'arc  g  g  font  également  diftans  du  centre  b  ;  donc 
les  points  k ,  qui  font  les  intercefiions  de  ces  arcs , 
font  également  diftans  de  a  6c  de  b*^  donc  auffi  tous 
les  autres  points  de  la  ligne  h  h  font  également  dif- 
tans deaéc  de  by  car  la  pofition  d'une  ligne  droite 
ne  dépendant  que  de  deux  points  ,  le  point  p  de 
cette  ugne  ne  fauroit  être  plus  près  de  a  que  de  ^ , 
à  moins  que  la  ligne  hp  h  ne  foit  pas  droite.  Donc 
la  liene  A  A ,  a  tous  fes  points  également  diftans  de 
a  Se  de  b  y  donc  elle  eft  perpendiculaire  {ur  aby  c'eft* 
à-dire  qu'elle  ne  pencne  pas  plus  du  coté  de  a  que 
de  ^ ,  &  de  plus  elle  coupe  ab  en  deux  également» 

Corollaire  I.  De  ce  que  nous  venons  de  dire , 
il  fuit  que  toutes  les  fois  qu'une  ligne  droite  aura 
deux  de  {es  points  également  diftans  des  deux  autres 
points  d'une  autre  ligne^elle  lui  fera  perpendiculaire. 

Corollaire  II.  Donc  pour  mener  une  perpen- 
diculaire  fur  la  ligne  ^z^  (fig.  10)  par  un  point  d  de 

*  n  faut  eue  Pouvernire  du  compas  foit  plus  graa<ie  que 
la  moitié  <ie la  ligne  ab ,  autrcmem  les  aies  xxy  gg  ne  fe 
cooperoleoc  p^. 
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cette  ligne  ,  il  fuffit ,  après  avoir  décrit  du  point 
d comme  centre  une  demi-cicconfér^nce  acb  y  de 
décrire  deux  arcs  qui  fe  coupent  en  A  ,  en  décri-* 
vanr  ces  arcs  de  la  même  ouverture  de  compas ,  Se 
prenant  pour  centres  les  points  aie  A  y  où  la  demi^ 
circonférence  coupe  la  ligne  donnée  a  b.  Tiraior 
enfuite  la  ligne  h  d ,  dont  les  points  h  ic  d  font 
,  également  diftans  des  points  a  ic  b  y  Ton  aura  la 
perpendiculaire  demandée. 

C o R o L L  A I R £  I II.  Si  du  point  h  y  hors  d'une 
ligne  ab  (fig.  1 1),  on  veut  mener  une  perpendi-* 
culaire  à  cette  ligne  \  du  point  h  on  décrira  un 
arc  de  cercle  c  c ,  qui  coupe  la  ligne  a  ^  en  deux 
points  y  des  points  d'interledion  comme  centre  & 
de  la  même  ouverture  de  compas  décrivant  deux 
arcs  qui  fe  couperont  en  p  y  Ion  tirera  la  ligne  hp  y 
qui  fera  la  perpendiculaire  demandée.  £n  effet  Us 
points  c  &c  c  font  également  éloignés  du  point  p 
ôc  du  point  h  (  centre  de  lare  ce)  y  donc  la  ligne  hp 
ft  deux  points  également  éloignés  des  deux  autres 
points  de  la  ligfie  a  b  y  donc  (  G)rollaire  L  )  la  ligne 
&p  ed  perpendiculaire  fur  ab. 

x8.  Théorème.  D'un  point  p  dans  une  ligne  j 
ou  d'un  point  h  pris  hors  d'une  ligne  a  b  j  on  ne  peut 
mener  quune  perpendiculaire  à  cette  ligne  (fig.  6).  Car 
toute  autre  ligœ  cpyOahd  penche  néceflairemeht 
d'un  coté  ou  de  Tautre  de  la  ligne  aby  donc ,  &ç* 

CoROLLAiRfi.  Donc  deux  lignes  hp  y  mn  per- 
pendiculaires fur  une  mêoie  ligne  ab ^  font  pa-- 
ralleles  :  car  fi  elles  fe  renamtroient ,  on  pourroic 
du  point  de  rencontre  tirer  deux  perpendiculaires 
fur  la  même  ligne  ab  ^  c^  qui  (  par  le  Théorème } 
eft  impoffîble. 

19.  TniQJkMMWf  La  perpendiculaire  eft  plus  courte 
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que  V oblique  tirée  d'un  même  point  h  fur  la  même 
ligne  ab.  Ayant  prolongé  hp  jufqu  en  x  ,  en  forte 
\xepA^=px  ;  il  eft  vifible  qu'en  pliant  la  figure 
e  manière  que  a  /ferve  de  plis^  &  que  kp  tombe 
farpx  ,  k d  tombera  [ur  dx y  ôc  ha  fur  ax  j  donc 
hd=:  dx y  Se  ha  =  ax  \  mais  la  ligne  anguleufe 
h  dx^hx  ;  donc  A  ^  moitié  de  la  première  ligne  eft 

{>lus  grande  que  hp  ,  moitié  de  la  (econde  ^  doue 
a  perpendiculaire  hp  td  plus  courte  que   dh'^ 
donc,  &c. 

Corollaire  I.  La  ligne  anguleufe  hax  s'c- 
cartant  plus  de  ta  droite  hp  x  y  que  la  ligne  angu- 
leufe hdx  y  la  première  doit  être  plus  grande  que 
hdx)  donc  ha  moitié  de  la  première  ligne  angu- 
leufe eft  plus  longue  que  h  dy  moitié  de  l'autre;  donc 
de  toutes  les  obliques ,  celles  qui  s'écartent  le  plus 
de  la  perpendiculaire  y  font  les  plus  longues.  Mais 
fi  deux  obliques  hfyhd  s'écartent  également  de  la 
perpendiculaire ,  Tune  à  droite  &  l'autre  i  gauche 
il  eft  vifible  qu'elles  feront  égales  \  &  parce  qu'il 
ne  peur  y  avoir  que  deux  droites  également  éloi- 
gnées de  la  perpendiculaire,  l'une  à  droite  &  l'autre 
a  gauche  ,  on  ne  peut  d'un  même  point  h ,  mener 
plus  de  deux  lignes  égales  fur  une  mcme  ligne  ab. 

Corollaire  IL  II  fuit  du  Corollaire  précédent 
que  fi  la  perpendiculaire  A/?  eft  la  même  (ce  faroic 
la  même  chofe  fi  l'on  avoir  deux  perpendiculaire» 
égiales  )  &  fi  les  obliques  hdy  A/ font  égales  de  part 
&  d'autre  y  leur  écartement  de  la  perpeiKliculaire , 
favoir  dp  y  pf  {on  appelle  cet  écartemenc,  éloi- 
gnement  de  perpendicule)  fera  égal  de  part  &  d'au- 
tre j  fi  les  obliques  Se  les  éloignemens  de  perpen- 
dicule font  égaux  ,  la  perpendiculaire  hp  (^  qu'on 
peut  prendre  pour  un  éloignep:ieat<ie  perpendicule , 

en 
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eloignement  de  perpendicul 
égaux  de  parc  &  d'autre  5  les  obliques  feront  évi- 
demment égales  'y  car  alors  pliant  la  figure  de 
manière  que  le  plis  tombe  fur  A/? ^/tombera  fur  d^ 
donc  hi^=^hf.  De  même  d  hd=:zhfyhp  teftant 
la  même ,  les  deux  obliques  égales  feront  égaler 
ment  éloignées  de  la  perpendiculaire  (  Corollaire 
précédent  )  ^  donc  les  éloignemens  de  perpendicub 
leront  égaux.  Donc  de  des  trois  chofes  y  la  perpen-» 
diailaire  ,  l'oblique  ,  Téloignement  de  perpendi- 
cale  ,  fi  deux  font  égales  de  part  &c  d'autre  ,  la 
troifiéme  le  fera  aufli. 

Corollaire  III.  Donc  une  ligne  ca  (fig.li)  tirée 
du  centre  c  fur  la  tangente  gUy  zn  point  de  cdn^ 
cingence  a ,  eft  perpendiculaire  fur  cette  tangente  j 
car  là  ligne  ctf  eft  la  plus  courte  qu  on  puifle  mener 
du  point  c  à  la  ligne  g  a  y  puifqiie  toute  autre  ligne 
menée  du  point  ^  à  la  ligne  g  a  fortirdit  du  cercle 
&  feroit  par  conféquent  plus  longue  que  le  rayon 
c  a.  De  plus  la  tangente  ne  touche  le  cercle  qu'en 
un  feul  point,  autrement  du  même  point  on  pourroit 
tirer  deux  perpendiculaires  fur  la  même  ligne  :  ce 
qui  (18)  eft  impoflible.  Il  n'eft  pas  moins  évident 

aiè'une  ligne  g  a  perpendiculaire  i  Te^trémité  a 
'un  rayon  c  a  eft  une  tangente. 
2o.  Théorème.  Vnc  ligne  c  p  menée  du  centre  d'un 
cercle  perpendiculairement  à  la  tangente  g  \^coupe  Us 
cordes  parallèles  à  cette  tangente  en  deux  parties  égales 
(fig.i  3).  Car  cp  eft  perpendiculaire  â  ces  cordes  (15) , 
6c  parce  qgp  cp  a  de  plus  un  point  c  également  éloi- 
gne de  ^  &  de  1/  (pomts  de  la  circonférence  du  cer^ 
de)  r  ^^  point  d'intécfeûion  s  doit  êcrç  auffi  égale- 
^ome  /;     .  Z 
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ment  éloigné  de  a  &  de  </ ,  autremelic  la  ligne  c  p 
pencheroit  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  ligne  adyéc 
ne  lui  feroit  pas  par  conféquent  perpendiculaire. 
Donc  c  p  coupe  a  a  en  deux  également  ;  donc ,  &c. 

Remarque.  Si  une  ligne  c  p  z,  deux  points 
Cj  s  également  éloignés  chacun  des  extrémités  a^  d 
de  la  corde  ad  y  elle  lui  eft  perpendiculaire ,  parce 
qu'elle  ne  penche  pas  plus  aun  côté  que  de  l'autre 
par  rapport  i  cette  corde. 

Corollaire  I.  Si  le  point  d'interfeâion  s  eft 
également  éloigné  des  extrémités  ^  fc  ^  de  la  corde 
ad  y  8c  que  la  ligne  es  foit  perpendiculaire  à  cette 
corde  >  elle  aura  par  la  démonftration  du  théorème , 
tous  fes  autres  points  également  éloignés  àe  a  ôc 
de  d;  donc  c  s  pafTera  par  le  centre  c ,  point  égale- 
ment éloigné  de  a  &  de  d. 

Corollaire  IL  Donc  une  ligne  es  qui  pafle  par 
le  fommet  d'un  angle  aedy  dont  les  côtés  font  égaux  , 
6c  par  le  milieu  du  côté  oppofé  i  cet  angle  ,  pafTe 
auUi  par  le  miliw  de  l'arc  &  le  divife  en  deux  par- 
ties  égales ,  auffi-bien  que  l'angle  mefuré  par  cet  arc. 

Corollaire  III.  Il  fuit  du  Théorème,  de  la  Re- 
marque &  du  Corollaire  précédent  que  fi  des  trois 
propriétés  palier  par  le  centre,  ctr  eperpendiculaire 
a  la  corde ,  couper  la  corde  en  deux  parties  égales , 
une  ligne  es  en  a  deux,  elle  doit  avoir  la  trôiliémé. 

Il,  Problème.  Faire pajfer  me  circonférence 
de  cercle  par  trois  points  donnés  a ,  b ,  d  (  lig.  14). 
Ayant  j^int  ces  points  par  les  lignes  aby  dh  y  cou- 
pez ces  lignes  (17)  en  deux  également  par  les  per- 
pendiculaires hky  xXyX^  point  d'interleftion  c  de 
ces  perpendiculaires  fera  le  centre  d Aerde  cher- 
ché )  &  (i  du  point  c  &  de  l'intervale  eb  ycaovLcd 
On  décrit  une  circonférence  j  elle  paflera  par  les 
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crois  points  donnés }  car  tous  Us  points  de  la  li^^ie 
h  h  étant  également  éloignés  (17)  de  ^  &  4«  ^  ^  ^ 
tons  ceux  dtxx  étant  aufB  égalemei^t  éloignés  de 
^  &  de  i/ ,  le  point  c  cotnmon  aux  deux  lignes  hh^ 
XX  ^  fera  également  éloi^é  de  <z,  ^,  d;  donc,  Sto.  * 

Corollaire.  U  fuit  de-là  que  ù  l'on  avoit 
un  arc  abd  dont  on  voulût  trouver  le  centre  5  après 
avoir  tiré  deux  cordes  ab ^  bd  dans  cet  arc,  on 
chercheroit  le  centre  c ,  comme  nous  venons  de  la 
dire. 

12.  pROBL£ME.  Cùupcf  un  oTc  ab  en  deux  parmi 
égales^  Tirez  la  perpendiculaire  ââ  de  manière 
qu'elle  coupe  la  corde  ^  A  en  deux  également  (  1 7), 
cette  ligne  paflèra  par  le  centre  c  (l  o)  ;  donc  elle  aura 
un  point  c  également  éloigné  deâ&  de  ^^  &  puifque 
d'ailleurs  elle  pafTe  par  le  milieu  de  iz  ^ ,  elle  au^ 
deux  points  c  ^  s  également  éloignés  de  ii  &  de  /; 
donc  tous  les  points  de  cette  ligne  feront  légalement 
éloignés  de  ^  &  de  ^  ;  donc  le  point  p  eft  égalç-' 
ment  éloigné  de  4  &  de  ^  ;  ainii  l'arc  ^  £>  eft  égi^t 
à  l'arc  ob  \  donc ,  &c. 

if  .Tïiiotizut.  Les  arc£  compris  enÉté  une  ion' 
g  finie  &  une  corde  y  ou  entre  deuff  cordes  parallèles  ^ 
jont  égaux  (  %.  1  j  )•  €ar  la  ligne  sp  paflant  p^r 
le  centre  &  aooutiflànc  au  point  de  contingenfçe 
eft  perpendiculaire  fur  la  tan^nte  gh{i^)y  Sc.pti 
conléquent  fur  fes  parallèles  ad ^  mn{i))'j  mais 
le  point  c  de  la  ligjoe  cp  reà  également  éloigné 
de  a  6c  de  df  et  m  Se  de  H  j  donc  tous  les  autres 
points  de  la  ligne  cp  ipnt  également  éloignés  de  a 

wii  I      Hit   iwii— M»n«<.»é*i^— «i<i.i'»ii    i>i%i»itii|i  M      j  II  I  w^  m^^tmm^f^mm 

*  Pour  otielePfoKféirie  CApoflîbte  ,  il  fettt  ^oc  Ici  ttoh 
points  ne  loieiit  pas  M' ligne  <nx>ke  5  car  il  eA  vidble  ûiAim 
limite  ne  peu  tepoùmim:  wicfflclce&l^ ikife^ftoW^» 
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&  àedi  donc  ({p^=^pd;  de  mcme  mp^=pni  donc 
<i^  —  712^ :=idp-^  np^ovL a m^=^nd; donc, &c^ 

14,  Théorème.  I?e  rottr^j  lesfécantes  extérieures 
tirées  d^un  point  z  à  la  partie  convexe  hd  de  la  cir- 
conférence j  la  plus  courte  ejl  celle  qui  prolongée 
pajfero'u  par  le  centre  (fig.  15))  mais  fi  les  fécantes 
font  tirées  à  la  partie  concave  d  b  (fig.  i  ^)  ^  ulle  qui 
paffe  par  le  centre  eft  la  plus  longue.  Si  les  fécantes 
font  intérieures  j  la  plus  courte  fera  celle  qui  pro- 
longée paffèroit  par  le  centre  lorfqut  F  origine  fe 
trouve  au-deffous  du  centre  (fig.  1 7)  j  mais  fi  le  point 
a  "eft  au-dejfus  du  centre  (  fig.  1 8  )  j  la  plus  longue  e/i 
celle  qui  paffe  par  le  centre.  Ayant  tiré  le  rayon  dcj 
la  ligne  anguleufe  a  </  c  (  fig.  1 5  )  eft  plus  longue  que 
abc  y  donc  retranchant  de  ces  deux  lignes  les  rayons 
égaux  cA  y  cdy  û  reftera  ad^ab-j  donc  1°.  &c. 
1°.  (fig.  id)  acd^ad  ;  mais  acd  s=  acb  ^ 
puifque  ces  deux  lignes  ayant  la  partie  commune 
ac  y  ont  encore  les  parties  égales  dc^  b  c  ^  donc 
acb^ad  ;  donc  i\  &c.  3*^.  (  fig.  17)  c ad^ 
cd  =  cb=ca'^ab  'y  donc  (fl</-f- a c-—  ûc)^ 
{ca-\^ab  —  ac)  ,  ou  ad^ab'j  donc  j®.&c.  4^. 
(fiÇ.  18)  ûc-t-c(/=tf  c-hci;or  ac-^cd^ad, 
puifaue  ad  efk  une  ligne  'droite  SCacd  une  ligne 
anguleufe  ;  donc  ab  ^  ad*y  donc  4*^.  &c. 

Corollaire.  Donc  fi  le  point  ^  eft  â  la  cir- 
conférence (fig.  19) ,  le  diamètre  acbs=àcd  fera 
plus  grand  que  la  corde  ad  ;  donc  de  toutes  les 
cordes  le  diamètre  eft  la  plus  grande. 

Remarque.  D'un  point  a  pris  en  dedans -ou  en 
dehors  »  ou  à  la  circonférence  d*un  cercle  (  fig^ 
^'5  >  ï^»  ï7>  18  &  15)  Ion  ne  peut  évidem- 
ment tirer  que  deux  lignes  ad ^  ap ^  qui  s'éloi- 
gnent également  de  la  ligne  ai ^  Tune  d'unc^é 
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&  l'autre  de  l'autre  y  8c  par  conféquent  il  ne  peut  v 
avoir  (fig.  19)  que  deui^ cordes  égales  ad  ^  ap  tx- 
rées  d*un  même  point  a  de  la  circonférence  d'un 
cercle  j  c'eft-à-dire  ,  que  les  cordes  également 
clbienées  du  centre  font  égales.  Il  eft  d'ailleurs 
évident  que  les  plus  petites  cordes  répondent  aux 
plus  petits  arcs  &  réciproquement* 

X5.  Théorème.  On  ne  veut  fain  paffer  aucune 
ligne  droite  entre  la  circonférence  &  la  tangente  j 
mais  on  peut  y  faire  pajjer  une  infinité  de  courbes^ 
Car  fi  ab  ( fig.  lo  )  eft  tangente  yCa  lui  fera  per- 

f^endiculaire  (i  9)  \  donc  c  a  Xeroit  oblique  fur  la 
igné'  ad  qu'on  voudroit  faire  pafler  entre  la  tan- 
gente atSch  circonférence  \  donc  du  point  c  me- 
nant c o  perpendiculaire  fur  ad  y  co  feroit  plus 
courte  que  ca  (19)  y  doue  le  point  o  eft  dans  le 
cercle  ;  donc  a  d  coi^pe  le  cercle ,  &c  par  confisquent 
ne  paile  pas  entre  la  circonférence  &  la  tangente  j 
donc  y  &c.  Mais  fi  dans  la  figure  xi  on  prolonge  a  c 
jufqu'en  p  y  Se  que  du  rayon  pa  &c  dvk  pomt  p 
comme  centre  on  décrive  le  cercle  ad  h  y  il  eft  évi- 
dent que  a  b  fera  encore  tangente  à  ce  cercle  y 
comme  elle  l'eft  au  cercb  a  q ,  &  de  plus  que 
ce%  deux  cercles  jxaiuont  d'autre  point  commun 
que  le  point  a  \  car  le  point  d  »  par  exi^mple  , 
ne  fauroit  être  commun  aux  deux  cercles.  En  effet 
tirant  ^  c ,  on  aura  y  par  rapport  au  grand  cercle  ^ 
une  fécante  intérieure  y  qui  prolongée  net  paflTéroit 
point  parle  centre  c.  Donc  (14^  </c^<»c=co.j 
donc  le  point  0  du  petit  cercle  ne  peut  pa3  fe  con- 
fondre avec  le  point  d  du  grand  j.  donc  ces  deux 
cercles,  n'ont  d'autre  point  commun  que  le  point 
«  >  &  le  grand  embrafie  le  petit  fans  le  couper  ^ 
donc,  &c.  En  prolongeant,  le  cayon  ap  on  pourroiit 
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décrire  un  troidéme  cercle  <jui  embraflferoic  le  cer« 
cle  a  dh\  &  qVuroic  avec  lui  d*aucre  point  commun 
que  le  point  a^ic  ain(î  de  fuite.  Donc  on  peut  faire 
pa/Ter  autant  de  circpnférences  que  Ton  voudra 
encre  ta  tangente  ab  tcix  petite  circQnférence ,  fans 
Couper  ni  Tune  ni  Tautre  ligne. 

Remàuque.  Cela  vient  de  ce  que  la  circonf<^ 
irence  du  cercle  ad  h  fe  détourne  pour  embrailèr  la 
petite  circonférence  ,  8r  la  circonférence  d*un  troi- 
sième cercle  fe  détourneroit  de  même  pour  em- 
kraflfer  te  cercle  ad  fi  ;  mais  la  ligne  droite  ad  allant 
toujôujrs  dans  U  même  diredion^  doit  couper  U 
petite  circonférence, 

C o R  o X L A I  a É*  De-lâ  il  fuit  que  l'efpacç  ho^ 
fi  petit.  qu*il  foit ,  peur  fe  divifçr  en  une  infinité  de 
parties,  puifqu*en  faifant  pafler  tant  de  cercles 
qu'on  voudra  (  on  prend  ici  la  circonférence  pour 
^  cercle  )  entre  la  tangente  &  la  circonférence  y  ces 
cercles  couperont  I4  ligne  ob  en  tant  de  parties  que 
}*oi^  vQifdra. 

J)o  la  m^ure  des  Angles. 

±6.  Nous  avons  déjà  dît  (  7  )  que  la  mefure 
d'un  angle  qui  a  fbn  (bmmet  au  centre  d'un  cercle; 
^oit  s'euimer  par  le  nombre  A^s  degrés ,  minutes , 
fécondes ,  &c.  de  T^irc  compris  entre  fes  c6tés  ; 
de  forte  qu'un  angle  qui  a  fon  ibmmet  au  centre 
du  cercle  ,  a  pour  mefure  Tare  compris  entre  (es 
côiésr  D*ôà.  if  fuit  qu'étant  donné  un  angle  bac 


point  /  comme  centre  &  de  ta  même  ouverture 
4e  côm|>a^  déqrive?^  un  arç  indéfini  gh ,  prenant 
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avec  le  compas  la  grandeur  de  Tare  b  c ,  portez-la 
de  £^  en  A ,  par  les  poinrs  /,  h ,  tirez  la  ligne /A  ^ 
Se  l'angle  hfg  fera  égal  i  Tangle  bac  \  car  ces 
deux  angles  font  mefurés  par  des  arcs  égaux  décrits 
de  la  même  ouverture  de  compas. 

17.  Theorbme.  Vangle  à  la  circonférence  for-^ 
mé  par  deux  cordes  ab  ,  ad,  ou  par  une  tangente 
g  a  &  par  une  corde  ba  ^  a  pour  mefure  la  moitié  de 
Varc  compris  entre  fes  côtés  (  fig.  ix  ).  Car  fi  l'on 
fuppofe  qu'un  de  fes  cotés  foit  un  diamètre ,  en 
tirant  pat  le  centre  c  la  ligne  hf  parallèle  au  côté 
ba^  les  angles  bad^  fcd  (étant  correfpondans  } 
font  égaux  (1  j)  >  mais  Tangle/c  d  ayant  fbn  fom- 
met  au  centre,  a  pour  mefure  Vzrcfd=ah  (parce 

Îiue  ces  deux  arcs  mefurent  des  angles  oppolés  au 
ommet)  z=zbfi  caufir  des  parallèles  ba  ^jh{iÇji 
doncfd=^bfy  donc  bad=fcd  a  pour  mefure 
fd  ou  bfy  ou  la  moitié  de  Tare  compris  entre  fes 
cotés.  Mais  par  la  propriété  de  la  tangente,  la  ligne 
ca  lui  eft  perpendiculaire,  &c  par  conléquent  T^gle 
gaded  droit  y  donc  g  ad  2,  pour  mefure  la  moitié 

de  la  demi-circonférence  abd^  on  — 


or  b  ad  a  pour  mefure  —  ;  donc  ga^  a  pour 

mefure  —  ;  donc ,  &c.  * 

Remarque.  Nous  avons  fbppofé  qu*un  des 
tés  ad  àz  Tangle  paflbit  par  le  ce|itre  ,  mais,  h 


cotes 
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*  L'angle  formé  par  une  cotde  5c  une  tangente  ,  s'appelle 
sngie  du  fegment ,  tel  eft  Fangle  gah.  L'angte  h  ad  formé 
par  deux  cpàes  ;  oa  parmi  diameue  l(  «ne  corde,  eft  appelle 
4ngU  infçritm 
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mcme  chofç  a  lieu  dans  le  cas  contraire  (  fig.  1 5  )  ; 
car  l'angle  3^/,  entre  les  côtés  duquel  fc  trouve  le 
centre  c,  peut  être  divifé  en  deiix  parties  par  le 
diamètre  ad ,  &  par  le  Théorème  préfent.  Tune 

dç  fes  pvtie?  a  pour  mefure  —  ,  &  l'autre  —  ; 

or  ces  deux  moitiés  valent  —  ;  donc ,  &c.  A  l'é* 

gard  dç  Tangle  ^tf/>  hors  duquel  fe  trouve  le 
centre  c,  ayant  tiçé  Iç  diamètre  ad ,  il  eft  vifible, 
par  le  Théorème ,  que  l'angle  d'ag  z  pour  mefure 

Ç—  =q  — -h  —  i  mais  l'angle /ûi  a  pour  mefure 

X  ft  2f 


—  i  donc  l'angle  gafz  pour  mefure  — ;donC)&c. 

CorollaireL  Donc  l'angle /?  a  a  formé  par 
une  corde  a  ^ ,  Se  le  prolongement  p  a  d'une  autre 
corde  ,  a  pour  mefure  la  moitié  de  la  fbmme  des 
arcs  ab^  ag  foutendu^par  ces  cordes  y  car  les 
angles  pab  ^  b  ag  font  deux  angles  contigus  ,  qui 
par  cortféquent  (  9  )  valent  deux  angles  droits , 
jc'çft-i-dire ,  la  moitié  du  cercle  entier.  Or  le  feul 
angle  bag^  vaut  la  moitié  de  l'arc  b  d  g\  donc 
l'angle  pab  ^  pour  mefure  la  moitié  du  refte  du 

cercle  ,  c'eft-à-dire  ^ — h  —  i  do|îc ,  6cc. 

CoRoi^xAiRiil.  Donc  I °.  les  angles  infcrits 
a  9ç  b  appuyés  fur  le  même  arc  df  fpqt  cgaiix 
(fig.  14),  &  chacun  d'eux  vaut  la  moitié  de  l'aiiele 
central  def.  i^.  Un  angle  iad  appuyé  fur  le  dut- 
merre  bd^  &c  qui  a  fon  lommet  i  ta  circonférence. 
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demi-circonférence  eft  aieu,  &  l'angle  ^^z^,  appuyé 
fur  un  arc  bfg  plus  grand  que  la  demi-circonférence 
eft  obtus.  En  générai  le  plus  grand  angle  eft  mefuré 
par  la  moitié  d'un  plus  grand  arc  y  &c  un  plus  petit 
angle  par  la  moitié  d  un  plus  petit  arc  ,  lorfqu'il 
eft  queftion  des  angles  infcrits ,  ou  des  angles  qui 
ont  leur  fommet  à«  la  circonférence  du  cercle. 

Remarque. .Si  deux  angles  dcf^  daf  font 
appuyés  fur  la  même  bafe  dj{Rg.  14  )  &  que  leur 
fommet  foit  iîtué  fur  la  même  ligne  a  c  perpendicu^ 
laire  i  dfy  celui  qui  aura  fon  fommet  ^ plus  éloigné 
de  dfy  fera  le  plus  petit ,  puifqu'il  eft  évident  qu*â 
proportion  que  les  côtés  da  y  af  s'alongent  pour 

Sue  le  point  a  parvienne  jufquà  la  circonférence 
u  cercle  df  h ,  l'angle  daf  doit  dimiinier  ;  d 
Î>lus  forte  raifon  il  diminuera  davantage  fi  les  côtés 
e  rencontrent  au-delà  de  cette  circqnference» 

18.  Problème.  Sur  T extrémité  de  la  ligne  ^ih 
(  quon  fuppofe  ne  pouvoir  être  prolongée  )  mener 
une  perpendiculaire  db  (fig.  i6).  D'un  point  quel- 
conque c  hors  de  cette  ligne  &  d'un  intervafe  cb 
décrivez  un  cercle  dba  i  par  le  point  ^ ,  où  ce 
cercle  coupe  la  ligne  ab  y  tirez  le  diamètre  acd^ 
Se  du  point  d  la  ligne  db  y  qui  fera  perpendiculaire 
tat  ab.  En  effet  l'angle  dba  tA  appuyé  fur  un 
diamètre  ;  donc  (17)  il  e(];  droit  j  donc ,  &c. 

2.9.  Problème.  D'un  point  a  hors  d'un  cercle  dp, 
mener  une  tangente  à  ce' cercle  {6g.  17).  Divifezen 
deux  également  la  diftance  ac  entre  le  point  a  &  le 
centre  du  cercle  donné  ;  du  point  o  milieu  de  la 
ligne  a  c  Se  de  l'intervale  ao^  décrivez  un  cer^ 
de  ap  d  qui  coupera  le  premier  en  ^  &  en  p.  Par 
le  point  a  Ôc  les  points  dôcp  tirez  les  lignes  ad  y 
apy  elles  feront  tangentes  du  cercle  ^dp  i  cas  les 
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angles  adc  y  apc  ^  étant  appuyés  fur  le  diamètre 
ac  y  font  droits  ;  donc  les  lignes  ap  y  ad  font  per- 
pendiculaires fur  les  rayons  cd  y  cp  \  donc  les 
lignes  ap^ad  font  des  tangentes  (19}. 

jo.  TnèoREME.  V angle  excentrique  *  bad  a  pour 

mefure  la  moitié  de  deux  arcs  b  d  ,  F  g  compris  entre 

fes  côtés  prolongés  (fig.  18  )•  Car  ayant  tiré  g  h 

parallèle  à /i/ ,  les  angles  correfoondans  bad  y  bgh 

fçront  égaux  (i 3);  or  (1.7) la  melure  de  Tangle  bgh 

eft  =ï= = h  —  ;  mais  dh  =  fglii)  à 

caufe  de$  parallèles  fdygh\  donc  la  mefure  de 

b  d  f  e 

l'angle  Atf  (/  eft  =  —  4-  —  ;  donc,  &c. 

R  E^  A  H  Q  y  £•  Si  la  ligne  g  h  de venoit  tangente , 
lare  g  h  s  cvanouiroit ,  &  alors  ^/ feroit  égal  à 
gdy  ^  le  Théotème  auroit  également  lieu. 

3 1.  Thïiorpme.  V angle  circçnfcr'u  dab  [ccfi-à- 
dire  dont  lefommet  efi  horsju  cercle)  a  pour  mefure 
la  moitié  de  l'arc  concave  b  d ,  compris  entre  fes  côtés 
moins  la.  moitié  d^  l^^c  convexi  g  f  (  fig.  19  )•  Car 
ayant  tiré  gx  parallèle  i  da  yX^s  angles  corref- 
poodans  dab^  xgb  feront  égaux  ^  oiais  Tangle 

infcrit  xgb  2,  pour  mefure  ^^  j  &  jr^  eft  égal 

^  db  —  dxy&c  dx  eft  ^s=xgf  k  caufe  des  parallèles 

dfy  gx'y  donc  —  = ^  ;   donc  ,  &c. 

X  JL  2. 

CaBLOXLAiHE.  Si  la  ligne  a  d  deyient  tangente., 
de  nnajii^re  qi^e  adCs  cQi^fond^  avec  ap ,  1  arc  fp  d 


*  Un  aag;fe  qui  a  fon  fbmmet  encre  la  cjrcoafSérence  êc  le 
^ntre ,  eft  appelle  tx^ct^tnqui  ;  œaîs  on  «appelle  angle  cir* 
4»nfcrU  celyi.^  a  (ha  fbiiimet  iio|s  du  cescl^ 


*^«— — ■■^-^l^""""""^""^"^"""'""""*"""^' 


GÉOMBTRIE.  )6f 

s'évanouira ,  les  deux  peines /&  d  fe  confondronc 

enp  j  ôc  l'angle  pab  aura  pour  mefure ^-^ 

On  voit  auflj  que  Tangle  pam  ^  formé  par  deux 
tangentes  ap y  am^  z  pour  mefure  la  moitié  de 

I  arc  concave  y  moins  la  moitié  de  l'arc  convexe  » 

c'eft-à-dire ^-^—^ 

Des  Polygones. 

31.  Une  Jîgure  reSUigne  ou  un  polygone  reclili^ 
gne  y  eft  un  e^ace  renfermé  par  des  lignes  droites , 
qu'on  appelle  cdtés  du  polygone  y  ou  de  la  figure^ 

II  eft  évident  qu'il  faut  au  moins  trois  lignes  pour 
renfermer  im  efpace.  Les  polygones  prennent  dif* 
férens  noms ,  félon  le  nombre  de  leurs  cfttés.  Le 
triangle  eft  un  polygone  de  trois  câtés  y  le  quadri^ 
latere  en  a  quatre  y  le  pentagone  cinq  y  Vexagone 
(\x  y  Veptagone  fept ,  YoSogone  huit ,  Vénéagone 
neuf ,  le  décagone  dix  ,  Vondécagone  onze  ,  le 
dodécagone  douze ,  &c.  On  appelle  polygone  régur 
lier  celui  dont  les  côtés  font  égaux  entr'eux  auâî-- 
inen  que  les  angles  ;  dans  le  cas  contraire  les 
polygones  ffant  dits  irrégidiers.  Les  polygones  fym^ 
métriques  font  ceux  qui  font  compofés  des  côtés 
parallèles  &  égaux  deux  à  deux  ;  d'où  il  fuit  qu'ils; 
doivent  avoir  un  nombre  pair  de  côtés. 

Un  triangle ,  dont  les  rrois  côtés  font  égaux 
Oiitr'eux ,  s'appelle  triangle  équilatéral  :  tel  eft  le 
triangle  ^a c  (  fig.  ;o  )  ;  fi  deux  de  fes  côtés  feule- 
ment font  égaux  ,  on  le  nomme  ifooelle  ,  tel  eft  le 
triangle  bac  (fig.  ji  )  ^  mais  (i  les  trois  côtés  du 
tf  iaiiçle  h(tç  (  fi^.  j  1  )  font  inégaux  y  le  rriangte  el| 
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appelle  fcalenc.  Un  triangle  donc  tous  les  angles 
font  atgus  s'appelle  acutangle ,  celui  qui  a  un  angle 
droit  s'appelle  triangle  rectangle ,  &  Ton  nomme 
triangle  obtufangle  celui  qui  a  un  angle  obtus.  La 
figure  3  o  repréfente  un  triangle  acutangle ,  la 
^gure  ;  i  un  triangle  reâangle ,  &  la  figure  3 1  un 
triangle  obtufangle.  Dans  un  triangle  le  côté  op- 
pofc  â  un  angle  s'appelle  la  bafe  de  cet  angle  ;  ainfi 
^  c  eft  la  ba&  de  l'angle  a  (fig.  3 1).  Mais  fi  l'angle 
a  çft  droit  (  fig.  31)  la  bafe  ^  c  eft  appellée  hypo^ 
thénufe.  ^ 

.  33.  Thé  o  reme.  Les  trois  angles  d^un  triangle 
quelconque  abc  valent  deux  angles  droits  (fig.  33)% 
Ayant  fait  paffer  une  circonférence  de  cercle  par 
les  trois  points  ^,  â,.c  (1 1) ,  chaque  angle  aura  pour 
mefure  la  moitié  de  l'arc  compris  enpre  fes  cotés  ; 
donc  les  trois  angles  a  ^  b  y  c  guront  pour  mefiure 

h  c  me  dû         abc  a  ^  , 

^^  1 80® i donc,  &c. 
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Corollaire  L  Donc  un  triangle  ne  peut  avoir 
qu'un  feul  angle  droit  ou  un  feul  angle  obtus, 
autrement  la  iomme  de  fes  crois  angles  vaudroic 
plus  de  deux  angles  droits. 

Corollaire  II.  Si  le  téASàgU  b  a  c  eSt  Cap^ 

Fofé  reftangle  en  a ,  les  angles  b  8ccy  firués  fut 
hypothcnule  b  c  ,  vaudronc  un  angle  droit ,  & 
feront  complémens  l'un  de  l'autre  (7). 

Corollaire  III.  Si  dans  un  triangle  on 
connoît  deux  angles ,  on  connoîtra  le  croifiéme  , 
en  otant  la  valeur  de  ces  deux  angles  de  180^. 

Corollaire  IV.  Dans  un  triangle  abc^ 
le  .plus  grand  angle  a  eft  oppofé  au  plus  grand 
coté  ,  &  le  plus  petit  angle  b  au  plus  petit  côte  açy 
&:  réciproquement  le  pîu«  grand  <;ôt€  ©ft  oppofé 
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au  plus  grand  angle  ,  &  le  plus  petit  côté  au  plus 
petit  angle  ;  car  iî  «z  eft  plus  grand  que  i ,  donc  la 
moitié  de  lare  bc ,  mefdre  du  premier  angle  y  fera 
plus  grande ^ue  la  moitié  de  larca c ,  merure*du 
fécond  j  donc  lare bc  fera  plus ^and  que  lare  ac; 
donc  la  corde  bc  fera  plus  grande  que  la  corde aci 
donc  I ^.  &c.  1^.  û  la«corde  bc  eA  plus  grande  que 
la  corde  acy  l'arc  bc  fera  plus  grand  que  Tare  aci^ 
Se  la  moitié  du  premier  arc  plus  grande  que  la 
moitié  du  fécond,  c'eft-à-dire  que  la  mefate 
de  Tangle  a  fera  plus  grande  que  la  mefure  de 
l'angle  b  ;  ainfi  l'angle  a  fera  plus  grand  que 
l'angle  b. 

C o kollaireV.  Il  fuit  du  dernier  Corol- 
laire que  fi  les  trois  angles  a^b  y  c  font  égaux ,  les 
trois  côtés  oppoiés  le  feront  auilî ,  c'efl-à-dire  qu'un 
triangle  équianele  eft  équilatéral  &  réciproque*- 
ment.  De  plus  u  deux  angles  dicb  feulement  font 
fuppofés  égaux  ,  les  côtés  oppofés  à  ces  angles 
feront  égaux ,  &  réciproquement  fi  un  triangle  a 
deux  côtés  égaux ,  les  angles  oppofés  à  ces.  côtés 
feront  égaux  j  donc  dans  un  triangle  ifocelle  lés 
angles  oppofés  aux  côtés  égaux  font  égaux.   . 

34.  Thhorbme.  V  angle  extérieur  a  c  d  forme 
par  un  côté  zc  &  le  prolongement  cd  d*un  autre 
coté  vaut  les  deux  angles  intérieurs  oppofés  z.  &h 
(  %•  i  ^)*  ^^^  l'angle  acd  avec  l'angle  ac  b  valent 
deux  angles  droits  y  mais  le  même  angle  acb  avec 
les  deux  autres  angles  a  &  ^.  valent  de  même  1 9o^ 
(  Théorème  précédent  )  \  donc  l'angle  acd  vaut  les 
deux  angles  b  6c  a  oppofés  \  donc. ,  &c. 

3  5.  Thbokemb.  Deux  triangles  abc,  dfg  (%•  34) 
qui  ont  un  angle  a  £*  d  égal  j  &  les  côtés  qui  com^ 
prennent  cet  angle  égaux  de  part  &  d'autre  j  font 
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égaux  en  tout.  Car  fi  l  on  conçoit  le  côté  dfexzSt^ 
ment  appli(][ué  fur  a  ^  ,  le  point  d  fur  le  point  a , 
le  point  /  lur  le  point  i\  ces  deux  côtés  égaux  iê 
confondront  j  &  parce  que  l'angle  ^  eft  égal  a 
Tangle  d ,  le  coft  d  g  tombera  lur  ac  &  le  point 

fr  fur  le  point  c  ;  donc  fg  tombera  fur  ^  c  j  donc 
es  deux  triangles  fe  confoadront  y  donc  ils  font 
iégaux. 

Corollaire.  Deux  triangles  ^i ^ c ,  dfgqm 
ont  leurs  trois  c&tés  égaux ,  chacun  à  chacun ,  (ont 
égaux en>  tout.  Car  pofant  df  fut  ab ^  ces  deux 
cotés  égaux  fe  confondront  ^  or  je  dis  que  dg  toih- 
bera  fur  a  c  ,  le  point  g  fur  le  point  c ,  &  que 
Tan&Ie  d  fera  égal  â  langle  tf  ;  cai*  autrement  fg 
ne  feroit  pas  =  ir  c ,  puifque  le  côté  dg  s'écar- 
ceroit  dIus  ou  moins  du  côté  df^  que  acàt  ba\ 
donc  l'angle  a  eft  égal  à  l'angle  d.  Mais  les  deux 
côtés  qui  comprennent  l'angle  a  6c  ceux  qui  com* 
prennent  l'angle  d  font  égaux  ;  donc  par  le  Théo- 
rème 9  les  deux  triangles  font  ^aux. 

}  6.  Th&oreme.  Deux  triangles  ab  c  »  f  d  g  qui 
ont  un  €Ôti  bc  ,  f  g  égal  de  part  &  d* autre  ^  &  les 
angles  b  &  Cy  (  &  %fur  et  côté ^  égaux dtacun  à 
chacun  j  font  égaux  en  tout.  Car  poÊuat  fg  fur  ^c  » 
le  point  /  fur  te  point  h ,  le  point  g  fiir  le  point  c , 
ileftyifibie  (âcaufede /c»^  &de^=sc)  que 
fd  tombera  fur  ha  6c  g  d  fut  c(t;  donc  d  tom^ 
i)6ra  fur  ^  y  &  les  deux  triangles  fe  confondant  ne 
feront  qu^un  feul  &  même  triangle.  Ils  font  donc 
légaux* 

37.  Probleux«  Faire  un  triangle  abc  égal  au 
treanMle  Àfg.  Ayant  tiré  hç^sszfg^  faites  (t6) 
i'ttwTe  abc  èffX  i  Taille  dfg ^  6c  l'angle  a cb 
%uâ  l'angle  d.gf^  tirantleslignvsâ^^  tfc  juf- 
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qu  à  ce  qu'elles  fe  rencontrent  en  a ,  vous  aurez 
les  deux  triangles  hac  ^  dfg  qui  auront  un  côté 
égal  de  part  &  d'autre ,  &  les  deux  angles  fur  ce 
toté  égaux  chacun  à  chacun  ;  donc  par  le  Théorème 
précédent  ces  triangles  feront  égaux.  •. 

}8*  Théorème.  La  fomme  de  tous  Its  angles 
d*un  Polygone  abcdf  (fig.  j  5  )  vaut  autant  de  fois 
deux  angles  droits  j  qUe  le  Polygone  a  de  côtés 
moins  deux.  Car  fi  du  fommet  d'un  des  angles  a 
du  Polygone  on  tire  à  tous  les  autres  angles'  (  ex-  ' 
C6pté  aux  deux  angles  voiiins  )  des  lignes  ad^  ac^ 
il  eft  vifible  qu'on  formera  autant  de  triangles 
moins  deux  qu'il  y  a  de  câtés  ,  &  les  angles  de  ces 
triangles  feront  formés  des  angles  mêmes  du  Poly- 

f;one.  Mais  les  angles  de  chacun  de  ces  triangles  va- 
ent  deux  angles  droits  ^  ainfi  les  angles  du  Polygone 
valent  autant  de  fois  deux  angles  droits ,  qu'il  a  de 
côtés  moins  deux. 

Remarque.  Lorfque  dans  les  Polygones  il  y  a 
un  angle  rentrant  rf  *  (  fig.  j  (>) ,  le  Théotême  ne 
peut  être  vrai  ^  a  moins  qu'on  ne  prenne  pour  cet 
angle  fon  fupplément  à  3()0^ ,  parce  que  les  anglt^s 
adfy  adc  j  joints  à  Tangle  fdcy  valent  }t>o** 
(i  i)  ;  or  la  fomme  des  angles  a dfy  adc  jointe 
aux  autres  angles  du  Polygone  ^  vaut  autant  de  fois 
deux  angles  droits  qu'il  y  a  de  côtés  moins  deux  ; 
donc,  fitc. 

Corollaire.  Donc  pour  avoir  la  fomme  des 
Angles  d'un  Polygone  de  8  côtés ,  il  faut  multiplier 
180^  par  8  —  1  =s=  (J  ,  fe  produit  1080^  fera  k 
valeur  des  angles  du  Polygone*  En  géttéral  appel- 
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lanc  n  le  nombre  des  cotés ,  s  la  fomme  des  angles 
du  Polygone  ,  r  l'angle  droit ,  on  aura  j  ac  i  r 
X{n — i)  =  z«r  —  4r. 

Corollaire  IL  Si  le  Polygone  eft  réeulier ,  la 
valeur  de  chaque  angle  fe  trouvera  en  divifant  la 
ibmme  des  angles  par  le  nombre  des  angles  ou  des 
cotés  (  parce  que  dans  ce  cas  tous  les  angles  du 
Polygone  font  égaux  ()  i)  )  >  aind  la  valeur  de  cha- 
que angle  fera  = •  Dans  le  cas  du  trian* 

gle  équilatéral ,  cette  quantité  »  que  j'appelle  x , 
eft  =  60^  'y  pour  le  quarré  on  a  ;ir  =  90^  ^  108 
pour  le  pentagone ,  120^  pour  lexagone  >  135 
pour  Toâogone  ,  &c. 

3  9*  Théorème.  La  fomme  des  angles  extérieurs 
d'un  Polygone  vaut  4  angles  droits  j  ou  ^60^  (fig.  3  7). 
Car  chaque  angle  intérieur  abc  y  joint  à  Ion  exté- 
rieur dp  y  vaut  deux  angles  droits ,  puiique  ce 
font  deux  angles^  contigus  ;  donc  la  fomme  des 
angles  intérieurs  &  extérieurs  vaut  autant  de  &is 
deux  angles  droits  qull  y  a  d'angles  ou  de  cotés. 
Mais  (  Théorème  précédent  )  les  feuls  angles  inté- 
rieurs valent  autant  de  fois  deux  angles  dtqits  qu'il 
y  a  de  côtés  moins  deux  ;  donc  les  angles  extérieurs 
valent  feulement  deux  fois  deux  angles  droits  y  ou 
quatre  angles  droits. 

Corollaire.  Si  le  Polygone  eft  régulier  »  les 
angles  extérieurs  feront  égaux  entr'eux  aufll-bien 
que  les  intérieurs  ;  donc  l'angle  extérieur  d'un  Po- 
lygone régulier  fe  trouvera  en  diviiant  360^  par 
le  nombre  des  angles  ou  des  côtés ,  ou  par  n  ;  auUi 
la  formule  générale  de  la  valeur  y  de  l'angle  exté- 
rieur d'un  Polygone  régulier  quelconque  feisL  y 
=  T^-  Si  n =8  l'on  aura  j^  =  45  y  c'eft4-dire  que 

l'angle 
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1  angle  extérieur  de  Todogone  régulier. vaut  ^^^^ 

4ù.  Théorème.  Si  par  tous  les  angles  a,  b,  d  &C4 
d*un  Polygone  régulier  (fig. }  8)  o«  tire  des  ûgnes  a c^ 
b  c  ^  d  c  Oc»  qui  partagent  ces  angles  en  deux  égale* 
meiit ,  ces  lignes  partageront  U  Polygone  en  autant 
de  triangles  égaux  qud  a  de^  cotés*  Car  Tangle  a 
étant  égal  i  l'angle  b  (  puifque  le  Polygone  eft  fup-^ 
pcfc  régulier  ^  ^b  ac  moitié,  de  a  fera  as;  a  ^(.moi- 
tié de  ^;  donc  le  triangle  ba  c  a  deux  angles  égaut 
bac^  abc  \  donc  (5 ))  les  cotés  ac ^  b  c  oppoiés  â 
ces  anglçs  font  égaux.  On  démontrera  de  naeme  que 
le  côré  bc^:^dcy  &c.  \  donc  les  dejax  itôanglés  bac  y, 
bdc  qui  ont  tous  leurs  côtés  éjgaux  feront  égwx 
(3  5)  :  on  peut  prouver  la  mcme  cnofe  poup  les  auccea 
triangles  i  donc ,  &c.  '         '     \ 

Corollaire.  Donc.fî  du  point  c  Comhio  ceil-* 
rre,  &  de  l^intervalle  izc  on  décrit  un  cercle^  il 
paflera  par  tous  les  angles  du  Px>Iy gone.  qui  fe  trou-^' 
vera  inurric  dans  le  cercle  \  de  force  qu'on  peuc  tou;^ 
jour$  infcrire  un  Polygone  régulier  dans  un  cercle. 

Remarque*  On. appelle  rayon  oblique  une  ligne 
a  c  menée  du  centre  c  ï,y^  ^{%^^  ^  quelconque  du 
Polygone  régulier^  mais  on  appelle  rayon  dro'a  une. 
perpendiculaire  c/';; tirée  du  centre  f  .(Iul  un  cocé 
quelconque  g^  h  du  Polygone  régulier. 

Corollaire  I.  Le  pomt  c  eft  le  centre  jdu  Po-, 
lygonç.  ,.&  les  angles  aacencre  acb^bcd^  ôcc.  op- 
pofés  à  des  côtés  égaux,  font  évidemment  égaux  :  eA 
effet  les  cordes  4  ^  >  db  ne  peuvent  être  égales  fans 
que  les  arcs  correfpondans  le  foient  ^  donc  les 
angles  dont  ces  arcs  font  les  mefures,  font  égajox. 


rfthi 


*  Un  Polygone  itffcrk  dans  un- Cercle  ,  cft  un  Polygone 
Aoùt\esctké%6}tki.its.ctsiea  $  on.Polygone  circonfirit  à'm 
cercle ,  cft  celui  dont  les  cAtés  font  des  tangentes  dv  Cet^«    - 
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Corollaire  IL  Les  angles  au  centre  d'un  Poly- 
gone régulier,  ayant  pour.itiefure  le  cercle  entier, 
valent  j  tfô*^ ,  &  chacun  d'eux  eft  égal  à  ^  (tï  étant 
le  nombre  des  angles  du  Polygone)  ;  mais  (39)  les 
an^es  extérieurs  d'un  Polygone  régulier  valent 
aufli  5  6k>^  ,  &  chacun  d'eux  eft  =^  j  donc  la 
fbmme  des  angles  au  centre  d'un  Polygone  régu- 
,  tier  eft  égale  à  la  fomme  des  aneles  extêriéuris ,  8c 
diacun  des  premiers  eft  égal  à  chacun  des  féconds. 

Corollaire  IIL  Si  le  Polygone  régulier 
a  b  dfg  h  eft  lin  exagone  ,  l'angle  au  centre  fera 
de  ^o^  }  car  l'angle  au  centre  aura  pbur  meftire  la 
fixiéme  partie  de  la  circonfét^ence  du  cerde  ,  &  i 
caufe  du  trîàngle  ifbcelle  bac  ^  chacun  des  angles 
fur  la  bafe  b  c  fera  aufti  de  60^  ;  donc  b  crûmele 
bac  fera  éqùiangle  Se  éouilàtéràl }  donc  le  coté 
abde  Texaeone régulier  etr  égal  an  rayon  du  cercle. 

Corollaire  IV.  Il  fuit  du  Corbllaire  pré« 
cèdent,  que  pour  infcrircf  tm  Etagoné  régulier 
dans  un  cercle  ,  il  fuSit  de  pôrrer  le  fay^on  a  c  du 
cercle  6  fois  fur  la  circonférence  y  Se  pour  infcrire 
an  dodécagone  régulier  dans  1^  cercle ,  il  iuffira  de 
divifer  en  deux  également. leisar'cs  ba^  ii\  Sec: 
(  11)  /A:  par  les  points  de  di^ifioii  nimt  lefs  lignes 
ma^  mb y  nb ,  nd'^  Sec.  l'oh^aui^a  un  dodécagone 
régulier  infcrit.  '         '       *        . 

Remarque.  Etant  donné  un  angle  hca  pour  le 
divifer  en  deux  également ,  du  fommet  dé  l'angle 
c  an  décrira  l'arc  ba  qu^on  coùpeira  en  deux  parties 


par  aes  arcs  égaux 
ces  angles  font  chacun  la  miMcié  de  Tânglfe  a'ci  ; 
dùacj  Sec. 


G  4    O    Al  4   *    R   I   È. 


•57Î 


41.  Tmèôàime.  7btf5  ks  rayons  droits  c  p'^  cq  , 
&c.  d* un  Polygone  réguiUr font  égauxVCta  le  rayon 
oblique  ch  divifantén  deâit  égdement  Pahgte  A 
(  voyez  le  Théorème  ptëcédent)  \  1ê^5  triangles 
reftangles  €'hp  ^  chiq  bht  le  côté  commun*  A  c-,  dC 
les  angles  fur  ce  côté  é^ux.  En  eflfëc  cR/stsïîcA^, 
mais p  Sc-q  étant  droits ,  les  angles  qcky  pch  font 
complémens  des  angles  égaux  chp^  chq;  donc 
ils  font  égaux  ;  donc  les  triangles  V  Â  );  j  chq  ont 
deux  angles  égaux  fur  un  même  côtéj  dohd  ils  foik 
égaux  }  donc  cp  =  c  q  ;  donc ,  &c. 

42.  TttioRBME.  Le  rayon  droit  d^un  Polygom 
régulier  e/l  d'autant  plus  petit  que  le  Poiygohe  a 
moins  de  côtés  :  par  exempte  ;  le  rayofi  droit  du  pen^ 
tagone  régulier  (  fig.  }  9  )  ^  plus  petit  ^e  le  rayon 
droit  de  rexagone  •  régitlieK  Car  tnoihs  le  Po4jr- 
goné  à  de  côtés,  plus  chacun  de  fes  côtés  eft  grand.} 
donc  en  fuppofanft  les  Potygones  ih£frîts  cianis  te 
même  cercle ,  le  irayon  rfroit  du  pentagone  fefa 
une  perpendiculaire  àbaiïRe  du  centre  Rit  miû 
plus^ grande  corde;  donc  dette  përbendicfilàiire'^ht 

"  plus  petite  que  fi.  la  cordé  étôit  pins  petite  •  c'elfc- 

a-dire  ,  fî  Le  Polygone  avoit  plus  de  cotés  :  puifque 

les  ;cordcfi  font  d'autant  ^liîs  éloignées  diîTteiitre  ^ 

qu'elles  font  plus  petites  j  'donc ,  ôcc. 

45 . .  Problème,  I/^fcrire  tut  cercle  dfou  un  P&ly^ 

.  gone  rcgid'ur  abdîFg  (fig*.39)«  Tire2  les  rayons 
obiiqôes  ic^dc  qui  pat cagent  les  angles  iyd^  ÔÙL 

'  en  deux  égalethen't.  Meneir  pat  le  centre  c  for  le 
côté  Tg^  pçrpendicidàire  cp  ,  qui  coujper^  f^  eh 
deux  également  (lo).  Du  point  c  con)aieji;^cre..fiC 
de  rineer^Ue  cp  ficiirivjez  un  cdtde/f  >  Uid^vitt- 
ble  que  tous  les  rayons  droits  cp  y  cf  ^.Ut.  écaiic 
égâtàBc  pèrpenïlîciflattês  ^  léi  <»t&  àg^,  gf^ 

Aa  X 
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y  cesc6cés(e€onc  des  tangences  du  cercle  ;  donc 
tous  le^  côtés  de  ce  Polygone  feront  des  tangentes 
du  cercle ,,  pu  (  ce  qui  revient  au  nfème)  le  Poly* 
gone  fera  citconfcrit  au  cercle  p  p. 

RsMAR(;>UE.  Si  du  point  c&  de  Tintervalle  cd 
on  décrit  un  fécond  cercle  db  a  gf^  le  Polygone 
fera  infcrit  dans  ce  fécond  cercle  &  circonfcrit  au 
premier. 

44.  Problème.  Infcrirc  un  Polygone  régulier 
^dans  un  cercle.  Cherchez ,  par  le  moyen  du  rapr 
porteur  (  qui  n'eil  autre  chofe  qu'un  demi-cercle 
apd{  fig.  40.)  divifc  en  degrés  *  ) ,  Tare  correfpon- 
dant  au  càtc  du  Polygone  \  par  exemple  ^  Tare  de  71^ 
s'il  eft  queftion  d'un  pentagone.  Du  centre  c  du 
rapporteiir  &  du  cercle  donné  tirez  le  rayon  cm^ 
qui  n'eft  autre  chofe  que  le  rayon  du  rapporteur 
■pçolonsé.'  Par  le  point  p  que  je  iuppofe  répondre  à 
ladivifaonya  tirez  le  rayon  cn^VzxQmn  feradeji^. 
Portant  la  corde  mn  cinq  fois  fur  la  circonférence , 
vousaurez  le  pentagone  infcrit  nmsqx.W.  e(l  vidble 
.que  cette  mcdiode  ne  jpeut  s'étendre  qu  aux  Polyr 
gones ,  dope  le  nombre  aies  cotés  peut  dirifer  exaâe- 
ment  3  ^o. 

Remarque.  Pour  trouver  géométriquement  ** 
l'arc  de  jo^  ,  ou  pocix  divifer  le  quart  de  cercle  af 

^  Cet  indrumenc  fe  trouve  dans  les  étuis  de  Mathématiques* 
>On  peut  s'en  fervir  pour  panager  on  angle  en  deux  égaletnent. 
Sttppofons ,  pur  txtmpU ,  <]u  on  aie  on  angle  de  30^  ,  ayant 
appliqua  le  centre  du  rapporteur  fur  le  fommet  de  l'angle, 
cnfotte  que  le  diamètre  de  1  inftrument  réponde  i  un  des  cotés, 
l'autre  répondant  à  la  divîdon  30  ,  on  tirera  par  le  centre 
du  rapportèctr  6c  la  divifîon  i  y  une  ligne  qui  coupera  l'ande 
dottaeen  deux  également;  cela  iùppofe  que  le  noiubre  des 
degrés  eft  pair. 

:  *■  Une  opération  eft  géomécti^ae  loifqtt'on  peut  fezéca- 
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(^fig.  41  )  en  crois  parties  égales  ,  par  le  moyen  de 
la  régie  &  du  compas  }  il  iuffit  de  pôrcer  le  rayon 
da  cercle  d^abprd  ae  ^  en  m  ^  &  eniuitede/en  n  , 
pour  avoir  les  arcs  an^  nm^  mf  chacun  de  30^. 
£n  effet ,  le  rayon  ou  le  côté  de  lexagone  eft  la 
corde  de  60^  (40)  j  |donc  lare  amz=z6o^ ,  de  même 
rarc/n=^o® ;  donc  lare  an^=^af — fn=z 90*^-— 
60^  =•  50®.  De  même  /w/eft  de  50  degrés  j  donc 
aufli  nm  eft  de  jo^. 

Corollaire.  Donc  on  peut  facilement  inforire 
dans  un  cercle  un  dodécagone  régulier ,  en  portant 
i  X  fois  fur  la  circonférence  la  corde  de  j  o  degrés« 

Des  Lignes  Proponionelles. 

45.  On  appelle  figures  femblahles  celles  qui 
ayant  un  même  nombre  d'angles  &  de  cotés ,  ont 
tous  leurs  angles  égaux  chacun  â  chacun ,  &  les 
côtés  qui  comprennent  ces  angles  proportionels. 

Le  MME.  Lc4  lignes  pafalleles  ab  ,  cg  ((ig.  41) 
comprifes  entre  deux  lUgnes  parallèles  ac  ,  bg 
font  égale^.  Des  points  a  6c  c  ayant  abaifle  les 

{>erpendicnlaires  a/',  cp  fur  la  ligne  Bg  pro-> 
ongée  s'il  le  faut  y  les  angles  b  Se  g  cprrefpon- 
dans  ièront  évidemment  égaux.  Déplus  les  angles 
enp  font  égaux  &  droits  ,  Se  lesi  perpendiculaires 
ap  ^  cp  égales  (  puifqu'elles  mefurenc  la  diftance 
des  parallèles  y  qui  eft  par-tout  la  ifi>cme  ) }  donc  le 
troiuéme  angle  bap  ^  gcp  dans  les  deux  triangle^ 
bap  y  g  c  b  fera  égal  de  part  &  d'aucre  ;  donc  ces 
deux  triangles  ont  un  côtéiégal  de  part  Se  d'autre  » 
&  les  deux  angles  fur  ce  coté-  égaux  ;  ainû  ces  deuie 
triangles  font  égauy  en  tout  (3 •^)  ;  donc  a  b  sec g^ 

'     ■  ■  ■  I  ■  ,  I  ■  ■  -        I  ..  I  M 

ter  par  le  moyen  de  la  reglie  &  du  compas  Se  Cux$  t^onement,, 
co  hûvai»  les  pnndpes  de  kl  Géoinétnp» 
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.CoiLOLLAi&B«  Si  deux  lignes  oaralieles  ac ,  bg 
ioQC  aacanc  éloignées  l'unç  de  1  autre  que  deux 
autres  lignes  parallèles  x^, /y  p,  ôc  que  les  pa- 
calleles  aày  cg  foient  autant;  inclinées  fur  les  lignes 
4c  >  ig<{W  les :patalleles  xp  ^yp\t  (ont  entre  les 
lignes  xy  ^  pp  ^  l'on  anra  les  lignes  ba^  cg  égales 
#ntr  elles  &  aux  lignes  xp  >  y  p. 

j^6.  Théorème.  Si  deux  lignes  ab  ,  ac  (fig.  4}  ) 
Huifc  rencontrent  en  un  point  ^Jont  divifées  par  des 
parallèles;  m  d ,  m  g  ^  &c.  également  éloignées  les 
unes  des  autres  3  un  nombre  quelconque  des  parties  de 
la  ligfic  a  b ,  fera  au  même  nombre  des  parties  de  la 
(igné  ac,  comme  une  partie  de  zh  y  à  une  partie  de 
ac.  Car  les  parties  dgy  gf£ont  des  obliques  égale* 
ment  inclinées  entre  paràlteles  également  éloignées  ; 
de  m»me  les  lignes  correfpondantes  mm,  mm 
£>nt  également  inclinées  entre  parallèles  égales. 
Donc  (45  )  les  lignes  dgy  gf  font  égales  entre 
^Ues  auài  -  bien  qbe  tes  lignes  correfpondantes 
P^  m  ^  mm.  D'ailleurs  en  tirant  les  perpendi- 
culaires dp  y  ap  y  mp  y  &c.  ,  il  eft  Yifibie  que 
les  triangles  reâangtes  apdy  dp  g  ont  les  c6té^ 
égauji  apy  dp  y  les  angles  en  </  &  en^cprref-r 
pondons' égaux  ,  &  à  caiife  des  angles  droits^ ,  les 
^  angles  padypdg  égaux  ,  de  forte  que  ces  deux 
triangles  ont  les  cotés  ap  y  pd  égaux  &  les  angles 
filr  ces  côtés  égaux  ;  donc  ces  triangles  font  égaux 
en  tout  Se  ade^xszdg.  Il  n'eft  pas  difiicile  de  voir 
que  les  triangles  amp  >  mpm  font  dans  le  même 
cas  y  êc  que  par  conféquent  am  =  mm.  Cela  ppfc 
il- elk évident  que  amlj  *am  ::  adz^^ady  ou  ami 
4td  II  ^  nam  î  j  ^ad  ;  Se  en  général  une  partie  quel- 
conque amdç  la  première  ligne  i  çft  i  une  par  dp 
ç  d  correfpondant;e  4e  U  &<»««  ,  çQ«ip:^€.ga.«ftm-3 
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bre  quelconque  ^ts  parcies  de  la  première  »  au 
même  nombre  des  parues  de  la  féconde* 

Co  AotLAiRE.  L'on  a  de  même  comice  deux 
parcies  de  a  ^  à  deux  parties  de  ^  c ,  ainfi  crois 
parcies  de  ab  fonc  à  croîs  parcies  correfpondances 
de  a  c.  Et  en  général  une  psircie  quelconque  de  ^c 
comprife  encre  deux  parallèles ,  ou  encre  le  fommec 
6c  une  parallèle  eft  à  la  parcie  correfpoudante  do  ai 
comme^  une  aucre  partie  de  la  première ,  compriie 
encre  déni  parallèles ,  ou  encre  le  fommet  a  ôc  unç 
parallèle,  àla  parciecorrefpondance  de  la  féconde. 

47  .Théorème,  Deux  triangles  qui  onCicurs  cotés 
perpendiculaires  l*un  à  V  autre  Jontéquianj^les  (fig,  44I, 
Soie  le  cfiangle  gfm  donc  les  cocés  foienc  fuppofes 
perpendiculaires  aux  cocés  du  criaiï^le  ab  c  ^  il  eft 
y  ifible  qu'en  faifanc  tourner  le  criangle  fg  ni  fur 
le  poiuc^ ,  le  côcç  fg  perpendiculaire  fur  ac  de- 
viendra parallèle  au  côcé  ac  lorfque  la  ligqe^/aura 
décric  xun  quarc  de  cercle  ,  de  même  g  m  iera  pa- 
rallèle kb  aie  fm  ï  hc^  c'eft-à-dire  que  les  cocés 
qui  formenc  les  angles  cotrefpondans  de  ces  deux 
tciangles  feronc  parallèles  î  donc  les  andes  corret^ 
pondans  fonc  égaux  (14)  &les  criangles  equiàngles. 

CoRotLAiRE.  Il  fuie,  de  ce  qu*on  vienc de  dire , 
que  les  triangles  donc  les  cocés  ionc  parallèles ,  (bnc 
cquiangles.  _      * 

48.  Théorème.  Les  triangles  équiangles  font 

fcmblables  ^  c*ejl'à-^re  qu'Us  ont;  leurs  côtes  homo- 

Içgues  proportionels .  {les  côtés  homoïçguès  font  ceux 

qiàjhnt  oppoTés  à  des  angles,  ^aux).  SÎoiênt  les  deux 

triangles  abCy    ^/^  (  fig*  4$  )  qu^on  fuppofe 

équiangUs.  Poianc  1^  point  4  Tur  le  poinc  k  ,.eniorte 

que  le  .coté  d  f  topibè  fur  <i  ^  ,  il  eil  vifible  ,  i 

caiife  4^.i^a{^le  if  égal  4  l'angle  a ,  que  d  g  tom* 

,..  çi  ^  Aa4 
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bera  fat  ac  \  &  prenant  as  z=s  df^  ^P  ^=^^ g  ^ 
fg  tombera  fur  j^ ,  &  le  triangle  asp  fera  égal  au 
triangle  dfg  j  donc  l*angle  ^  ==  /^  Se  p  ^=:  g. 
Mais  par  fappofition  /==  b&cg=s:c  ;  donc  s  =  6 
Scp=:c:  donc  les  angles  correfpondans  s  ^  b  font 
égaux  y  donc  (i  5)  j/>  eft  parallèle  ^  bc  j  donc  (^6) 
àb  :  ac  ;;  ai  ou  rf/t  ^ /?  =■  dg.  Si  Ton  avoir 
pofé  Tangle  /  fur  Tangle  3  ^  on  auroit  démontré 
de  même  que  b  a  5  b  <;  Il  dfi  fg.  11  eft  çvident 
(4^)  que  as  i  ap  ;i  s  b  \  pc  \\  b  a  \  ac. 

49.  Rem^vk^vç.  Si  l'on  tire  la  ligne  x  a  parallèle 
ibc ^  pn  voit  que  les  lignes  as  ^  ap  qui  font 
autant  inclinées  entre  les  parallèles  xa^  s p  que 
|es  lignes  sb  6cp  c  le  font  entre  les  parallèles  sp , 
pc  ,  font  proporcionelles  à  ces  dernières, 

CoROLL.  1.  Les  triangles  qui  ont  Içurs  ootés  perr 
pendiculaires  ou  parallèles  Tun  à  l'autre  font  femola- 
bles ,  car  (47)  ces  triangles  font  équiangles }  donCydcc. 

Corollaire  IL  Deux  triangles  a jj?)  â^c  qui 
ont  un  angle  a  égal  de  part  &  a'autre ,  &  des  bafes 
s  py  bc  parallèles ,  font  équiangles  &  femblables. 

50.  Théorème.  Deux  triangles  qui  ont  un  angle 
égal  j  ù  Us  cités  qui  comptthnent  cet  dngle  propor-r 
tionels  j  font  ftmblabUs.  Suppofons  l'angle  a  dans 
le  triangle  h  ac^  égal  à  l'angle  d  du  triangle  fgd ^ 
Se  qu'on  ait  en  mcme  tems  Ja  proportion  abl  ac 
llaf:  rf^.  Prenant  fur  abh  ligne  aststdfy  Se 
tirant  sp  parallèle  à  bc  ;  ïl  ç(l  yifible  que  les  deux 
triangles  ^  -^  P  ,  ^bc  feront  équiangles  &  fembia- 
blés.  Or  d/g  ^=^  as p  ;  car  (  par  fiippoiition  ) 
ba*i^ac  ;î  dfl  dg]^  tt\zisfd=s^ as\  donc  ba  l  ac 
y.  sa  :  dg.  Mais  a  caufeides  parallèles  j/,  3c  l'on 
a  (4p)  baZac::  as'±=  df.\  ap  ;  donc  a  p=^dg; 
iflonc fes deipr  triangle^  dfg'j'asppiitun^in^là 
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d  Se  a  égal  de  parc  &  d'autre  ,  &  les  côtés  qui 
comprennent  cet  angle  égaux  ;  donc  ils  font  égaux 
en  tout.  Mais  asp  eft  lemblable  à,  b  ac ;  8c  par 
conféquent  baceA  auffi  femblable  à  dfg;  donc,  &c 
51.  Théorème.  Deux  triangles  abc,  dfg  qui 
ont  leurs  trois  cô^s  proportlonels  font  femhlahUsi 
Car  fi  fur  f  g  on  fait  Tangle  gfh  égal  à  l'angle  h  , 
&  f  g  h=:^c  y  il  eft  évident  que  Tangle  a  fera  égal 
à  l'angle  h  ;  donc  les  triangles  aie  ,  hfg  feront 
équiangles  &  femblables.  Or  hfg^=dj g  :  car 
(  par  fuppofitton  )bcl  ab  llfg  l  fa  j  mais  a  caufe 
des  triangles  femblables  abc^  hfg  on  a  de  même 
ic  :  abllfg^fh  ;  donc  (puifque  les  deux  premiers 
termes  de  cette  proportion  font  les  mêmes  )  Ton 
a/^:/<':;/j?:/A,  ou  {alternando)fg:fgV.fd:fh; 
piais  fg ^^=^fg i  donc  fd=sfh.  Déplus  bclac\ \fg ; 

dgy  &  bc ;  acwfg  :gh;  donc  /J  :  d^y.fg  :gh^ 

ou  {alternando)  fg  l  f g\\d g  :  rfÂ;  mzxsfg  ^=^fg; 
donc  dgsxsgkj;  donc  les  trois  côtés  du  triangle  rf/^ 
font  égaux  aux  trois  côtés  du  triangle  hfg  ;  donc 
(55)  ces  deux  triangles  fontéeaux  en  tout.  Mais  hfg 
eft  femblable  iba^  ;  donc  afg  eft  auf&  femblable 
au  triangle  bac  ;  donc ,  &c. 

51.  Théorème.  Une  ligne  droite  ap  qui  divifê 
en  deux  également  V angle  bac  itun  triangle  quel- 
conque b  a  c  (  fig.  4<î  ) ,  coupe  le  côté  oppofé  ei€ 
deux  parties  bp ,  p  c  proport'eonelles  aux  côtés  cor^ 
refpondans  a  b  ,  a  c.  Par  le  point  b  tirez  b  d  parallèle 
i  pa  y  Se  prolongea  ca  |ulqu'i  la  rencontre  de  b  d. 
A  caufe  des  parallèles  ap  ^  db  ^les  triangles  apc  ; 
d  b  c  font  femblablçs  *' ,  &  (  par  les  numéros  4^ 

*  Cu i  caufe  <ic& paralldes.  ap ^  </^,Us.aiigIes  cdb ,  cap 
CQf refpondans  fbnc  éeamx  s^offi-bic^  ^œ  ]çs  angles  iid  ^ 
ipai  ionc  y  êccy     '^'    '    '         "  '    " 
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font  aUernes-'inieçnes  entre  je,ç  parallèles  di ^  ap; 
ionc  les  angl^5  4^^tc  h  ^yf,  W^uglç  i'ha  font  égaux , 
if  par  coj&fçquent.les  côtes' ^jii  font  oppofçs  a  ces 
iî>gles  font  cg^ux  ( j  j)  j  ionc  ia^=f=da.  Mais  nous 

Ï'enons  4^  yqif  <ji|e  bp  \  pç\\d  d\  ac  ;  dpnc  en 
abftitu^nf /i/?.  ;pc::  aé.i  af 

53.    T&£0RÇlk^£. 

ptnt  dan^  im  ccrcU 
fprpnt  r^^yjfQ^cs  aux  parues 
Cçn  aur^, la  prapqnion  açlgçnfc  :,c  k-  Car  ^yanc 
tiré  Iqs  corde^  <?i  &  /^  ^  le?  dçi^;  triangles  ^  a  c  , 
/c Ax)nt  les  angles,  oppoics  au foinniet, ac g  yJcB 
égxixx  ;  de  jplbs  Tangle  a  àfi  premier  &ç  i  anglç  / 
au  fécond,  iont  ^àuf  (  étape  appuyés  fur  le  même 

^^^  d^)i  4^PF  P  trqifiéme  angle  çft  épi  de 
part  &  d*^uti:e  j.  4opc  les  djeux  tniiœlçs  font  cquian- 
Çles  &  fecnbl^bles  y  donc  Iç^r?  çqtés  homologues 
îont  proportioaç|s  J  &  l  OU  facl'gcnfclc  b. 

CoROLL^qcE  I.  Ci  Tui^ç  dès  cordes  ab  (fig.48) 
cft  un  diamètre  &  aue  lautrç  cprdé/^  lui  fou  per-    ' 

E^ndiculaiçp;^  à  <^2i.u[e  que  cette  perpendiculaire  eft 
vifce  en  deux  cgilçmept  Vu  Voint  c{io)yfc  fera 
«F=  ^^;  dppc  la prwortion du  T^héprcme  deviendra 
a  c  :  fc  ::  cg  qu/ c  :  çk.  jC'el^-^-dire  qu'une  per- 
pendiculaire quçlçonqiiç.  jf^ 'fur.  gn  diai:pe;re  eft 
ipoye^ne  *'pr<^orti9i>elle  çpçrê.'lesVïçux  parties  de 
ce  difiiuitre.; 

CoRQ)[.tÂiRB  lL.3uggo(aiUp  ii^çtfe  f^rff  y 
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l'aacre  partie  çb  êisx  diamètre  fera  a-, —  ji: ,  &  la 
proportion  du  Corpliair^  précédent  deviendra  x  \y 
W  y  \  <i  —  •*^>pii  ((ki^t  Ip  produit  à!^%  extcêpies^ 
égal  â  celui  des  inoyenO  J'*  ==  ^^  —  x'^'^. 
CoaouAi^^B  IIL  \^  tgiangle  afb  étanç  reâân^le 


moyenne  propprtiQnellç    encre  les  deji^  patries 
de  rkypothénufe  décertninées  pi|r  cett^  pexpcnr* 
4iculaire. 

54.  Problème»  Trp^er  une  mqycj^^  gfbffiétri^ 
que  entre  deux  lignes  données  x  &  n*  Joignesp  Cjes 
deux  lignes ,  enfoxté  qu'ellçsnp  faflf^fît  qij'une  fpule 
ic  même  ligne-  Divifez  leur  fomn^  ^  ^  çfi  dç{i^ 
également  au  potnF  P*  P^  ce  ppinç  cpu^me  ceni^ffi 
&  du  rayon  p  a  moitié  de  a  ^  décriyez  un  cercle, 
hfa  g  ,  par  Iç  point  d'union  élevez  fur  abW  pprr 
pendiculaire  c/ jvifqu'â  ia  reqcoptre  de  la'  cirçop- 
fcrençQ  en  /,  4H«  fera  înoyenne  proportionelle 
entre  x  6c  n^  par  I^  premier  Corplfaire  du  Thép- 
];êine  précédent. 

55.  Théorème.  Si  dufommetS dç  l*(ingledxçÀt 
d^un  triangU  rectangle  quelcçnque  op,  abaijfe  un,e  p^r- 
pendifulaire  £c  fur  Chypt^th^nufe  a  b  ,  fd  triangU 
fera  divifé  en  d^ux  di^tres  triangle^  ^  f  c  ,  b  f  c ,  Jfm- 
bjahles  wgrmdi^ria^le  &par  Cfinf^que^^fen2blflb,le9 

*  CV/t  ce  qyi'on  appelé  Péquaticn  au  arclf ,  &  ç^xk^  mor 
priécé  convient  â  tputcs  les  perpen4iciîl2\ii:es /c  ;  de  Ipne 
quW  donnant pHifièurs  Valeurs  fucceflives  i  x  &  prenant  le» 
lacinet  des  quantités  ax — x"^  correfpondances ,  on  détermi- 
naziKsfc  çoggfpondamcs  aux  x,  &  fai&nt  pafièr  une  coitfbe- 
Kùr  tous  les  pQinê/y  oa  aura  iin  corqie  d'autant  jH^tf  f <tô  <)ue 
{es  ^  feront  |4us  eza^  fc  plus  prés  les  uns  des  aUiM;<^ 
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entr^cux.  Car  i  •.  le  triangle  af  €9,1x11  angle  droit  en  c, 
&  un  angle  a  commun  avec  le  grand  triangle  qui  a 
auffi  un  angle  droit  en  /;  donc  le  troifiéme  angle 
eft  égal  de  part  &  d'autre  ;  donc  ces  deux  triangle» 
ibntequiangles  &femblab[i&s.  i^.  Le  triangle  hfc  a 
un  angle  £  commun  avec  le  grand  triangle ,  un  angle 
droit  en  c  comme  le  grand  triangle  en  a  un  en  /; 
donc  ces  deux  triangles  font  cquianeles  \  donc  les 
deux  petits  triangles  (ont  femblables  au  grand 
triangle ,  &  par  conféquent  femblables  entr'eux. 

Corollaire  L  11  fuitde-là  que  ac  :  afi\  af\ 
ah  y  parce*que  a  c ,  af  côtes  du  petit  triangle  afc 
font  homologues  aux  côtés  af  ^  ^^  du  grand  trian- 
gle a.fK  De  même  b  c  y  fb  côtés  du  triangle /<ri 
étant  homologues  aux  côtés  bf^  b  a  du  grand 
triangle  ,  Ton  aie:  bfy.  bf  :  ba  i  c'eft-à-dire , 
chaque  côté  du  triangle  reâ;angle  afb  eft  moyen 
proportionel  entre  rbyporhénufe  &  le  fegment 
cdrrefpondant  ^.  Il  eft  vifîble  auftî  que  les  deux 
triangles  acf^  cfb donnent  acl  cfll  cfl  cbyOïi 
^ue  la  perpendiculaire  /c  eft  moyenne  propor* 
tionelle  entre  les  deux  parties  de  l'hypotnénufe  , 
ainH  que  nous  l'avons  dit  ci-delTus. 

Corollaire  II.  Les  côtés  afyfb  étant  des 
cordes  tirées  du  même  pbint  /  aux  extrémités  du 
diamètre  a  b  y  il  fuit  du  Corollaire  précédent  que 
fi  de  l'exrrémité/d'une  corde  af  ou  fb  Ton  abaifle 
tme  perpendiculaire  fur  le  diamètre  a  b  qui  pafTe 
•par  1  autre  extrémité  de  la  mcme  corde ,  cette  corde 
îera  moyenne  proportionelle  çatre  Iq  diamètre  ^ 
le  fegment  correfpondant. 


*  Les  parties  d'une  ligne  s'appeilenc  auiE  les  femiuns  de 
çetce  ligne» 
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5(^.  Tbéorekcb.  Dtux  fècantcs  extérieures  ab, 
ac  tirées  <tun  même  point  à  la  partie  concave  hc  de 
la  circonférence  j  font  réciproquement  proportionelles 
à  leurs  parties  extérieures  au  cercle  (fig.  49  J,  Ayahc 
.  tiré  les  lignes  bd^  cf  ^  Ton  a  les  triangles  adb  ^ 
afc  Semblables  ,  puifqu'ils  ont  un  angle  a  coai- 
mun  y  &  les  angles  b  éc  c  appuyés  fur  le  même 
arc/i;  &  partante  b  \  ac  \\  ad\  af 

Corollaire.  Si  Tare  de  s'évanouit,  le  point .^ 
lombera  fur  le  point  d  y  Isl  fécance  ac  deviendra 
tangente  (%.  5  o),  &  Ton  aura  toujours  ablacy.acl 
a  f.  Ainfi  la  tangente  fera  moyenne  proportionet- 
le  entre  la  fécante  entière  ab^&ciz,  partie  hors  d^ 
cercle. 

On  dit  qu'une  ligne  tfA  eft  divifée  en  moyenn.e 

&  extrême  raifon  f  ng.  51),  lorfqu'elle  eft  divi^c^ 

,en  deux  parties  ad ,  db  telles  que  la  lignd»entiere 

_eft  à  l'une  de  ces  pitrties  >  comme  celle-ci  eft  ^ 

i  autre  partie.  j 

57.  fxoBtVH%:Dmfer  une  ligne  ab  en  moyenne&  xxtrêm^ 
ratfça*  Sur  Veixx^ké[  ^.  de  cette  ligne  ,  élevez  la  petpeii;* 

diculaire  ob  es'-^^,  ]Ai  pôiot  o  cDoiacie  centre  ;  avec'  te 

rayon  o^ ,  décrivez  le  cercle  c^/,  par  le  pointai  &  le  centré 
'  o  du  cercle  ,  tirez  la  fêcance  acy  âc  prenant  ad^*»af ,  je  dis 

que  alf  ladiiadi  dh*.  Car  ob  étant perpendicalilre  tax^k, 
.  a  ^  ièra  tangente  y  donc  (  Gsrollaire  précédent)  ac:ab::a$f 

4f=^ud^  ^idividendo)  ac  —  ab^  P^ac  —  c/(  i  caiw 
'du  diamètre  c/ —  ab)fOVLfa^^aii  a  i::ab  —  tf/=T=  db 

•^ad  «*"  db  :  àf^^^  ad  \  donc  ad  '.  ab  ::  bd  i  ad  ,'6tl 
~  mettant  les  antécédens  ila  place  des  toni^uens  &  rédproqne^ 
.  ment  (ce  qui  ne  peut  détruire  la  prc^rtadn  »  poifqiîP  le  produit 

desezuémes  reite  ^$d  àcelui  desœoyenc)  â^;iii/::ii^:^^« 

,  .  Tft.'PK.OBiiMB.  Dhifer  une'lign^  donnée  ab  (  fig»  ^i  )  m 
pareies  proporiioneUes  anx'parties  ^unJe^auir^Jwu  ac  Fai^ 
avec  ces  lignes  un  anglç  ouelcoiique  ctf  ^«  Ayant  joint  les 
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«ttr^mîtés  h  Bct  par  la  ligne  c  h  ,  par  le$  points  de  divifion 
de  la  ligne  acy  menez  des  parallèles  â  la  lieae  c,b  jufi}a*i. 
la  f  encontre  de  la  ligne  al>.h  çaufe  des  parallèles  dxyfp ,  te. 
la  ligne  a  b  aura  toutes  fes  parties  proportionelles  aux  parties 

' cbrre(poildantes  dé  âf  (46)« 

55).  Problème.  Divifer  une  ligne  ad  e/i  parties 
/gales  (fig.  5  j  ).  Prenez  une  ligne  Indéfinie  le  pitts 
•grande  que  a  d ,  portez  ancanc  d'ouvertures  égaies 
de  compas  fur  cette  ligne  que  vous  voulez  avoir  de 
parties  égales  dans  ad^  difpôiez  ehfuite  adpZ" 
rallelement  ibc ^  par  le  point  h  Se  l'extrémité  c  de 
la*  dernière  divifion  ,  tirez  les  li^ès  ba^c  d  qui  fe 
rpnconrreront  eh  un  point  quelconque  x  au-deflos 
de  ^ ^  ( nous  fuppofons  bc^ad)'\  du  pbinft  x  aux 
points  m  y  n^p  y  &c.  des  divifions  de  la  ligne  b  c , 
menez  les  lignes  xp  »  &c.  ces  Kgnes  diviferont  ad 
eh  parties  égales  aux  points  0,  i,  s  y  Sec.  En  effet  i 
caufe  des  parallèles  ao8c pb;oi  8c pniyle^  trian- 
Its  xaô  y  X  b p  font  feniblibles  entr eux  ,  âufii- 
ien  que  les  triangles  xioy  xpni'y  donc'^JE^': 
^aoWxpixô.'  De  même  ies  déik- derniers  crîan- 
gles  dont  nous  venons  de  parler  ddrnieht/rmtd^i 
i\px\xo  i  àxmc  bplp^mlladloiy  detxc..4i> 
j^ û  i.   On  démontrera- de  même  que  0  i  =is  en 
:ik  fervant  des  triangles  xpm  y  aipôc  des  criaiigl^s 
,x  mn  y  ^is  ^  &  quel  que  fût. le  nombre  des  pat- 
ries égales  de  ^c ,  «n  prôeiâJafift  'd&t«tre  mmiere 
î'ofl  dcihbhtrera  qqe  les  pattiei  cdrreipondahtes  de  . 
4i  d  font  toutes"  égaies  entr 'elles.  ' 
•.    ^o.  Problème.  Trouvtr  utu  quatrième  propQVr 
nontUt  à,  irais  Jigne^  données  à  y  b,  c(£g«  54^. 
'Avec  1^  lignes  indéfinies ^r,'/>j  Jeiais  uh  angle 
^lietcoâi^de-/.  Je  porte  la^hgnèkiitfr^jr  de'j^-èn  x, 
"ce  B  fhr  ps  dé  peng^  jeûrb  xg.  Portant  enfuitte 
c  de  xen  à;  Se  tirîm  bq  pàralletë  ixg  j  il  éftévî- 


I 
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dent  (  à  cààfè  rffes  pafàllielés  xg  y  oq)  quê  /?ir^ 

xo::p]g:g^j  'on'(iûea:c':vl>:gq'y  donc  gq  ère 

la  ligné  cherchée.  Si  lf=:^c\gq  leria  trorfiéme  pf d- 
pornanelle  au*  Kgïjé^s  '^if  A.        .      ''   . 

itf  i.  DénNiTio"^.  Deux  Polygoïifes  Tontappèiléi 
fcrhblables  lorfcju'iri  tint  MA  nicmè  nombre  d'ih- 
^les ,  &  les  côccs  (Jul  Cbmprèiïnèîit  ces  angles  pro^ 
portionels. 

6i.  TnioTitHB.  'Deux  'I^àty'^one^  femBlaiù!^ 
peuvent  être  iivîfés  par  Ues  diagonales  qui  paient 
idés  angles  hômoiôËties  éh^ùh  thtnie  norhhre  de  triah^ 
gks  femblMts  (m.  5  5  ).  Du  point  ^  du  pentagone 
abcdf  cirez  les  diagonales  àc\  àdy&chvi  ponit ^ 
"cotre  fpondant  du  pentagone  fém'blàbfe  g  h  il  m  tirez 
lès  dkgonaîei  g^  y  g^j  j^  dî^  q^e  les  triangle^ 
tf/tf,  arfc,  irri  fdnt  ierafblaWes  auîc  triandei 
g  ml,  g  II  y  g'îh.  ï>idfgu<B  les  Polygones  font  f?ni- 
tiables ,  les  angles  cottcffpoiidâris  fSc  ai  foht  égaù'xi 
&  les  côtés  Gpi  comprennent  ces  'aiigles  probdf- 
tiohels  (ifi)  ;  donc  (  50)  res.triâH^lôs  afi,'  gh^l 
font  ïemblabtes  ;  èonc./rf  :  ml  il  a^d^^gï  ;  6t 


llingle  a  df^  gi^  S  '^o'nc  ">  / 7  ^xi  d  c  \  donc 
les  triahgles  ad  c'y  /g  fi  ont  ffri^âiîglHèkl,  écié 


tat?s  'autoùv  de  cet;  angle  ^fi^mônetsy  disHi 
ïîs  fônt  femblablesi.  0n  demontter^'là  ihcïriè  icKcrft 
yôtif  les  triangles  irA',  '^*i  j  'donc^'  iSrc. 

ÇokoL'LAmÈ'!.  1%h'c  les  ^érïbèt^^i  oii  côfitcfaA 
'des  figures  femblâBlès  p  fe  x,  fèfit  en'tt^'^ûi  cômifife 
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blablement  tirées  daiis  les  figures.  Car  à  caufe  de  la 
.fitnilitude  des  figures  p  Ôc  x  ^  af:  gmy.fd\ml 
Zldcllillbc  :  ihllba  ihg  ;  donc  la  fomme  des 
antécédens  eft  à  la  fomme  des  conféquens ,  c'eft- 
i-dire  >  le  périmètre  de  p  eft  au  périmètre  de  x 
comme  afl  gm  ,  ou  comme  ad  Ig  i  yi  caufe  des 
triangles  femblables  afd  y  g  ml. 

Corollaire  IL  t)onc  les  périmètres  de  deux 
Polygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés 
ibnt  entr'eux  comme  un  des  côtés  du  premier  Po-  ^ 
lygone  à  un  des  côtés  du  fécond.  Car  les  Polygones 
r&uliers  d'un  même  nombre  de  côtés  font  des 
Polygones  femblables. 

^3.  Théorème.  Deux  Polygones  réguliers  fembla-' 
blés  j  cefi-à-dire  j  d'un  même  nombre  de  côtés  j  ont 
leurs  périmètres  proportionels  â  leurs  rayons  droits 
&  obliques  (  fig.  ^6).  Car  les  rayons  obliques  oa^rs 
partagent  les  angles  égaux  a  6c  r  en  parties  égales  ; 
mais  à  caufe  des  angles  droits  x  &c  pies  triangles 
rx  s  y  ao  p  ont  deut  angles  égaux  p  Ôc  x  y  pao  Se 
srx  ;  donc  le  troifiéme  angle  eft  égal  de  part  & 
d  autw ,  6c  les  deux  triangles  font  femblables  ;  ainfi 
rsio  allsx  :  opllrx  : /i ^ ;  mais  a? r  eft  la  moitié 
de^  rn  6c  p  a  Iz  moitié  de  ^z  ^  (  parce  que  la  per- 
pendiculaire abaiflée  du  centre  fur  une  corde  d'un 
cercle'  divife  cette  corde  en  parties  égales  )  y  &  les 
moitiés  font  conune  les  <ous;  donc  les  rayons  droits 
&  obliques  font  comme  les  côtés  qui  (<?i)  font  entré 
eux  comme  les  périnietres;  donc  les  périmètres  font 
,ençr*eux  coqiàie  les  rayons  droits.  &  comme  les 
rayons  obliqtte.$;&  engénéralcomme  les  lignes  fem- 
.blablemenc  tirées,  qui  néceflairement  font  enrr.'ellés 
/comme  les  côtés  6c  les  rayons  droits  ou  obliques. 
,  Corollaire*  Donc  les  circonférences  des 

cercles 
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cercles  font  entr^elles  comme  leurs  rayons  ,  &  pat 
conféquenc  comme  leurs  diamètres,  comme  les 
Vitcsfemblables  y  c'eft-â-dire  ,  d'un  même  nombte  d^ 
degrés  «  comme  les  cordes  de  ces  arcs ,  &c.  :  car 
les  cercles  peuvent  être  confidérés  comme  des  po* 
lygones  réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés  infi*^ 
nimentpetics^  donc,  &c« 

^44  Théorème.  De  tous  Us  Polygones  réguliers 
infcrits  au  cefcle  j  celui-là  eft  le  plus  grand  qui  a  plus. 
4U  côtés  j  au  contraire  de  tous  les  Polygones  circon-' 
/crus  j  celui  qui  a  le  moins  de  côtés  eft  le  plus  grande 
Car  dans  la  fig.  3  9  le  pent^one  infcrit  dtfiere  plus 
de  fbn  cercle  qile  l'exagone  infcrit  (fig.  3  S  )  ne  dif- 
fère du  (ien;  mais  il  eft  vifible  auflî  qu'en  circonfcri-* 
vanc  un  quarré  Se  un  b&ogone  à%n  cercle  (  fig.  57), 
le  quarré  différera  plus  du  cercle  que  l'oâogone  SC 
fera  plus  grand  que  l'oâiogone }  donc ,  &c. 

Corollaire.  Donc  fi  un  Polygone  régulier 
infcrit  ou  circonfcrit  avoit  un  très-grand  nombre 
de  côtés  ,  il  ne  différeroit  pas  fenfiblement  du 
cercle ,  &  l'on  pourroit  prendre  l'un  pour  l'autre 
iàns  erreur  fenfible. 

De  la  mefure  &  du  rapport  des  Surfaces* 

6  5  •  Lxfurface  plane  eft  celle  qui  n'a  ni  enfonce- 
ment ni  élévation  ,  &  fur  laquelle  par  conféquent 
une  ligne  droite  peut  s'appliquer  exaâement.  La 
furface  courbe  au  contraire  eft  telle  qu'on  ne  peut 
lui  appliquer  exaâement  une  ligne  droite  s  telle  eft 
la  furface  d'une  boule. 

Définition.  Un  quadrilatère  abcd  qui  a  feule- 
ment deux  c^tés  ab ^  cd  parallèles  ( ng.  5 S  )  eft 
appelle  trape;^e.  S'il  n'a  aucun  côté  parallèle  (âg;*5T9} 
on  l'appelle  tr^péi^îde^  S'il  a  fes  côtés  jparaUeles 
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deux  à  deux ,  on  le  nomme  parallélogramme  (fig.  60). 
Si  les  cocés  dû  parallélogramme  font  égaux  &  que 
lès  angles  ne  foienc  pas  droits ,  il  prend  le  nom  de 
rhomb£  ^  SiC  celui  de  rhomboïde  lorfque  les  côtés 
oppofés  feulement  font  égaux.  Si  les  angles  du 
pax'allék^ramme  font  droits  (fig.  61) ,  on  lappelle 
rectangle  ;  mais  fi  les  angles  étant  droits  les  côtés 
font  ^aux ,  il  fe  nomme  quarré  (  fig.  6x  ).  Une 
I  ligne  b£  (  fig.  58,  60  y  61)  menée  d'un  angle  d*un 
quadrilatère  à  langle  oppofé  s'appelle  diagonale. 
Une  ligne  cd  (fig.  58  )  lur  laquelle  on  conçoit 
qu'eft.  pofée  la  figuse  cabd y  ou  le  triaiigle  cbdy 
cft  appellée  bafe  de  cette  figure-,  ou  du  triangle 
cbd.  Une  ligne  ap  tirée  du  fommet  d'un  angle  a 

J>erpendiculairemCnc  fur  la  bafe  c  d  (fig.  ^3] ,  pro- 
ongée,  s'il  le  f^ut,  eft  appellée  hauteur  du  triangle 
acd.  Si  on  mené  la  perpendiculaire  p  m  entre 
les  côtés  parallèles  d'un  trapèze  (fig.  5$)»  ou  d'un 
parallélogramme  (  fig.  60  )  y  cette  perpeipidiculaire 
fera  la  hauteur  du  trapèze  ou  du  parallélogramme. 
66.  Problème.  Décrire  un  parallélogramme  dont 
un  des  côtés  fou  égal  à  la  ligne  donnée  a  (fig.  ^4) , 
Vautre  coti  égal  à  la  ligne  b,  6  r angle  compris  entre 
ces  côtés  ^=^  g.  Tirez  cd  =  ay  faites  enfuite  l'angle 
acd=:  g(i6). "Prenez  acr=:by  rirez  ab  parallèle 
&  égal  icdy  tirant  enfuite  bdy  vous  aurez  le 

fj^arallélogramme  cherché.  Si  l'angle  g  croit  droit, 
e  parallélogramme  feroit  un  reâangle  ,   &  un 
quarré  fi  les  côtés  étoient  de  plus  fuppofés  égaux. 

(>7.  Remarque.  Nous  avons  démontre  (45) 
que  les  parallèles  entre  parallèles  étoient  égales; 
cionc  les  côtés  oppofés  d'un  parallélogramme  font 
tdujours  égaux  entr'eux.    . 

èSp  Théorème.   Une  iiagojialf  bc  partage  un 
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parallélogramme  quelconque  a  b  d  c  en  deux  triangles 
égaux,  tn  effet  at=^cdScbd=iac  ( remarque 
précédente)  y  6c  la  ligne  b  c  étant  commune  aux  deujc 
triangles  a  6c  y  cdi y  ces  triangles  ont  leurs  c6rés 
égaux  chacun  à  chacun  ^  donc  (55}  ils  font  égaux 
en  tout. 

Corollaire.  Donc  un  triangle.  e(l  la  moitié 
d.'un  parallélogramme  de  même  bafe  &  de  mèn\e 
hauteur  *. 

^9.  Théorème*  Un  parallélogramme  &  un  reUan* 
gle  de  même  bafe  &  de  même  hauteur  font  égaupt  en 
Jurface,  Des  extrémités  tf ,  i  du  côté  oppofé  à  la  bafe 
ayant  abailTé  les  perpendiculaires  ap^bp  fur.cette 
bafe  prolongée  s'il  le  faut  j  les  triangles  acp  ybdp 
auront  les  angles  correfppndans  cocd  égaux ,  & 
les  angles  droits  en  p  ;  donc  ils  font  femblables  dc 
ont  de  plus  les  angles  égaux  fur  les  cotés  égaux  acy 
b}d\  donc  ils  font  égaux  en  tout,  &  dp^:^cp; 
donc  pp'=iab^=icd;  donc  le  parallélogramme 
acdb  &c  le  reâangle  appb  ont  même  bafe  8c 
tx)ème  hauteur  (  puisqu'ils  font  compris  entre  les 
mêmes  parallèles }.  De  plus  pour  avoir  le  reâanglé 
il  fu£Bt  d'ajouter  au  parallélogramme  le  triangle 
b  dp  Se  d'en  retrancher  en  même  tems  le  triangle 
acp=ib  dp  ;  donc  ces  deux  figures  font  égales  ; 
donc  y  s&c. 

70.  TnéoREME.  La  furface  d^un  rectangle  ejt 
égale  au  produit  de  la  hafe  par  fa  hautenr  (  fig.  ^5  ). 
Suppofant  la  bafe  c  d  à^  G  pieds  ^  la  hauteur  a-c 
de  4  ;  divifez  c  d  en  6  parties  égales  Ôc  ca  qvl  ^. 
Par  les  points^  de  diviiion  de  cd  menez  des  pa«- 

*  Le  tnangle  cbd  t  ppnr  hauteur. la  peipendlculaifç  kp 
aofll-bien' que  le  paxaUétogramme  iz^f  </• 
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ralleles  au  côté  ac ,  Se  par  les  points  de  divifion 
de  a^  des  parallèles  ica^  vous  aurez  quatre  tran- 
ches ,  dont  chacune  contiendra  6  quarrés  égaux  , 
chacun  au  quarré  poco  {poco  eu  évidemment 
un  pied  quarré  )  \  donc  le  reéfcangle  vaut  4  fois 
6  pieds  quarrés  ou  14  pieds  quarrés  ,  produit  *  de 
la  bafe  6  par  la  hauteur  4  \  donc ,  &c. 

Remarque.  Si  l'on  conçoit  que  la  bafe  cd 
(  fig.  66)  monte  parallèlement  à  elle-même  le  long 
^^  ac  &c  qu'elle  laifTe  par-tout  des  traces  d'une 
largeur  très-petite,  il  eft  évident  qu'il  y  aura  auunt 
de  traces  égales  que  la  hauteur  peut  contenir  de 
fois  la  largeur  d'une  de  ces  traces ,  &  que  la  fomme 
de  ces  traces  eft  égale  à  Ùl  furface  du  reâangle  \ 
donc  il  faudra  multiplier  ime  de  ces  traces  par  te 
nombre  qui  exprime  combien  de  fois  fa  largeur 
eft  contenue  dans  la  hauteur  ,  &  en  fuppofànt  To- 
pailTeur  de  là  trace  infiniment  petite  ,  il  faudra 
de  même  multiplier  la  trace  ou  ligne  c  d  par  la 
hauteur  ac;  donc  ,  &c. 

Corollaire  I.  Donc  un  parallélogramme  eft 
égal  an  produit  de  fa  bafe  par  la  hauteur  \  car  [6^] 
un  parallélogramme  &  un  reâangle  de  même  bafe 
6c  cle  même  hauteur  font  égaux. 

Corollaire  IL  Donc  un  triangle  eft  égal  au 
produit  de  fa  bafe  par  la  moitié  de  la  hauteur  ,  ou 
au  produit  de  fa  hauteur  par  la  moitié  de  fa  bafe , 
ou  à  la  moitié  du  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur. 

p>ii    ■■■■■■  I  II         ■■■.      ■■[■■—■■■■■■i    ■ 

*  On  ne  peut  pas  muldplîer  une  ligne  cd^zi  une  ligne  ca'j 
mais  on  prend  le  nombre  des  quarrés  qu'on  peut  former  (oicd 
(en  prenant  p  c  pour  hauteur)  ^  autant  de  fois  que  la  ligne  pcdk 
contenue  dans  ac.  C'eft  ce  qu'on  doit  entendre yauand  on  die 
^u'on  multiplie  la  ba(è  par  la  hauteur» 
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Car  un  triangle  eft  la  moitié  d'un  parallélogramme 
de  même  baie  Se  de  même  hauteur  {6i). 

Corollaire  III.  Donc  un  triangle  eft  éeal  à 
un  parallélogramme  de  même  bafe ,  mais  a  ime 
hauteur  deux  fois  moindre* 

71.  Théorème.  La  fur f au  cT un  trapèze  abcd 
(%•  s')  ^  égale  au  produit  de  fa  hauteur  m  p  par 
la  moitié  de  la  fomme  des  deu^  bafes  oppofées  & 
parallèles  a  b ,  c  d.  Car  la  diagonale  i  c  parcage  le 
trapèze  en  deux  triangles  de  même  hauteur  que  1^ 
cpapeze  (  puifqu'ils  font  compris  entre  mêmes  pa- 
rallèles) &  dont  la  bafe  de  l'un  eft  a  3  &  celle  de  Tau* 

tre  cd i  donc  la  furface  de  l*un  eft  mp x  — ,  celle 

cd 

de  l'autre  étant  =  mp  x  —  \  donc  la  furface  du  tra- 

{ab  +  cd)       . 

peze  eft  =  mp  x- y  donc ,  occ. 

•  

Corollaire  L  Donc  la  furface  d'un  trapèze . 

eft  égale  au  produit  de  fa  hauteur  mp  multipliée 
par  une  ligne  x  g ,  menée  par  le  milieu  x  du  coté 
iz <:  parallèlement  â  la  bafe  cd.  Eneftet  les  triangles 
a  i  c  y  xnc  {  femblablesà  caufe  des  paralleles-a^, 
xn  )  donnent  tf^  :  xn\lac  lcxl\%  :  i.  De  même 
les  triangles  femblables  bcd  y  bng  donnent 
^^  *^^  I*  cding  :;  2.  :  2  (puifque  les  lignes  âc, 
b  d  comprifes  entre  les  parallèles  ab  y  cd  6c  cou- 
pées par  une  parallèle  x  g  doivent  être  coupées 
proportionnellement ,  &  la  première  étant  coupée 
en  deux  également,   la  féconde   doit   l'être  de 

nîême  )  j  donc  xn=i  —  ,  &  ng=z—  î  donc  xg 

=;= ' i  doncmpX ^^^pXxg'^ 

donc  y  Sec.  Bb  j 
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Corollaire  II.  Donc  (Calcul  ^i  )  jc^eft 
moyenne  proportionnelle  arichmécique  enrre  les 
bafes  parallèles  du  trapèze. 

Corollaire  IIL  Donc  pour  avoir  la  furfkce 
d'une  figure  curviligne  apxb  (fig.  ^7),  ayant  tire 
la  ligne  x  A  qu'on  aivifera  en  parties  égales  &  aflez 
petites  pour  que  les  arcs  compris  entreles  lignes /^^ 
perpendiculaires  ixA  foient  cenfés  des  lignes  droi- 
tes, oudumoinspuiflentètreconfidérés  comme  des 
droites  ians  une  erreur  coniîdérable  ^  il  eft  vifible 

3u'il  y  aura  autant  de  trap^ezes  qu'il  y  a  de  points  de 
ivifion ,  en  y  comprenant  le  triangle /^:i;/?  que  nous 
conûdérons  comme  un  trapèze  ,  dont  la  baie  (Ituée 
en  AT  eft  infiniment  petite,  ou  =  o.  Cela  pofë,  parce 

3ue  cous  ce$  trapèzes  ont  ime  même  hauteur  ==  x  /z, 
faudra  multiplier  la  demi-fomme  de  leurs  bafes 
par  la  hauteur  ^  x  ,  le  produit  donnera  la  fur^ce 
•  cherchée.  Or  il  eft  vifible  que  chaque  bafe  pp 
doit  être  prife  deux  fois ,  parce  qu  elle  appartient 
à  deux  trapèzes  ,  tandis  que  la  première  bafe  ai, 
ou  la  dernière  (fi  elle  exiftoit)  ne  doivent  être 
prifes  qu'une  fois  ;  donc  la  moitié  de  toutes  ces 
oafes  fe  trouvera  en  ajoutant  enfemble  la  moitié 
des  deux  extrêmes  avec  toutes  celles  du  milieu.  La 
fomme  multipliée  par  nx  donnera  la  furface  cher- 
chée. On  peut  voir  par  là  comment  on  pourroit 
ntefurer  la  furface:  de  flotaifon  d'un  vaiffeau. 

71.  Théorème.  La  fnrface  d'un  polygone  régu^ 
lier  a  h^df  g  h  (fig.  3  8)  eft  égale  au  procluit  de  fon 
•pcrimerre  par  la  moitié  de  fon  rayon  droit  c  q.  Car 
un  tel  polygone  eft  ccmpoÇé  d'autant  de  criangles 
égaux  que  ce  polygçne  a  de  côtés,  &  chacun  de  ces 
trianr^les  ûJi  ce&  égaL  au  produit  da  côtd  ai  par 
là  moitié  de  fa  hauteur  cq  '^  donc  la  fuçfâce  eiitiçre 
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du  polygone  eft  égale  au  produit  de  tous  les  côtés 
(ou  ,  ce  qui  revient  au  inème ,  au  produit  de  fon 
périmètre  )  par  la  moitié  du  rayon  droit ,  ou  au  pro« 
duit  du  rayon  droit  par  la  moitié  du  périmètre  ^ 
donc,  &c. 

Corollaire  L  Donc  la  furface  d'un  cercle  eft 
égale  au  produit  de  fa  circonférence  par  la  moitié 
du  rayon  y  ou  au  produit  du  rayon  par  la  moitié 
de  la  circonférence  y  car  un  cercle  peut  être  regardé 
comme  un  polygone  régulier  d'une  infinité  de 
côtés  ,  dans  lequel  le  rayon  oblique  ne  diffère 
pas  du  rayon  droit  ;  donc  ,  *&c. 

Corollaire  IL  II  fuit  du  dernier  Corollaire 

3ue  la  furface  d'un  feéteur  acd  ck  égale  au  pro-  < 
uit  de  Tare  ad  qui  termine  ce  feâeur  par  la 
moitié  du  rayon  (fig.  ^8)  ;  car  ce  feéleur  peut  être 
regardé  comme  une  partie  déterminée  du  cercle  « 
par  exemple -y  la  fixiéme  ;  il  faudra  donc  multiplier 
l'arc  a  don  h  fixiéme  partie  de  la  circonférence  par 
fa  moitié  du  rayon  ,  &  Ion  aura  la  furface  cher- 
chée. Ou  bien  d'une  autre  manière ,  confidérant  le 
feâeur  comme  compofé  d'une  infinité  de  triangles  , 
tels  que  axe ,  xcb ,  qiri  ont  tous  leur  fommet  au 
centre  &  dont  les  bafes  font  des  portions  infiniment 
petites  de  la  circonférence  ,  l'on  aura  la  furface  de 
chacun  de  ces  triangles  en  multipliant  fa  bafe  par 
ta  moitié  du  rayon  ou  de  fajiiauteur  ^  donc  la  fur* 
face  totale  eft  égale  au  produit  de  toutes  les  bafes  » 
ou  de  l'arc  ad  par  la  moitié  du  rayon  ac. 

7  j .  Théorème.  De  tous  les  polygones  réguliers  ifo* 

pêrimeirâSy  c'ejè-à-dire^  qui  ont  des  périmètres  égaux  ^ 

celui  qui  a  le  plus  de  cdtés  eft  le  plus  grand.  Soit  un 

pentagone  régulier  circonfcrit  au  cercle  m  (fig.  ^9), 

hi  an  exagone  régulier  du  même  périmètre  circon^ 
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fcric  au  cercle  a.  Il  eft  vifible  (^4)  que  le  cercle  a  eft 
plus  grand  que  le  cercle  m  \  ainfi  le  rayon  ap^mp  : 
or  eninfcrivanc  ce3  figures  dans  des  cercles  »  apSc 
mp  feroient  les  rayons  droits  de  ces  polygones.  Mais 
(  Théorème  précèdent  )  pour  avoir  les  furfaces  de 
cts  polygones ,  il  faut  multiplier  les  périmètres  qui 
font  ici  éeaux ,  par  ap  &c  par  mp  ;  donc  le  pre* 
mier  produit  »  c  eft^à--dire  la  furface  de  Texaeone  » 
fera  plus  grande  que  le  fécond  produit  »  ou  la  fur» 
face  du  pentagone  ;  donc ,  &Cw 

Corollaire.  Donc  de  tous  les  polygones 
"réguliers  ifopérimett^s  le  cercle  eft  le  plus  gtand, 
car  on  peut  regarder  le  cercle  comme  un  polygone 
régulier  d'une  infinité  de  cotés. 

74.  Théorème.  Un  cercle  a  d  m  (fig.  ^8)  ejl 
égal  à  un  triangle  reSangle  cmn  ,  dont  la  bafe 
TCiiieft  égale  à  la  circonférence  du  cercle  ^&  la  kau^ 
teur  cm  égale  au  rayon  du  cercle.  Car  (71)  la 
furface  du  cercle  eft  égale  au  produit  de  fâ  cir^ 
conférence  ma  par  la  moitié  de  fou  rayon  cm\ 
or  la  furface  du  triangle  reâangle  cm;i  eft  égale 
au  même  produit  (70)  ;  donc ,  &c. 

Corollaire.  Donc  la  couronne  circulaire 
mdapuy  copiprife  entre  deux  circonférences  con^ 
centriques ,  eft  égale  au  produit  de  la  demi-fomme 
de  ces  circonférences  par  la  diftance  1^  /tz  de  ces 
circonférences.  Car  tirant  u q  parallèle  i^mn  ^  les 
triangles  femblables  cuq  ,  cmn  donneront  çu  \  cm 
::  uq  i  mn  ;  or  les  circonférences  de  ces  cercles 
font  entr*elles  comme  leurs  rayons  eu  &  cm  {6})^ 
Se  par  conféquent  comme  uq  Se  mn  i  donc  ia 
grande  eft  â  la  petite  comme  mnluq^orh grande 
eft  égale  à  mn  { par  fuppoiîtion  ) ,  donc  la  petite 
eft  égale  i  u^  \  donc  le  |»etit  cercle  eft  ^al  4 
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uqx  —  ,  &  le  grand  eft  égal  imnx ,  c'eft-à- 

dire  que  le  petic  cercle  eft  égal  au  petit  triangle 
cuq  y  6c  le  grand  eft  égal  au  triangle  cmn  j  donc 
la  couronne  circulaire  eft  égaie  au  trapèze  uqmn=is 

^—LJ^ ix (71)  î  donc  ,  &c. 

yjiTHEORBME.  Deux  parallélogrammes  dont  l' un 
fou  appelle  f  &  r autre  i^jjQnt  entr  eux  comme  les  prth 
doits  de  leur  bafe  par  leur  hauteur.  Car  f oit  h  la  hau- 
tcur  jh  la  ia/e  du  premier  j  (la  hauteur j  g  la  bafe  du 
fécond»  \jà,  fur£ice  du  premier  fera  (  70)  p=^  hb, 
celle  du  fecond-feta  q=ifg'y  donc plqllhbifg ;  or 
la  raifbn>de  hblfge&ie  produit  des  raifons  hlfSc 
bzg'y  donc  la  raifon  àopZqtA  conipofée  des  raifons 
de  la  hauteur  i  la  hauteur  &  de  la  bafe  à  la  bafe  y  6c 
partant  le%  parallélogrammes  font  entr'eux  en  rai* 
Ion  compofee  des  bafes  6c  des  hauteurs ,  ou  comme 
les  produits  des  bafes  par  les  hauteurs. 

Corollaire  L  Donc  les  triangles  font  en  raifon 
compofee  des  bafes  &  des  hauteurs  ;  car  les  trian- 
gles font  les  moitiés  des  parallélogrammes  de  même 
bafe  &  de  même  hauteur  ;  mais  les  moitiés  font 
comme  les  tous  ;  donc  ,  &^ 

Corollaire  II.  Donc  lilparallélogrammes  qui 
ont  même  bafe  font  comme  leurs  hauteurs  ,  6c 
«'ils  ont  même  hauteur  ils  font  comme  leurs  bafés  y 
il  en  eft  dé  même  des  triangles. 

Corollaire  III.  Donc  deux  parallélogrammes 
feront  égaux  iî  leurs  hauteurs  font  en  raifon  inverfe 
de  leurs  bafes.  Car  fi  hifilgib^  on  aura  hbx=zfg^ 
oupsxsq  :  ce  qui  a  lieu  au(fi  pour  les  triangles. 

Corollaire  IV.  Si  les  parallélogramme»  font 
femblables ,  ils  font  entr'euz  comme  les  qoarréi* 
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de  leurs  bafes  »  ou  de  leurs  hauteurs ,  ou  même 
comme  les  quarrés  de  leurs  cotés  homologues.  Car 
daris  les  parallélogrammes  femblables  abdcyfhig 
(  fig.  70  )  les  deux  triangles  étcv  j  fh  p  font  fem- 
blables (à  caufe  des  angles  homologues  égaux  cich^ 
Se  des  angles  droits  p  &c  p)\  donc  ac  ifkilaplfp  j 
oï  ac  ifhil  cdlhi  (puifque  les  parallélogrammes 
font  fuppofés  femblables  }  donc  cd\  hi\l  ap  ifp. 
Ccil'i-aire  que  la  raifon  des  bafes  eft  égale  â  celle 
des  hauteurs  y  donc  la  raifon  qui  en  eft  compofée 
eft  doublée  ^  ôc  par  conféquent  égale  a.  la  raifon  des 
quarrés  des  termes  d'une  des  railons  compofantes , 
on  égale  a  la  raifon  desquarrés'des  b^fes  ,  ou  des 
quàiCrés  des  hauteurs  ,  ou  des  quartés  des  cotés  ac 
ècfh  qui  font  entr^eux  comme  les  hauteurs  ap  ic 
fp;  Àoncp  :q:b^:g^V.h^  if^ll'acY  :  (/A)\ 

Corollaire  V.  Les  fnrface^  des  triangles  fem- 
blables cad^  hfi  {  parce  que  ces  triangles  ont  un 
angle  c  &c  h  égal  de  part  &  d'aurre ,  &  les  côtés 
qui  comprennent  cet  angle  proportionnels  )  font 
eiitr'elles  comme  les  quarrés  de  leurs  bafes  c  d  Se 
A  i ,  de  leurs  hauteurs  ap  Se  fp  ,  de  leurs  côtés 
homologues  ac  Se  fh  y  Se  par  conféquent  aufli  de 


leurs  côtés  ad ,  fi  c^  font  dans  le  même  rapport 
âtîe  dc  Se  fh.  Cela^fc  évident ,  car  ces  triangles 
ionc  moitié  des  paratlélogr^mtnes.  femblables  ; 
donc  y  Sec, 

Corollaire  VL  La  futface  d'un  parailélo- 
gtaitime  dont  la  hauteur  eft  A  &  la  bafe  b  eft 
égale  â  la  fur^ice  d  uh  quafrc ,  dont  le  côté  a  eft 
. moyen  proportionnel  entre  hScb.  Car  fih:alla\hy 
1  on  a  A  A  =  tf»  ;  or  A*  eft  k  fufface  du  parallé- 
logramme Se  aa=za^  celle  du  quafïé  ;  donc,  Sec. 

7(>.  Théorème.  L^  quarrc  dtVhypqthénufe  d'un 
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triangle  rectangle  hzc  efi  égal  à  lafomme  des  quarrés 
o  £*  m  faits  fur  tes  côtés  qui  comprennent  l'angle  droit 
a  (fig.  71  )•  Car  la  perpendiculaire  ap  abaiflee  de 
l'angle  droit  fur  rhypothénufe  divife  le  triangle 
abc  en  deux  triangles  fenxbkbles  entt'eux  ,  &  au 
grand  triangle  (s  5)  i  donc  ces  triangles  font  entre 
eux  comme  les  quarrés  de  leurs  côtés  homologues; 
&  le  grand  triangle  eft  à  la  fomitie  des  deux  au- 
tres comme  le  quarré  de  Thypothénufe  du  grand 
triangle  à  la  fomme  des  quarrés  des  hypothénufes 
des  deux  autres.  Mais  la  mrface  du  grand  triangle 
eft  'égale  à  la  fomme  de  farfaces  des  deux  petits 
triangles  ;  ainfi  le  quarré  de  Thypothénufe  ^c  eft 
égal  a  la  fomme  des  quarrés  o  Se  m  faits  fur  les  deux 
cotés  qui  comprennent  l'angle  droit. 

Remarque.  On  peac  dëmoncrer  la  même  diofe  de  cette 
antre  manière*  Selon  ce  (jne  nous  avons  déjà  die  (55) ,  chaaue 
câcé  du  triangle  tf^c  eft  moyen  proportionnel  encre  lliypotné- 
nufe  &  le  (ègmenc  corre(pondaiic  Ëdc  par  la  perpeifdiculaire 
ap\  donco«=(^tf)^  =  bc  X  hp^==bpnx y  ic  m==»  (a c)^=» 
h  c  ycpc^Bp  X  qc\  donc  0  -f- m  =» (5 c}*  tis±  ^  ^  y  «. 

Corollaire  I.  Donc  le  quatre  de  la  diagonale 
hc  d'un  quarré  bacd  (fig.  61)  eft  double  du  quarré 
du  côté  tf  c  =  A  tf  z  car  le  triangle  reé^angle  bac  eît 
ifocelle  ;  donc  le  quarfé  de  la  diagonale  eft  double 
du  quarré  de  l'un  des  côtés  égaux  ac  y  ovtba  ;  c'eft- 
à-dire,  que  Ton  a  (^c)*  =  i  •(tf  c)'=î=îi  '(^t)'.  Donc 
appellant  a  le  côté  ,  le  quarré  de  la  diagonale- fera 
lia^  &  celui  du  côté  fera  a^  ;  donc  le  qitarré  de  la  dia*- 
gonale  fera  i  celui  du  côté  comme  2  ^*  ttf*  tî  1  :  i  , 
&  la  diagonale  fera  au  côté  comme  \^±  î  1  >  niais 
\/2  eft  incommenfurable  avec  l'uniré  ou  ront  autre 
nombre  quelconque  ;  donc  le  rapport  de  la  dia*- 
gonale  au  côté  n'eft  pas  de  nombre  à  nombre. 

ÇoRQLM^iKr  H;  Soit  d  FHypothénufe,  b  Tuii 
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des  cotés ,  c  l'autre  coté  d'un  triangle  reâangle  » 
l'on  aura  û*  s=  A^  -H  c*  j  donc  ^*  =  a*  —  c* ,  & 
i=\/(tfi  —  c^).  De  même  c»  =  a* — B*Scc=s 
\/(a»  —  A») ,  Ton  a  auffi  a  «=  |/(A*  -f-  c»)  ;  donc 
étant  donnés  les  deux  côtés  pour  avoir  l'hypothé- 
nufe  ,  on  prendra  la  racine  de  la  fomme  de  leurs 
quarrés  y  mais  étant  donné  un  côté  &  Thypothénufe 
Ton  aura  l'autre  côté  en  retranchant  le  quarré  du 
côté  donné  du  quarré  de  l'hypothénufe  >  6c  prenant 
la  racine  du  refte. 

77«  Théorème.  Les  furf aces  des  polygones  fem-* 
blables  font  entr^ elles  comme  les  quarrés  de  leurs 
côtés  homologues  ou  même  de  leurs  lignes  homosp 
logues.  Car  (  fig.  5^5)  les  polygones  femblables 
abcdf^  ghilm  peuvent  être  divifés  en  triangles 
femblables  par  les  lignes  homologues  a  c ,  ad&c 
^yg^i^^h  De  même  les  polygones .  réguliers 
mbia|^les  (6g.  $6)  peuvent  être  divifés  en  un 
même  nombre  de  triangles  femblables  par  leurs 
rayons  obliques  ;  or  les  aires  ou^  furfaces  de  ces 
triangles  font  entr'elles  comme  les  quarrés  de  leurs 
côtés  homologues  ;  donc  (  fig.  55)  Taire  du  poly- 

Sone  p  e&i  l'aire  du  polygone  x  comme  la  fomme 
es  aires  qui  compofent  la  furface  du  premier  à  la 
fomme  des  aires  qui  compofent  la  furface  du  fé- 
cond :  mais  (  à  caufe  que  les  polygones  femblables 
ont  leurs  côtés  Se  par  conféquent  les  quarrés  de  ces 
côtés ,  aufllî-bien  que  les  triangles  faits  fur  ces  cô- 
tés ,  proportionnels  )  on  peut  conûdérer  les  aires 
qui  compofent  la  furface  p  comme  la  fomme  des 
antécédens  ,  &  les  aires  qui  compofent  la  furface  x 
comme  la  fomme  des  conféquens  d'une  fuite  de 
raifons  égales  j  donc  p  l  x  comme  l'aire  du  trian- 
gle afd  cft  àrlaire  du  triangle  fembbble^^  /;  ;  (a/)* 

i(gm)2::(ady:igi)\ 
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CoKOLLAiRE  I.  DoiîC  (  fig.  $6)  Us  polygones 
réguliers  femblables  font  entr'eur  comme  les  quar- 
rés  de  leurs  cotes  homologues  agy  hfyOVL  coiiune 
les  quarrés  de  leurs  périmètres  ,  qui  font  entr'eux 
comme  les  c6tés  de  ces  polygones  ,  lefquels  côtés 
font  entr'eux  (^3)  comme  les  rayons  droits  ouobli- 

S[ues  \  donc  les  fur  faces  des  polyeones  réguliers 
èmblables  font  entr'elles  comme  Tes  quarrés  des 
côtés  ,  des  périmètres ,  des  rayons  droits ,  &  des 
rayons  obliques. 

CoROLLAïKE  II.  Donc  les  cercles  font  entr'eux 
comme  les  quarrés  de  leurs  lignes  homologues , 
des  circonférences ,  des  cordes  des  arcs  femblables^ 
des  arcs  femblables  ,  des  rayons  fie  des  diamètres  : 
de  forte  que  le  rayon  d'un  cercle  étant  fuppofe 
double  de  celui  d'un  autre  cercle  >  le  premier  fera 
au  fécond  comme  4:1. 

Corollaire  IIL  Donc  les  demi-cercles  faits 
fur  l'hypothénufe  &  les  côtés  d'un  triangle  reâan* 
gle  ab  c,  (fig.  71)  font  entr'eux  comme  les  quarrés 
de  leurs  diamètres  ^  mais  le  quarré  du  diamètre  du 
demi'Cercle  bac^  c'eft-à-dire ,  le  quarré  de  l'hypo- 
thénufe eft  égfti  i  la  fomme  des  quarrés  des  deux 
autres  diamètres ,  ou  des  deux  côtes  ab^acy  donc 
le  grand  demi-cercle  eft  égal  à  là  (bmme  des  deux 
autres.  Et  (i  le  triangle  bac  (fig.  73)  eft  ifocelle  ^  le 
demi -cercle  bac  fera  le  double  du  demi-cercle  boa^ 
ovL  aoc.  C'eft  pourquoi  fi  du  quart  de  cercle  ^^x^z, 
&  du  demi-cercle  bao  ^  on  retranche  le  fegment 
commun  axbay  Ton  aura  le  triangle  bap  égali 
la  lunule  boaxb  *  '^  or  nous  dirons  bientôt  com^ 

*  On  appelle  les  lunules  aohxa^aocxa  lunuîts  ttHypo^ 
crate ,  parce  que  ce  Géomètre  eu  a  trouvé  le  premier  la 
^oadranixe* 
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tnenc  on  peut  quarrer  un  triangle  ;  donc  on  peut 
quarrer  cette  lunule. 

Corollaire  IV.  Pour' faire  un  demi-cercle 
b ma{&g.7i)  qui  foit  â  un  autre  demi-cercle  anc 
dans  un  rapport  donne  de  i  :  i  ;  par  exemple ,  prenez 
èp  de  1  pieds,  ou  i  pouces,  &c.  y  &c  pc  d'un  pied , 
ou  d'un  pouce,  &c.  Sur  bcy  comme  diamètre,  décri- 
vez un  demi-cercle.  Par  le  point  p  tirez  la  per- 
pendiculaire pa  jufqu'à  la  rencontre  de  la  demi- 
circonférence  ,  tirant  enfuite  les  cordes  ta,  ac^ 
le  triangle  bac  fera  reâangle  en  ^  (  parce  que 
l'angle  >z  eft  appuyé  fur  un  diamètre  ) ,  &  chacun 
deis  côtés  ba{b)y  ac  (c)  fera  moyen  proportionnel 
entre  l'hypothénufe  {a)  &c  le  fegment  correlpon- 
dant }  de  forte  qu'en  faiGmt  bp  =:x  y  pc  =p  y 
Ton  aura  b^  :=:ax y  c^^=ap;  donc^*  :  c^  V.axl 
apllxlp.  Mais  les  demi-cercles  faits  fur  les  côtés 
b.6c  c  font  comme  les  quarrés  b^  &C  c*  de  leurs 
diamètres  ;  donc  ces  demi-cercles  font  entr'eux 
comme  les  fegmens  x  ic  p\  donc  y  &c 

78.  Problème.  Etant  donnée  une  figure ^  ,  en 
confiruire  une  femblable  Xy  de  forte  que  p  foit  à  x 
dans  un  rapport  donné  de  i  à  2 ,  par  exemple  {fig.74). 
Ayant  pris  une  ligne  bc  (fig.  71}  à  difcrétion,  cou- 
pez cette  ligne  eu  deux  parties  bp  ^  pc  y  de  ma- 
nière que  /;  b  foit  i  pc  dans  le  rapport  donné  de  jc 
ii p  y  ayant  enfuite  mené  les  lignes  t>a  y  ac.  Prenez 
fur  iz  c  (  prolongée  s'il  le  faut  )  cfd=^afy  tirez  dx 

Parallèlement  ^bcyax  fera  le  côté  homologue  g  m. 
our  trouver  les  autres  côtés  de  x  >  faites  aôlafii 
axr=.gm  :^,  j  fera  =  gh  côte  homologue  i  ba. 
Ou  bien  cherchez  une  quatrième  proporciounelle 
aux  lignes  afy  ab  y  g  m  y.  cett«  quatciéioe  propor- 
tiçavi^elle  fera  ^r^  gh.  Pour  ayok  ml,  £»ires  afl 
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fdWgmimly  ôc  ainfi  des  autres.  Faites  enfuite 
les  angles  g  y  m^  ly  Sec.  égaux  aux  angles  correfr 
pondans  ^  >  /,  dy  &c.  DiTpofez  les  cotés  trouvés 
autoiiR  de  ces  angles  ,  &  le  Pioblcme  fera  réfolu. 
Car  vous  aurez  x:/?:;  {gmyi{af)^.  Mais  ^ /tz  (de  la 

%  74)  eft=  <i^(fig.  7i)>  &  ^/(fig-74)  eft=a(/ 
(fig.  7z)  j donc  X  :p  ;:  (<îa:)*  :  (ai/)»  ::  {ab)^:{ac)* 
(à  caufe  des  parallèles  bcy  xdqui  rendent  les  trian- 
gles bac  y  adx  fembJables)  lliplpc  (77) ,  ou  ici 
comme  z  : i.Si  lepolygone/^étoit  régulier >  tous  Tes 
côtés  &  ceux  du  polygone  x  feroient  égaux  entr'eux, 

79.  Problème.  £tanc  donnée  la  hauteur  h  &  la 
bafe  b  d^un  parglUlogramme  a  b  d  c  (  fig.  70) ,  trou- 
Ver  un  quarré  qui  luijoit  éeal  en  furface.  Soit  le  côté 
de  ce  quarré  ===  x.  En  raifant  h  :  x  II  x  l  b  Ton 
aura  ;ç»  =  Ai ,  &  4;=  ^{h  b)  ;  c'eft-à-dire  ,  que 
le  côté  du  quarré  cherché  eft  moyen  proportionnel 
entre  la  bafe  &  U  hauteur  du  parallélogramme. 
Or  Ton  fait  troiiver  (54)  une  moyenne  proportion- 
nelle entrei  doux  lignes  ^  donc  ,  &c. 

CoivoLtAïaB  I.  Si  le  parallélogramme  éft  rççr 
tangle  ,  fa  hauteur  ne  diffère  pas  de  fon  côté  per- 

rndiculaire  à  la  bafe  ;  &  il  n'y  a  rien  à  changer  â 
méthode. 

ÇoROLLAinfi  IL  Pour  qourrer  un  triangle  cady 
il  fuffit  de  prendre  une  moyenne  proportionnelle 
entre  la  bafe  &  la  qioitié  de  la  hauteur,  ou  çntre  U 
hauteur  ap  &  la  moitié  de  la  bafe  cd.  Car  le  quarré 
de  cène  ligne  fera  égal  4  l^furface  du  triangle* 

Corollaire  IlL  Poiu:  quarrer  un  polvçone 
régulier  il  fuific  de  prendre  une  moyenne  géomé- 
trique entre  ibo  pprimetre  &  la  moitié  de  foh 
rayon  droit  ^  qi^  entre  fon  rayon  droit  &4a  moitié 
de  fon  périmètre,  Q^:  ufi  po}y£ûQie  régulier  ed  égal 


400     Cours  db  Mathématiques. 

au  produit  de  fon  périmètre  par  la  moitié  de  fon 
rayon  droit  (71)  >  il  eft  donc  égal  â  un  reârangle  y 
dont  la  bafe  feroit  égale  au  périmètre  &  la  hau- 
teur égale  à  la  moitié  du  ravon  droit  ;  donc  ,  &c. 
CoROLLAiRB  IV.  Donc  la  lurface  d'un  cetcleadm 
(  fig.  (f  8  )  eft  égale  à  un  quarré ,  dont  le  côté  feroit 
moyen  proponionnel-geométrique  entre  la  circon- 
férence &  la  moitié  du  rayon.  En  effet  ce  cercle  eft 
égal  au  triangle  reâangle  cmn  ^  doht  la  bafe  m n 
égale  à  la  circonférence ,  &  la  hauteur  c  m  égale 
au  rayon  du  cercle  ;  donc  (  Corollaire  II  )  la  fur- 
face  de  ce  cercle  eft  égale  au  quarré  dont  le  coté  eft 


moyen  géométrique  entre  mn  Se  —  j  donc ,  Sec. 

Remarque.  On  pourroit  donc  quarrer  le  cercle 
géométriquement  fi  étant  donnée  la  circonférence 
on  pouvoir  trouver  géométriquement  le  diamètre. 
Se  par  conféquent  le  demi-diametre  ou  le  rayon  ; 
mais  on  n*a  pu  jufqu'ici  trouver  en  nombres  le 
rapport  du  diamètre  à  la  circonférence.  Le  rapport 
approché  du  diamètre  à  la  circonférence ,  donné 
par  Archimedcj  eft  celui  de  7 : 1 2.  Celui  de  Métius 
eft  de  1 1  ;  :  3  5  5 .  Un  autre  Géomètre  le  donne 
de  100  : 3 1 4.  Si  l'on  fait  le  diametre=:  i  »  la  cir** 
conférence  fera  =  3  •  141 59  à-peu-près  ,  de  forte 
que  ce  rapport  eft  i:3*i4X59:  mais  ces  rapports 
ne  font  qu'approchés.  Si  Ton  veut  favoir  quel  doit 
être  à-peu- près  le  côté  d*un  quarré  égal  à  un  cercle 
de  1 4  pieds  de  diamètre  ,  on  peut  faire  7 : 1 2  :  : 
1 4 1  jc=  ~^  =  44 ,  circonférence  du  cercle  donné'. 
Multipliant  la  circonférence  44  par  7 ,  moitié  du 
rayon ,  le  produit  154  pieds  quatre  fera  la  fur* 
face  du  cercle  »  8c  prenant  une  moyenne  géomé- 
trique entre  la  cijFconférence  &  la  moitié  du  rayon , 

on 


GÉOMÉTRIB. 


40» 


••i 


on  aura  le  coté  du  quarré  cherché  ^  ou  bien  en  nom- 
bres prenant  la  racme  de  1 5  4  ,  en  $*en  tenant  aux 
dixièmes  vous  aurez  le  coré  da  quarré  égal  à  1 1  •  4, 
c'eft-â-dire  que  le  c6té  cherché  eft  de  1 1  pieds  & 

Îoatre  dixièmes  de  pied  à*peu-près.  En  fe  fervant 
'uiF  rapport  plus  exz€t ,  de  celui  de  Metius  j  par 
exemple  j  on  trouvera  dans  les  difFérens  cas  des 
circonférences  fort  approchées.  Si  étant  donnée  la 
circonférence  on  demandoit  le  diamètre,  on  le 
trouvèroit  avec  la  même  facilité  par  une  (impie 
règle  de  trois*  Si ,  *par  exemple ,  on  demande  le 
diamètre  d*un  cercle  dont  la  circonférence  feroic 
de  66  pieds,  l'on  fera  it\j\\66lx  3±=  n  à-peu- 

£rcs  j  c*eft-à-dite  ,  que  le  diamètre  cherché  eft 
-peu-près  de  ^i  pieds* 

80.  PbtOBLEME.  Réduire  un  polygone  quelconque 
f  a  bcd  (fig-  75  )  ^  un  polygone  de  mêmefurface  , 
&  qm  ait  un  côté  de  moins.  Tirez  la  diagonale  fc  ^ 
&  par  le  point  d  menez-lui  la  parallèle  dp  )ufqu-i 
la  rencontre  àe  af  prolongée  s*il  le  faut ,  par  le 
point  r  &  le  point  p  tirez  la  ligne  pCy  hi  ligure 
ab cp  aura  évidemment  un  côté  de  moins  que  la 
figure  propofée  ,  &  de  plus  lui  fera  égale  en  fui^ 
Êice  :  car  par  cette  opérarion  vous  retranchez  le 
maagle  '  fd  c  ,  mais  auifi  vous  ajoutez  le  triangle 
fcp  i  or  ces  deux  triangles  font  égaux  en  furface  » 
ayant  même  baie  fc  &c  même  hauteur ,  puifqu'ils 
ont  leur  fommet  (ur  une  même  ligne  dp  pa- 
rallèle i  leiu:  baie.  £n  opérant  de  même  on  réduira 
éibcpaen  une  figure  de  tcois  cotés  »  x'eft-a-dire , 
en  triangle^ 

CoROLLAiRB  I.  Donc  on  peut  réduire  vn  poly* 
gone  reâiligne  en  un  triangle  de  même  furface. 

CoiLOLLACM  IL  DoAC  oa  peut  ^uarser  (ont 
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polygone  reAiligne»  puifque  (79)  nous  (avons 
quarrer  un  triangle. 

Remarque.  On  peut  avoir  la  fiuface  d'im  poly- 
gone  quelconque  >  en  réduifànc  ce  polygone  en 
triangles  par  le  moyen  des  diagonales  que  Ion 
^rera  dans  ce  polygone  >  cherchant  enfuit»  les 
furfaces  de  chacun  de  ces  triangles ,  la  fomme 
de  ces  furfaces  donnera  la  furface  du  polygone* 
Pour  avoir  la  furface  d'un  triangle ,  dont  on  con* 
noi  t  la  bafe  »  il  fuffit  de  chercher  fa  hauteur  pour 
la  multiplier  par  la  moitié  de  la  bafe  ;  or  la  nau* 
teur  fe  trouve  en  abaiflant  une  perpendiculaire  du 
ibmmet  d*un  angle  fur  -la  bafe  oppofée  y  laquelle 
bafe  doit  être  prife  pour  la  bafe  du  triangle. 

Des    Plans. 

St.  Le  Plan  eft  une  furface  unie  y  qui  n a  ni 
enfoncement  ni  élévation.  Nous  confidârerons  Its 
Plans  comme  ayant  une  étendue  infinie. 

Un  Plan  eft  dit  perpendiculaire  fur  un  autre 
Plan  ,  iorfqu'il  le  rencontre  fans  pencher  d'un 
côté  ni  de  l'autre.  De  même  une  ligne  eft  dite 
perpendiculaire  fur  un  Plan  ,  lorfqu'elle  rencontre 
ce  Plan  fans  pencher  d'aucun  CÔC&. 

8i.  Théorème*  i^.  Si  une  ligne  zch*reacon'^ 
tre  un  Plan  dmg  (  fig.  7^)  y  la  rencontre  fera  un 
point  c.  2  ^.  Une  ligne  acné  peut  avoir  deux  points 
communs  avec  un  Plan  ^  fans  être  toute  entière  fur  ce 
Plan  j  autrement  elle  neferoit  pas  droite.  ^^.  La 
pqfition  d'un  Plan  à,cm  Jtfi,  déterminée  par  trois 
points  à  y  c  y  m  qui  ne  font  pas  en  ligne  droite^ 
car  il  eft  vifible  qu'alors  le  Plan  auquel  ces  trois 

P^^^f^^^i^^^mmmmimmmmn m    «ipiiM     ■■■■■!    m\  ■ ■        ■■■■■■• 

*  U  fint  concevoir  le  pomt  «  an-deiSii  d«  Flaa  de  Ii%are» 
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points  appartiennent  fera  fixe.  4^.  Si  un  plan  pcd 
T€ncontrc  un  plan  g  m  c  ,  la  feclion  c  d  fera  une 
ligne  droite  :  piiifque  cette  feâion  eft  commune  â 
l'un  &  l'autre  plan.  5  ^»  «Si  deux  plans  parallèle^  j 
c'eft-à-dire  qui  ne  s^approcheru  ni  ne  s'éloignent^ 
tels  que  a  b  5*  f g  (  fig.  77  )  font  coupés  par  ua 
troijiéme  Plan  a  b  f  g  ,  les  feàions  a  b  ,  f  g  feront 
évidemrnent  dans  le  Plan  coupant  &  parallèles  entre 
elles  ;  car  autrement  les  Plans  ab  jfg  fe  rencon- 
treraient ,  ce  qui  ne  peut  ctre ,  puifqu'ils  font  par 
ralieleiî.  6°.  Si  une  ligne  ^Q{fip-j 6)  ejl  perpen- 
diculaire fur  un  Plan  dcm  ,  elle  doit  être  perpen-* 
diculaire  fur  toutes  les  lignes  c  g  ,  c  d  ,  &c.  tirées 
fur  ce  plan  par  le  point  de  rencontre  j  car  autre^ 
ment  elle  pencheroit  d'un  coté  ou  de  l'autre.  Donc 
les  angles  acgy  acd  doivent  erre  droits.  7^.  On 
ne  peut  d^un  point  a  hors  d'un  Plan  j  ou  d\un  point  c 
dans  un  Plan  mener  deux  perpendiculaires  à  ce  Plan: 
car  il  eft  viiible  que  les  lignes  ag  &  cp  penchenjc 
plus  d'un  côté  que  de  l'autre,  i^.  La  commune 
feSion  ab  (  fie.  78  )  des  deux  Plans  gm ,  pn  per-^ 
pendiculaires  fur  un  tro'{fiéme  plane  a  ,  efi  perpen^ 
diculaire  fur  ce  troifiéme  Plan.  Si  par  le  point  h 
commun  aux  deux  plans  g  m  ^  p  n  on  mené  une 
perpendiculaire  ab  zvt  plan  cd  ,  cette  perpen-^ 
Iliculaire  doit  fe  trouver  dans  les  deux  Plans., 
autrement  elle  pencheroit  d'un  côté  ou  de  l^utre^ 
Cette  perpendiculaire  eft  donc  la  feâion  commune 
des  deux  plans. 

83.  Thbo&eme.  Vinclinaifon  de  deux  Plans 
b  n ,  b  q  (  fig.  79)  *  doit  s'eflrmer  par  l* angle  d X  p  , 

'    *  n  faut  conceroir  la  ligne  xd  {<\vd  s^portient  aufècoad 
Flan)  coxoine  ayant  fon  cxuémicé  if  en  Tair» 
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formé  par  deux  lignes  d  x  ,  p  x  ,  perpendiculaires 
'  fur  la  feclion  zhde  ces  deux  Plans  ^  &  menées  l*unc 
dans  le  plan  b  n  6^  l'autre  dans  le  Plan  b  q.  Car 
û  Ton  conçoit  d'abord  les  deux  Plans  exaâemenc 
appliqués  l'un  fur  l'autre ,  &  qu'enfuite  ces  Plans 
viennent  à  s'écarter  ^  le  point  d  en  s'éloignant  du 
point  p  décrira  l'arc  pd  mefure  de  l'angle  pxd^ 
ou  de  l'angle  que  forment  les  deux  Plans  bn  ^bq. 

Remarque.  L'inclinaifon  d'une  ligne  p  c  fur 
un  plan  777^^  (fig.  7^)  eft  égale  à  l'angle/? ci/  formé 
par  la  ligne  pcSch,  ligne  cd  menée  du  point  c  ou 
p  c  rencontre  le  Plan ,  au  point  d  où  la  perpendicu- 
laire abaiffce  de  l'extrémité  p  de  cette  ligne  ren- 
contre le  même  plan.  Car  fi  l'on  conçoit  cp  cou- 
chée fur  cd  y  en  écartant  enfuite  la  ligne  c^  de 
cd,  le  point  x  qui  fe  trouvoit  en  d  au  commen- 
cement du  mouvement  décrira  l'arc  dx ,  mefure 
de  l'angle  p  cd,  qui  eft  évidemment  l'inclinaifon 
de  cp  V3LT  rapport  au  plan. 

84/  THEOREME.  La  difiance  d*un  point  ^  à  un 
Plan  fe  mefure  par  la  perpendiculaire  pd  ahaiffee 
de  ce  point  fur  le  Plan.  Car  p  d  efk  plus  courte 
que  cp ,  puifque  p  d  ett  perpendiculaire  fur  la 
bgne  c  d ,  tandis  que  cp  lui  eft  oblique. 

85.  Théorème,  i*.  Si  plufieurs  Plans  fe  cou^ 
pent  dfins  lamime  ligne  ^  les  angles  au^ils  forme-* 
ront  autour  de  cette  ligne  vaudront précij((ment  ^60^» 
1^.  Si  plufieurs  Plans  parallèles  font  coupés  par  un 
Plan  quelconque  j  les  angles  correfpondans  j  les 
angles  alternes  -  internes  j  alternes-^xtemes  feront 
égaux  3  &  deux  angles  fou  intérieurs  j  fou  exté^ 
rieurs  du  même  côté  du  Plan  coupant  ^  Vun  appar^ 
tenant  à  F  un  des  Plans  parallèles  ^  &  le  fécond 
à  un  autre  ^  vaudront  deux  angles  droits^  j  ^^  Si 
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un  Plan  en  coupe  un  autre  ^  les  deux  angles  de 
fuite  que  forment  ces  Plans  vaudront  deux  angles 
droits.  De  même  deux  Plans  feront  parallèles  j  fi 
étant  coupés  par  un  troifîéme  Plan^  les  angles  cor* 
refpondans  font  égaux  ^  fi  les  angles  alternes-internes 
ou  alternes-externes  font  égaux  j  &c.  Tout  cela  fuit 
évidemment  de  la  nature  Ats  Plans  ,  &  de  ta  me- 
fure  de  l'angle  de  l'inclinaifon  des  Plans  qui  fe 
rencontrent. 

^6.  ThIorsms.  Deux  droites  d c  y^g  c  quife 
rencontrent  en  un  point  c  ,  font  toujours  dans  un 
mime  Plan.  Car  la  fur  face  gcdy  dans  laquelle  fe 
trouvent  ces  droites  efl  évidemment  un  Plan. 

87.  Théorème.  Deux  droites  ac,  pd  perpen-- 
diculaires  fur  un  Plan  gcdfont  parallèles.  Car  joi- 
gnant par  la  ligne  ç  d  les  points  de  rencontra  de 
ces  lignes  avec  le  Plan ,  les  lignes  ac  ^  pd  feront 
perpendiculaires  fur  la  même  ligne  cd  (82)  ;  donc 
félon  ce  que  nous  avons  dit  ci-deflus  (x8),  ces 
lignes  font  parallèles. 

88.  Théorème.  Si  deux  Plans  font  parallèles^ 
une  ligne  perpendiculaire  à  l'un  des  deux  fera  per^ 
pendiculaire  à  Vautre.  Car  autrement  ce  fécond 
Plan  feroit  incliné  fur  une  perpendiculaire  au  per«- 
jnier  ;  donc  il  feroit  aufli  incliné  au  premier  \  donc 
il  ne  lui  feroit  pa$  parallèle  y  ce  qui  eft  contre 
la  fuppofition  'y  donc ,  &c 

DiFiMiTZOn.  On  appelle  angle  folide  xm  angle  e 
(fig<  80)  fermé  par  le  concours  de  plnfieurs  angles  mans, 
(  un  angle  plan  eft  la  furface  comprife  entre  les  côtés  d*u» 
angie  rcdlilîgne,  )tf  c^,  ax^dy  ic  ^  *  s  tel  eft  ,  par  exemple  y. 
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un  des  coins  d'an  ii  a  jouer.  Il  eft  évident  <fit  deux  angles 
plans  acè  f  acd  ne  fiiffifènt  pas  pour  fermer  naefpace  , 
qu'il  en  faut  au  œoins  trois  pour  Former  un  angle  folide , 
ic  que  deux  quelconques  de  ces  trois  font  plus  grands  que 
le  troifî^me.  Par  exemple  ^  les  deux  angles  ach  ^  acd  pris 
enfemble .  forment  une  furtace  anguleufe  dcach  plqs  grande 
que  le  croifîéme  an^le  plan  dcb. 

8^.  TnéoREMB*  Tous  Us  angUs  qui  forment  un  angle 
folidt  vdUnt  toujours  moins  de  }6o^  (fig.  8 1  )•  Car  les  angles 
dcfy  fcg^  &c«  autour  du  point  c  valent  feulement  3^0^; 
donc  fi  l'on  fuppofe  qu'on  âeve  en  l'air  le  point  c  juf- 
qn'en  a^  par  exemple  ^  les  câtés  d€^  fe^  cg^  ècc  s^dlon- 
geront  &  deviendront  da  ^  fa^  ga  ^  &c.  les  bafes  df^ 
fg  y  &C.  reftanc  les  mêmes  ;  donc  les  angles/f  d ,  fcg^  Sec 
diminueront  ;  donc  les  angles  plans  qui  forment  l'angle  fo* 
)i4ç  ^  vaudront  moins  de  3  6o% 

D  M  S    Solides. 

90.  Le  Solide  géométrique  j  duquel  ieul  il  eft 
ici  queftion ,  eft  une  étendue  qui  a  les  crois  di- 
mentions  ,  longueur ,  largeur  &  profondeur  *.  On 
appelle  pi  if  me  un  Solide ,  dont  la  groflèur  eft  la 
même  dans  toute  fa  longueur.  On  peut  le  conce* 
voir  formé  par  le  mouvement  d'un  plan  qu*on 
liomme  bafe  du  prifme ,  qui  monte  parallèlement 
à  lui  mcme  le  long  du  côté  dh  du  prilme  (fig.  81), 
&  ^ui  laiflTe  partout  des  traces  d'une  épaifleur  fort 
petite.  Le  pnfme  eft  appelle  triangulaire  ,  quadrant 
gulaire  j  pentagonal  j  exagonal  j  6cc.  félon  que  le 
plan  génécateur  eft  un  triangle  ,  Un  quadrilatère  , 
un  pencagone,  &c.  De  cette  géiiération  du  prifme, 
il  fuie  que  chaque  côté  du  pofygqne  générateur  doit 

» 

'*'  Le  corps  6ft  un  aflcmblage  de  ptirtks  matérielles  qui  fe  trou- 
vent feuveniiians  Tetpace  quenous  appelions /o/i'</l*  Cependant 
bien  des  gens  donnent  le  nom  ^e  fulide  au  corps  ,  con&n- 
dant  m^l-a-propos  le  foliée  'géométrique  îjVec  le  foIi4f  ph^ 
fiquen 
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tiécrire  un  parallélogramme  pendant  le  mouve- 
ment de  ce  polygone  générateur.  Si  le  polygone 
générateur  eft  un  cercle  (  fig.  8  3  )  ,  le  prifme  eft 
appelle  cylindre.  Si  le  plan  générateur  eft  un  pa- 
rallélogramme, le  prifme  prend  le  nom  de  parallé^ 
lipipcde.  Si  le  plan  générateur  eft  un  parallélo* 
•gramme  reâ:angle  ,  on  a  un  paralléUpipede  reSaU'- 
gle.  Si  le  plan  générateur  eft  perpendiculaire  dan$ 
ion  mouvement  au  côté  ,  le  prinne  eft  drok  ;  s'il 
lui  eft  oblique,  le  prifme ,  le  cylindre ,  le  parallo* 
lipipede  font  dits  obliques.  Si  le  plan  générateur 
eft  un  qnarré  ,  &  que  dans  fon  mouvement  il  foit 
perpendiculaire  au  coté  ad  { fig.  84  ) ,  le  folide 
fera  un  cube  ,  pourvu  que  le  côté  a  d  foit^égal  au 
côté  ab  àa  quarré  générateur.  Une  ligne  droite 
tirée  du  centre  de  la  bafe  fupérieure  au  centre  de 
la  bafe  inférieure  d'un  prifme  ou  d'un  cylindre , 
s'appelle  l*axe  du  prifme  ou  du  cylindre  :  telle  eft 
la  ligne  a  a  (  fig.  8z  &  83  ).  Si  l'axe  eft  perpendi^ 
culaire  fur  les  bafes  fupérieure  &  inférieure  (  qui 
font  toujours  parallèles  ) ,  les  prifmes  &  cylindres 
font  appelles  droits;  mais  fi  l'axe  eft  oblique  fur  les 
bafes,le  prifme  eft  dit  oblique  ^ic  fa  hauteur  doit  s'ef- 
rimer  par  une  perpendiculaire  menée  entre  les  deux 
bafes  parallèles ,  en  en  prolongeant  une  s'il  le  faut. 
Une  pyramide  eft  un  folide  dont  ta  bafe  eft  un 
polygone ,  &  qui  eft  terminée  par  des  furfaces 
triangulaires  qui  forment  un  angle  folide  y.  qu'on 
appelle  le  fommet  de  la  pyramide  (  fig.  85).  Si  l'on 
fait  mouvoir  une  ligne  ad  àt  manière  que  fon 
extrémité  a  reftant  &ce ,  Textrémité  <f  parcoure  le 
contour  du  polygone  b  dfg  h  y  cette  ligne  engen- 
drera dans  ce  mouvement  la  furface  latérale  du 
iblide  3^  qu'on  appelle  pyramide.  Si  le  plan  de  la 
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bafs  eft  un  triangle ,  un  quadrilatère ,  un  pen- 
tagone, &c.  la  pyramide  eft  appellée  rri^z/z^/tfir^^ 
<iuadr angulaire  j  pentagonaU  j  &c«  Si  le  plan  de  la 
bafe  eft  un  cercle  (  fig.  86  )  la  pyramide  prend  le 
nom  de  cône ,  de  forte  qu'un  cône  n'eft  autre  chofe 
qu'un  folide  ,  dont  la  bafe  eft  un  cercle  &  qui  finit 
en  pointe.  Une  ligne  tirce  du  fommet  du  cône  ou 
delà  pyramide  au  centre  de  la  bafe,  s'appelle /'^zx^ 
du  cône  ou  de  la  pyramide.  Si  l'axe  eft  perpendicu* 
laire  à  la  bafe»  k  pyramide  eddroite,  de  même  dans 
ce  cas  le  cône  eft  droit.  Une  ligne  a  m  (fig.85)  abaif- 
fée  du  fommet  du  cône  ou  de  la  pyramide  perpen- 
diculairement fur  le  plan  de  la  bafe  prolongée  s'il 
le  faut ,  mefure  la  hauteur  de  la  pyramide  ou  du 
cône.  L'apothème  d'une  pyramide  droite  (  fie.  8 1  ) , 
dont  la  bafe  eft  un  polygone  régulier  (  nous  défigne- 
rons  dans  la  fuite  cette  pyramide  en  Tappellant  fim" 
plement  pyramide  droite  ) ,  eft  une  ligne  ap  tirée 
du  fommet  perpendiculairement  fur  un  des  côtés  de 
la  bafe  ^e  la  pyramide. 

Si  un  demi -cercle  amb  k  meut  autour  du 
diamètre  &b  (  fig.  g?  )  il  engendrera  un  folide 
tond  ,  dont  tous  les  points  de  la  furface  feront 
également  éloignés  >du  point  c  qu'on  nomme  cert- 
tre  :  ce  folide  s'appelle  fpherê  ou  globe,  h\tC  a  n 
engendrera  une  calotte  fphérique  nal y  le  feâeur 
circulaire  ntl  engendrera  un  feStur  fphérique 
nalcj  &  le  demi-fegment  n  iz  £r  engendrera  un 
fepnent  fphériqne  nalg^  La  partie  de  la  furface 
fphérique  comprife  entre  deux  plans  parallèles 
^p ^  ni  s'appelle  une  \one^ 

SV.  Les  folides  font  téguliers  ou  irrégidiers» 
Les.  folides  réguliers  font  ceux  qui  font  terminés 
de  tous  côtés  par  d«s.  iÎKef  égales  &;  régulières. 
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Les  folides  irrégaliecs  font  ceux  qui  font  terminés 
par  des  furfaces  qui  n  oift  point  ces  conditions* 

Il  y  a  cinq  (blides  réguliers.  Le  tétraèdre ,  qui  n'eft  qu'une 
pyramide  terminée  par  4  triangles  égaux  &  équilatéraux 
(  iig.  88  )•  Le  cube  ou  Vexaedre  (  fîg.  84  )  terminé  par  fis 
quarrés  égaux.  IJoBaedre  (  qui  n  efl  qu  une  double  pyramide 
quadrangulaire  )  eil  terminé  par  8  triangles  égaux  &  équila- 
téraux  (  Hg.  8p  )•  Le  dodécaèdre  eft  terminé  par  i  r  penta- 
gones égaux  &  équilatéraux  (  fig.  $0  ).  Enfin  ïicofaedre  eft 
terminé  par  xo  triangles  égaux  &  équilatéraux  (  fig*  ^  i  }• 

^1.  CoROLtAi&E  I.  Parce  que  les  Solides  réguliers 
font  terminés  de  tous  côtés  par  des  ngures  régulières  égales  ^ 
il  efl  clair  qu  on  peut  les  infcrire  dans  une  Iphere  ^  de  ma- 
nière que  tous  leurs  angles  fe  trouvant  i  la  furface  de  la 
iphere  y  leur  centre  fe  confonde  avec  celui  de  la  (phere. 

^3*  Corollaire  IL  Si  donc  ion  tire  des  angles  de 
chacun  de  ces  Solides  des  lignes  au  centre  de  la-  iphete  y  il 
eft  vifible  que  ces  Solides  feront  compofés  d'autant  de  pyra- 
mides égales  qu'ils  ont  de  faces ,  que  le  fbmmet  commua 
de  ces  p^hunides  étant  an  centre  de  la  fphere ,  leurs  bafes 
font  les  facâ  mêmes  de  ces  Solides. 

^4*  Problème.  Trouver  le  développement  des  Solides 
réguliers.  Pour  le  tétraèdre  (fig.  9%)  coupez  fur  une  oarte 
un  triangle  équilatéral ahc  y  divifez  les  côtés  de  ce  triangle 
en  deux  également  en  x  et.  tirant  des  lignes  par  les  points  de 
divifion,  vous  aurez  4  triangles  égaux  &  équilatéraux.  Le 
triangle  xxx  fera  la  bafè ,  les  autres  triangles  feront  les  faces 
du  tétraèdre  y  que  vous  formerez  facilement  en  pliant  la  figure , 
de  (brte  que  les  lignes  xx  fervent  de  plis  ,  &  que  les  points 
abc  aillent  fê  joindre  ea  un  feul  point.  La  figure  ^3,,  corn- 
pofee  de  6  quarrés  égaux,  repréunce  le  développement  du 
cube.  La  figure  54 ,  compofée  de  deux  triangles  équilaté- 
raux &  tellement  aÎTortis  qu'ils  aient  chacun  la  moitié  d'un  de 
leurs  côtés  commune ,  repréfente  les  8  triangles  qui  forment 
la  face  de  foûaedre.  La  figure  9^  repréfente  le  déyeloppe- 
ment  du  dodécaèdre ,  &  enfin  la  figjare  96  repréfente  celui  de 
l'icofaedre. 

5f.  TBéoRSME.  Il  riy  a  que  cinq  Solides  réguliers. 
Car  les  angles  plans  qui  forment  un  angle  fblide  valent  tou- 
jours moins  de  3^0®  ('^)y  donc  trois  angles  de  triangle 
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é«iilatéral  pootront  fonner  l'angle  (ôlide  du  tétraèdre  t  en 
eftiet  l'angle  du  (rîaogle  équiUléral  vaut  60^  ;  donc  fes  trois 
angles  valent  feulement  i8o°.  L'angle  folide  de  l'odaedre 
fera  compofô  de  quatre  angles  plans,  chacun  de  éo°  y  donc 
il  fera  de  Z40''.  L'angle  de  Ticoûcdre,  compofif  de  $  angles 
plans  chacun  de  60^  ^  vaut  300^  ,  moindres  que  3^0^.  Mais 
6  angles  de  ^o^  valant  360^,  il  efl  vifible  qu'on  ne  pourra  pHis 
former  d'angle  folide  avec  6  triangles  égaux  &  équilatérauz; 
i  plus  forte  raifon  on  n'en  pourra  pas  former  avec  un  plus 
igrand  nombre.  Voili  donc  les  (èuls  Solides  réguliers  qu'on 
peut  former  avec  le  triangle  équilacéral-  Avec  trois  angles 
de  qnarré,  qui  valent  enfemble  3  fois  ^o^  ,  ou  170°,  on 
j>ourra  former  l'angle  du  cube  ou  de  l'ezaedre  ;  mais  on  ne 
pourra  former  d'angle  folide  avec  4  angles  de  quarré ,  ni 
avec  un  plus  grand  nombre.  Enfin  l'angle  du  pentagone  régu- 
lier valant  108^  (}^)y  ^^  P^ut  avec  3  angles  de  pentagone 
régulier  former  1  angle  (blldc  du  dodécaèdre  ,  qui  vaudra 
324®  y  mais  4  de  ces  angles  valent  plus  de  3^0^;  donc  on 
ne  peut  former  d'antre  Solide  régulier  avec  le  pentagone , 
que  le  feul  dodécaèdre.  A  l'égard  des  autres  nolygones , 
par  exemple ,  de  l'ezs^one ,  de  l'cpragone ,  &c.  11  eft  vifible 
qu'on  ne  peut  s'en  fervir  pour  former  an  angfe  folide  ;  car 
pour  former  un  angle  folide ,  il  faut  au  moins  3  angles  plans , 
doift  la  (bmme  (bit  moindre  que  3^0^  ;  or  3  angles  d'exa-*- 
gone  ,  d'eptagone ,  &c.  ne  peuvent  pas  donner  une  fommê 
oioindre  que  3^0^  ;  donc ,  &c. 

S 6.  Remarque.  Le  triangle  équilatéral  y  le  quarré  & 
le  pentagone  régulier  font  les  (euls  polygones  avec  lesquels 
on  puifTe  former  un  Solide  régulier,  mais  on  ne  peut  pas 
fe  (crvir  de  tous  ces  polygones  pour  remplir  l'cfpace  qui  eft 
autour  d'un  point  o ,  en  n'employant  que  des  polygones  de 
même  cCpecc  (fig.  pj  ).  Car  l'efpacc  autour  d'un  point  o  vaut 
j^o*»  (  ï  I  ) ,  mais  6  angles  de  ttiangîe  équilaréral  valent  auffi 
360^  ;  donc  on  peut  avec  6  angles  de  triangle  équilatéral 
remplir  Fefpace  autour  d'un  point.  4  angles  de  quarré  valent 
5-60  ;  donc  4  angles  de  quarré  peuvent  remplir  l'efpace  au- 
tour d'tm  point»  4  angles  ^epemagone  valent  plus  de  ;6o^, 
&  3  angles  de  pentagone  valent  moins  de  3^0^  n  ainfî  Ton  ne 
peut  pas  Ce  feryir  du  pents^one  régulier  pour  remplir  l'tflpace 
autour  d'un  point.  3  angles  d'exagone  valent  3^®  >  par  con(2- 
t^iKt»  on  peut.  Avec  3  angl^diexagonefto]]>lir  l'efpace  ave 
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tour  d'un  point  ;  mais  3  aneles  d'eptagone ,  d'oâogonc ,  6ce. 
valaat  plus  de  360^ ,  &  deux  de  ces  angles  valant  moins 
de  3^0°  (parce  qu'un  angle  ne  peut  jamais  valoir  180^ ,  autre* 
•ment  il  n'y  auroïc  point  d'angle,  mais  une  feule  ligne  droite) , 
il  s'enfuit  qu'on  ne  peut  point  les  employer  pour  rempUr 
l'espace  autour  d'un  point.  Ceft  pourquoi  pour  carreler  une 
chambre  en  n'employant  que  des  polygones  de  même  e(pece, 
on  ne  peut  fe  fervir  que  du  triangle  éqoiiatéral ,  du  quarr^ 
,ou  de  Tezagone*  On  préfère  ordinairement  ce  dernier  à 
caufe  que  fes  angles  obtiïs  {ont  plus  folides  que  ceux  des 
deux  autres. 

97.  Problème.  Trouver  le  développement  de  la 
furface  latérale  da  vrifme  droit.  La  furface  latéral^ 
du  prifme  droit  (hg.  81)  étant  compofée  d  autant 
dé  parallélogrammes  de  même  hauteur,  qu'il  v  a 
de  côtés  dans  le  polygone  générateur ,  la  furrace 
latérale  du  prifme  fera  égale  à  tm  parallélogramme 
reâangle  acdb  ^  dont  la  hauteur  a  c  fera  égale  au 
côté  </  A  du  prifme  &  dont  la  bafe  ^  3  eft  égale  au 
périmètre  de  la  bafe  du  prifme. 

Remarque.  Si  le  prifme  étoic  oblique  en 

J)renant  la  ligne  ac  égale  à  la  hauteur  des  parallé^ 
ogrammes  qui  compofent  la  furface  latérale  du 
{>rifme ,  Ton  auroit  une  furface  égale  â  la  furface 
atérale  du  prifme. 

Corollaire.  Lereé^angle  cald  peut  repréienr 
ter  le  développement  du  cylindre  droit  dha  (fîg.  8  j  ) 
en  prenant  ac^=^hdjic  faifant  ah  égale  à  la  circonfé^ 
rence  du  cercle  de  la  bafe.  Si  le  prifme  eft  oblique  \ 
on  prendra  a  c  égale  à  la  diftance  qu'il  y  a  entre 
les  circonférences  des  bafes  fupénéure  &  infé- 
rieure, &  Ton  aura  une  furface  égale  à  la  furface  la- 
térale du  prifme,  mais  non  pas  fon  développement. 
'98.  Théorème.  Trouver  le  développement  de 
la  furface  latérale  de  la  pyramide  (  fig.  5^8  ),  Cette 

"iurfaçe  étant  compofôë  d'uutwt  de  triangles  <ju  iX 
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j  a  de  cotés  dans  la  bafe  de  la  pyramide ,  il  efl: 
clair  que  la  furface  latérale  d'une  pyramide  qui  aur 
roit  cinq  faces  égales  refpeftivement  aux  triangles 

2ui  forment  la  figure  98,  a  cette  même  figure  pour 
cveloppement. 
Corollaire.  Le  développement  de  la  furface 
d'un  cône  droit  fera  un  fefteur  de  cercle  aid 
(fig.  99  ) ,  dont  le  rayon  <7^  fera  égal  au  côté  du 
cône  (  on  appelle  auflî  ce  côté  l* apothème  du  cône  ) , 
&  l'arc  b  d  égal  à  la  circonférence  de  la  bafe  de  ce 
cône  'y  car  tous  les  points  de  la  circonférence  de  la 
bafe  du  cône  droit  étant  également  éloignes  du  fom* 
met ,  la  furface  latérale  du  cône  droit  eft  égale  à  la 
fomme  de  tous  les  triangles  qui  ont  leur  fommet  au 
fommet  du  cône ,  &  leur  bafe  fur  la  circonférence 
de  la  bafe  du  cône  ;  or  tous  ces  triangles  font  évi- 
demment égaux  au  feâeur  bad  ;  donc,  &c 

99.  DÉFINITION.  On  zi^^çWt  foUdcs  ftmblor 
Mes  ceux  qui  ont  un  même  nombre  d'angles  ho- 
mologues égaux ,  dont  toutes  les  faces  font  des 
figures  femblables  (qui  par  conféquent  peuvent  fe 
réduire  en  triangles  femblables  )  &  dont  toutes 
les  dimenfions  font  proportionnelles. 

Corollaire.  M  l'on  tire  deux  diagonales 
homologues  dans  deux  Solides  femblables ,  ces  dia- 
gonales feront  avec  les  côtés  homologues  (ou  même 
avec  des  lignes  homologues  quelconques)  des  trian- 
gle! femblables  ;  donc  ces  diagonales  font  entre 
elles  comme  les  côtés  homologues  ou  diagonales 
homologues ,  &c. 

1 00.  T  RÉ  o  R  E  M  E.  La  furface  d'un  Solide  quel- 
conque eft  égale  à  la  fomme  des  furf aces  des  faces  de 
ce  Solide  :  ce  Théorème  eft  évident. 

Corollaire*  Donc  en  mefurant  les  faces 
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d'un  Solide ,  on  aura  aifémenc  la  furface  de  ce 
Solide. 

101,  Théorème.  La  furface  d* un  Solide  régu- 
lier efi  égale  à  la  furface  d'une  des  faces  multipliée 
par  le  nombre  des  faces  du  Solide.  Car  la  furface  d'un 
Solide  régulier  eft  compofée  d'un  certain  nombre 
de  faces  égales  (91)  i  don<jf  la  furface  totale  d'un  tel 
Solide  eft  égale  à  la  furface  de  l'une  quelconque  de 
ces  faces  ,  multipliée  par  le  nombre  des  faces. 

ICI.  Théorème.  Là  furface  latérale  d'un  prifmé 
efi  égale  cm  produit  d^un  des  côtés  du  prifme  par  U 
périmètre  d'une  feclion  du  prifme  faite  perpendicu-^ 
ïairement  à  Vaxe  du  prifme»  Car  nous  avons  dit  que 

3ue  la  furface  latérale  d*un  prifine  étjoic  compofée 
'autant  de  parallélogrammes  qu'il  y  a  de  côtés 
dans  le  polygone  générateur  y  mais  chacun  de  ces 
parallélogrammes ,  tel  que  l  i  gf  (  1 00)  eft  égal  au 
produit  du  côté  fi  o\i  g  l  du  prifme  par  la  ligne 
X  p  perpendiculaire  à,  g  l  on  if  ;  donc  la  lur- 
face  latérale  eft  égale  au  produit  d'un  des  côtés  gl 
du  prifme  par  le  nombre  des  perpendiculaires  xp , 
ou  par  le  périmètre  de  la  feftion  faite  perpendicu- 
lairement à  l'axe  ou  au  côté  du  prifme. 

Corollaire.  Donc  la  furface  d'un  prifme 
droit  &  d'un  cylindre  droit  (fig.  81  8c  8  j)  eft  égale 
au  produit  du  côté  h  d  par  le  contour  de  la  bafe  t 
parce  qu'alors  cette  bàfe  eft  perpendiculaire  au 
côté,  A  l'égard  du  cylindre  oblique  (  fig.  100) ,  on 
mefur^ra  ,  fi  l'on  vent',  la  circonférence  pp  avec 
un  fil  *  ,  &  multipliant  cette  circonférence  par  le 

*  Cette  drcoçférence  perpendiculaire  au  côté  hdntÇkri^ 
pas  on  cercle  ,  mais  une  courbe  qu'on  appeÙe  Mpfa  dç  doof 
lions  parlerons  d^Iis  les  Sç^q&s  Cpl^i^ues. 
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côté  hd  perpendiculaire  au  plan  de  la  circonfé* 
tence  pp. 

Remarque.  En  mefuranc  les  furfaces  des  bafes 
&  les  ajoutant  à  la  furface  latérale  ,  1  on  aura  la 
fur&ce  totale  '\  or  il  eil  aifé  d'avoir  la  furface  des 
bafes  qui  font  de$  polygones  ou  des  cercles ,  dont 
on  peut  trouver  la  furface  du  moins  par  approxi- 
mation. 

loj.  Théorème.  La  furface  latérale  d*unc 
vyramidc  dro'ue  b  d  f  g  h  (  fig.  Zi  )  eft  égale 
au  produit  du  périmètre  b  d  f  g  h  par  la  moitié  de 
(on  apothème  a  p.  Car  puifque  la  pyramide  eft 
droite  &:  fa  bafe  un  polygone  régulier ,  les  trian- 
gles qui  forment  la  furface  latérale  font  égaux  entre 
eux  ;  or  la  furface  d'un  de  ces  triangles  daf  ^  par 
exemple  ^  eft  égale  au  produit  du  côté  df  par  la 
moitié  de  l'apothème  ap  j  hauteur  du  triangle  y 
donc  la  furface  totale  eft  égale  au  produit  du  pé- 
rimètre de  la  bafe  par  la  moitié  de  l'apochème  de 
la  pyramide ,  ou  au  produit  de  l'apothème  par  la 
moitié  du  périmètre  de  la  bafe. 

Corollaire.  Donc  la  futface  latérale  d'un  cône 
droit  abpd  [iig.  8^)  eft  égale  au  produit  de  fon  côté, 
ou  apothème  ha  par  la  moitié  de  la  circonférence 
de  la  bafe  ,  ou  au  produit  de  la  moitié  de  l'apo- 
thème par  la  circonférence  de  la  bafe. 

Remarque  I.  Si  la  pyramide  eft  obliqua  (fig.  85) 
on  mefurera  chacun  des  triangles  qui  forment  fa 
fu.rface  latérale ,  &  Ton  aura  la  furface  totale.  A 
l'égard  du  cône  oblique  ,  on  divifera  fa  circonfé- 
rence en.  parties  'bp  siffez  petites  pour  que  chacune 
puifTe  être  regardée ,  fans  erreur  fenfîble  ,  comme 
une  li^ne  droite ,  &  mefurant  k  furface  de  chaque 
triangle  bap^  ajoutant  ènfttice  toutes  ces  fur^œs  , 
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1  on  aura  la  furface  latérale  du  cône  oblique  d'au- 
tant plus  exaâement  que  les  lignes  b  p  auront  étc 
prifes  plus  petites  *. 

R  EMARQUE  IL  A  regard  de  la  bafe  foit  de  la  py ra^ 
mide  .  foit  du  cône  .  on  voit  bien  comment  il  £auc 
la  mefurer  ,  puifqu  elle  eft  un  polygone  ou  ua 
cet'cle. 

104.  Théorème.  La  furface  latérale  d* une  pyramU 
de  droite  tronquée  enmtitn  ^fuppofant  Us  deux  bafes 
parallèles  (fig,.8i)y  eft  égale  au  produit  du  refte  de 
l* apothème  a  p  par  la  moitié  de  lafomme  des  pé^ 
rimetres  des  deux  bafes.  Car  fi  Ion  conçoit  un  plan  ^ 
coupant  mnm  parallèle  à  la  bafe  ,  ce  plan  retran* 
chera  la  petite  pyramide  man  ic  \2l  partie  n  a  de 
Vapothême  ap  y  8c  les  faces  latérales  du  tronc 
feront  évidemment  des  trapèzes ,  dont  la  hauteur 
commune  fera  le  refte  np  ds  Tapothême ,  Se  les 
bafes  feront  les  côtés  mêmes  des  bafes  de  la  pyra- 
inide  tronquée  ;  donc  la  furiace  latérale  de  cette 
pyramide  fer^  égale  à  la  furface  d'un  tra,peze ,  dont 
une  de  bafes  feroic  le  périmètre  de  la  bafe  inifé' 
rieure  ,  Se  l'autre  bafe  le  périmètre  de  la  bafe 
fupérieure  de  la  pyramide  trpi^quée  ;  or  (71)  la 
furface  d'un  trapèze  eft  égale  au  produit  de  fa  hau- 
teur par  la  moitié  de  la  fomœe .  de  fes  bafes  ; 
donc ,  &c.  ^ 

Remarque.  Si  U  pyramide  étoît  oblique  oa 
chercheroit  la  fur&ce  de  chaque  trapèze  dmtf^  la 
fomme  de  toutes  ces  furfaces  domneroit  la  furface 
cherchée.  De  même  pour  le  cône  oblique  (fie.  S  5) , 
fuppofant  que  la  partie  ^/;  de  la  circonrerence 

'  *  La  furface  ciafte  du  cône  oblique  ne  peut  pas  ie  trouver 

S  4a  Géométrie  Élémeficeke  ;  elle  ^eflMa(le4e  ièeew»- ^  . 
cul  intégral»  ^  ^ 
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de  la  bafe  inférieure  ne  difFere  pas  fenfiblement 
dune  ligne  droire,  on  cherchera  la  furface  de 
chaque  trapèze  bMnpy  la  fomme  de  ces  furfaces 
donnera  la  furface  du  cône  tronqué  oblique  d'au** 
tanr  plus  exaétementque  les  lignes  tp  approche-* 
ront  plus  d  être  droites. 

Corollaire  L  La  furface  latérale  d'une  pyrami- 
de tronquée  droite  (fig.  8 1  )  eft  égale  au  produit  de 
fon  apothème  n  p  par  le  périmètre  o  o  de  la  fec- 
tion  00  que  je  fuppofe  pafTer  par  le  milieu  des  cotés 
md ,  mg  parallèlement  aux  bafes  j  car  chacun  des 
côtés  de  cette  feékion  fera  la  moitié  de  la  fomme 
des  bafes  du  trapèze  correfpondant  ;  donc  le  péri- 
mètre de  cette  le&ion  fera  la  moitié  de  la  fomme 
des  périmètres  des  deux  bafes  ^  or  (  par  le  Théo* 
rcme  )  le  produit  de  cène  demi-fomme  par  Tapo- 
thème  eft  égale  à  la  furÊu:e  latér^Ue  de  la  pyramide 
tronquée  ;  donc ,  fcc» 

Corollaire  IL  Donc  la  furface  latérale  du 
cône  droit  tronqué  (  en  fuppofant  fes  deux  bafes 
parallèles)  eft  égale  au  produit  de  fon  apothème  . 
n  d  par  le  périmètre  o  o  de  la  feébion  faite  par  le 
milieu  d*un  des  côtés  n-d  parallèlement  aux  bafes 
(fig.  8^).  Car  un  cône  droit  tronqué  n'eft  autre 
chofe  qu'une  pyramide  droite  tronquée ,  dont  les 
bafes  font  des  cercles  ;  donc  par  le  Corollaire  pré- 
cédent cette  furface  eft  égale  au  produit  de  l'apo* 
thème  n  d  par  la  circonférence  N  o  o  du  cercle  décric 
par  le  milieu  du  côté  n  d  parallèlement  aux  bafes. 

Ï05.  Ti^OREME.  La  furface  d* une  fphere  décrite 
par  la  révolution  du  denùrcercle  a  m  b(fig.  S  7)  autour 
du  diamètre  a  b  ^  (/?  ^g^^  ^^  produit  de  la  circonfé^ 

*  Toutes  les  lignes  tirées  pat  le  ceauriB  de  la  Q>faere  èc 

rence 


r-— ~— — — — — — ^ 
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renct  d*un  de  fes  grands  ccrdes  far  jon  diamttrek 
Des  points  m^i,ny  ou  des  excrémicés  &  du  milieu 
de  l*arc  min  {  qui  en  le  fuppofanc  extrêmement 
petit  y  fera  fendblement  une  portion  de  la  tan- 
gente tt)^  ajanc  abai^é  les  perpendiculaires ^ni/j 
ix  j  n g  iMz  \q  diamètre  ab  ^  &c  du  point  m  la 
perpendiculaire  mo  fur  ngy  les  triangles  ;;2  0/2  ^ 
ngç  ayant  tous  leurs  côtes  perpendiculaires' Tun.  à 
l'autre  feront  femblables  (49).  Donclona/zc  i  ng 
ou  i:c  ( parce  que  lare  mn  étant  fort  petit ,  ix  eft 
fenfiblement  égale  ing)l\mn  l  mo  ;  mais  les  cir« 
conférences  étant  entt  elles  comme  leurs  rayons 
(^3)  »  i'o*^  ^\^  circonférence  dont  ;zceft  le  rayon  , 
&  à  la  circonférence  donc,  ix  eft  le  rayon  comme 
mnlmo  \  donc  le  produit  àtmo  par  la  circonfé-- 
rence  du  rayon  ne,  ou  par  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  de  la  fphere. ,  eft  égal  au  produit,  de 
mn[  côté  du  cône  tronqué  décrit  par  mn  g  ^p.eiidaHt 
la  révolution  du  demi-cercle  amb  autour  de  ab) 
par  là  circonférence  décrite  par  le  rayon  x  i  autour 
de  X  j  c'eft'à-iiire  5  par  la  circonférence  d'un  cercle 
décrit  par  le  milieu  i  de  ce  cône  tronqué  parallèle- 
ment à  fes  bafes.  Or  (104)  ce  produit  eft  égal  à  la 
fnrface  du  cône  tronqué  décrite  par  mn'y  donc  la 
furface  décrite  par  chaque  arc  mn  eft  éealeZ/au 
produit  de  la. circonférence  d'un  grand  cercle  de  U 


MMi 


terminées  de  pan  9c  d'aotte  k  û  fiir&ce ,  font  appellées  dia^ 
metra  de  ia  fphere  i  mais  on  appelle  axe  celui  des  diameciea  au-* 
tour  duauel  la  (phete  eft  cenfée  tourner.  On  nomme  f^ands 
eercUs  ae  U  fphere  ceu^  qui  6nc  pour  centre  le  centre  même  de 
la  fphere  ;  mais  ceoxqiu  otac  leurs  centres  hors  du  points,  fur 
«n  diamètre  quelconque  s  b^  (bnt  ^s  petits  cercles  delà  ^here« 
Une  Ugn.e  €  a  tirée  au  çcpué  iJa  ito&cc  de  la  (pheco.eft  nJX 
rayon% 

Tomt  i*  04" 
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fphere  par  chaqub  ligne  correfpondantc  morssdg 
(  hauteur  du  cône  tronqué  correfpondant  ) ,  ou  par 
la  partie  du  diamètre  correfpondante  i  cet  arc  j 
donc  la  furface  totale  décrite  par  tous  les  arcs  mn^ 
c'eft-à-dire,  la  furface  totale  de  la  fphere,  eR  égale 
au  produit  de  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
par  la  fomme  des  parties  du  diamètre  correfpon* 
dantes'  i  tous  les  arcs  m  n ,  c'eft-à-dire  ,  par  le  dia- 
mètre ab  de  Iz  fphere  ^  donc^  &c. 

Corollaire.  Donc  la  furface  d'une  calotte 
fphérique  map  ^  eft  égale  au  produit  de  la  cir-* 
conférence  d'un  grand  cercle  de  la  fphere  par  la 
hauteur  ad  dt  cène  calotte ,  &  la  (urface  d'une 
zone  mnlp  eft  égale  au  produit  de  la  circonfé- 
rence d'un  grand  cercle  par  la  hauceiir  dg  de 
la  z6ne. 

REMARQUE  L  La  furface  d'un  (êâeur  Cphin^tnsit 
eft  égale  à  la  fiirfàce  de  la  calotie  nal^  plus  b  fiufàce  la- 
térale du  cône  ncL 

Remarque  H»  PuSfiiac pendant  la réroludon  du  detni« 
cercle  amh  autour  du  diametxe  a  h  roac  poînc  m  de  ce  demi- 
cercle  décrit  un  cercle  dont  mp  eft  le  diametie  ;  tl  eft  vifible 
que  la  feâion  d'une  (phere  par  un  plan  quelconque  mdp  (èia 
un  cercle. 

Corollaire.  La  furface  de  la  (phere  eft  égale 
.  â  la  furface  latérale  du  cylindre  qui  lui  eft  cir- 
conscrit y  e'eft-4-dire ,  qui  la  touche  par  càté ,  fupé* 
rieurement  &  inférieurement  (  fig.  t  o  i  )•  Car  la 
bafe  d'un  tel  cylindre  a  un  diamètre  ént  à  celui 
de  la  fphere  ,  &  fa  hauteur  eft  auffi  égue  au  dia- 
mètre â  ^  de  la  fpher»  y  mais  la  for^e  latérale  du 
cylindre  droit  eft  égale  au  produit  de  fon  coté  oo 
de  ion  axe  ab  par  la^cicconSBCence  de  iz  bafe  (lox); 
^nc/jicç. 
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Du  rapport  des  Surfaces  des  Solides^ 

106.  Théorème.  Les  furf aces  latérales  %yS 
des  deux  prifmes  ou  cylindres  font  entr* elles  comme 
les  produits  des  pifvnetres  P  ^  p  de  lafeclion  faite 
perpendiculairement  à  leur  axe  par  leurs  côtés  j  ou  i 
^e  qui  reviei0au  mime^  par  leurs  axes  H  ^  A.  Ainfi 
Von  aura  S  î  j  :;  PH  !  ph^  Car  nous  avons  vu  (101) 
que  le  produit  des  périmètres  de  ces  feétions  mul^ 
tipliées  par  les  côtés,  étoient  égaux  aux  furfacei 
latérales  de  prifmes  ou  cylindres  \  donc  »  6fc« 

CoKOLLAmr  I.  Donc  fi  les  périmètres  P  ôc  p 
font  égaux  ,  Ton  aura  Sis  ;;  H:A;  &fiH  =  A, 
Ion  aura  S  t  j  :;  P  !  p«  (Voyez  les  raifons  &  pro* 
portions  dans  le  calcul  )• 

Corollaire  H.  Si  P  :  f  ::  /t  î  H ,  alors  PHssa 
ph^  ScS^=^s.  C'eft-à'direque  fi  les  périmètres  des 
feâions  perpendicuiaires  i  l'axe  des  deux  prifines 
ou  cylindres  font  en  raifon  inverfe  de  Ifurs  axes  ^ 
les  iurfaces  latérales  de  ces  prifmes  ou  de  ces  cy^ 
iindres  feront  égales. 

.  CoROLLXiRB  III.  Si  les  prifmes  ou  cylindres 
font  femblables,  on  aura  V.j::Pa:p»::H*:A** 
Car  la  raifon  ^Is  étant  é^ale  à  la  raifon  de  PHlph^ 
'<pù  eft  compofée  de  raiions  Ptf  &  H: A  ^  lefqueiiei 
-raifons  font  égales  lorfque  les  prifines  ou  cylia« 
dres  font  femblables  (  99  )  ;  d^ns  ce  cas  la  raifbti 
de  S  :  J  fera  une  raifon  doublée  dePtp&HtA; 
<k>nc  ,  ôcc.  En  général  les  furfaces  ^  même  totales 
«des  folides  fenk>lables .  font  encc'elles  comme  les 
ouarrés  de  leurs  dimeniions  homologues;  Car  detut 
lolides  iembbibles  ^yant  cout^  J^tftcs  dimenâons 
iiom(dogues  proportiptinelles ,  lej«^  furfjjices  4^ 
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vent  ctre  en  nifon  des  produits  des  dimenGons 
propoctiônnelles  y  ou  comme  les  quartes  de  ces 
dimennons. 

Corollaire  IV.  Il  fuit  du  dernier  Corollaire 
que  les  furfaces  des  fpheres  font  entr*elles  comme 
les  quartés  de  leurs  rayons  ou  de  leurs  diamètres  : 
car  les  fpheres  font  des  folides  femblables,  donc 
les  rayons  ou  diamètres  font  desAignes  faomo* 
logues. 

107.  Théorème.  Lafurfaccdclafpherccfià 
celle  d^un  de  fes  grands  cercles  y  comme  4:1.  C*eft- 
à-dire  qu  elle  ell  quadruple  de  la  furface  d'un  de 
fes  grands  cercles  :  car  la  furface  de  la  fphere  eft 
égale  au  produit  de  la  circonférence  c  d'un  de  /es 
grands  cercles  par  le  diamètre  d  de  ce  même  grand 
cercle  ;  tandis  que  la  furface  de  ce  grand  cercle 
eft  égale  aii  produit  de  la  mènie.circoiuérence  ^par 
la  moitié  du  rayon ,  ou  par  le  qUart  du  diamètre  d  ; 

donc  ces  deux  furfaces  font  eiiccelles  comme  cdl 

cd  • 

,  •  •    T    •   i. 

108.  Théorème.  La  furfjtcï  tatah du  cylindre 
circonfcr'u  cfi  à  la  furface  *  de,  la. fphere  comme  5  r  1. 
Car  (  I  o  5  )  la  furface  de  la  fphere  jeft  égale  à  la  fur-' 
face  latérale. du  cylindre  circonicrrtj  donc  la  fur- 
face  latérale  :dti  cylindre  circonfcrit  vaut  4  grands 
cercles  de  la  fphere  y  c*eft  .poiurquoi  en  y  compre- 
nant ies.bafes  ^dont  chacune  eft  lin  grand  cercle  de 
la  fphete,  U^furface  totale  du  cylindre  vaudra  G 
grands  cercles  de  la  fphere  \  ainii  cette  furface 
eft  à  cella  dé  la  fpJhejie  comme  ^  :  4  ^  ou  j  :  ^  ; 
.donc ,  &c.  ; 

e  . 

lop.  THlSd'R'ieWE.  Laftùface  totale  du  cânt  équUatiral 
(fig*  iQ%)ieft  klm'Jurface  di^a,hafe  comme  3:1.  Pour  aToir 

^  1 
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la  (illrirace  latérale  du  côoe  écpWdxitûgdf^  il  faut  mulripUer 
la  circonférence  de  la  bafe  par  la  moicié  du  côté  gd^=gf^ 
(voye^  lea^.  103)  ^  mais  pour  avoir  la  furfince  de  la  bafe  , 
if  (ii£St  de  multiplier  cette  même  circonférence  par  la  moi- 
clé  de  ibn  rayon  >  ou  par  le  quart  de  ^fy  donc  la  furface 
latérale  de  ce  cône  vaut  deux  fois  la  furface  de  la  bafe  \  donc* 
la  furface  latérale  plus  la  furface  de  la  baie  ,  vaut  trois  fois 
la  flir&ce  de  la  baife^  donc  ,  &c. 

iio^TnéoREME.  La  furface  de,  la  fphere  efi  alà  fur-* 
face  du  cône  équUaUral  circanfcrit  comme  4:9*.  Du  centre 
c  de  la  fphere  infcrité  dans  le  cône  gdf  ayant  tiré  les  rayons 
cgy  cfy  cd^  à  caufe  du  triangle  équilatéral  gdf^  les  arcs 
df^  d.gy  ^f  feront  égaux  auflî-bien  que  leurs  cordes.  Donc 
ils  vaudront  chacun  la  troifiéme  panie  du  cercle  ou  xio'^  \ 
donc  du  point  c  tirant  la  perpcnmculaire  ch  a  fur  le  nûlieu 
de  gf  y  les  arcs  ga  ,  a  f  vaudront  chacun  éo®  ,  &  leurs 
cordes  ga^  a/ feront  égales  aux  rayons  cg^  cf  \  ainiî  les 
points  g  ^  f  font  égalen\ent  éloignés  de  c  &  de  <z  ,  & 
^/ coupe  ca  en  deux  également  en  ^.'  Donc  cb  eft  la 
ix^oitié  de  ctf  ou  de  cg\  or  {gcV  ■=*  {ciy  -f-  {gby  (7^); 
donc  en  faifant  gc=^  i  ,  cb  fera  =-r>(^^)"  =  4>& 
(  g^  )*  =  1.  Mais  les  fur&ces  des  cercles  font  entr'elles 
comme  les  quartés  de'  leurs  rayons  \  donc  le  cercle  dont 
le  rayon  t^t  cb  y  eil  au  cercle  dont  le  rayon  eft  /;: ^ ,  comme 
^  :  ^  y  ou  comme  1:3.  CeU-à-dire  que  le  grand  cercle  de' 
k  fpherç  infcrité  étant  i  ,  la  bafe  du  cône  cicconfcrit  fera  3  \ 
mais  la  furface  de  la  (phere  vaut  4  de  fes  grands  cercles, 
tandis  que  la  furface  totale  du  'cône  équi  latéral  vaut  3  fois 
la  furfiice  de  (à  bafe  ;  donc  ces  (iufaces  lont  entr'bllies  comme 
1X4:3X  3::4:^;  donc,  iVc- 

III.  Théorème.  Si  h  une  fphere  (fig.  loi  )  on  cir- 
canfcrit un  cylindre  &  un  côae  iquilatiral  y  ies  furfaccs.dt  cet 
trois  folides  feront  e7ur*^elUs  comme-^^\^\9.  Cela  Cuit  évi- 
demment des  1^^».  i-q8  &  1 1  o^ 

Corollaire^  Donc  la  liirface  du  cylindre  circcAifcric 
eft  moyenne  proportionnelle  entre  la  fiutace  de  la  fphere- 
U  celle  du  c^e  équilgtéral  circonfcjuc. 


*  Un  cône  cîtCQnfqric  i  une  iphete  eâ  celui  qui  la  touche 
tn  deilbus  &  par  côté*     .     . 
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j  II.  Theoeemb.  La  fur/ace  de  lafphere  circonfirîu  au 
cfine  cquilatéral  (fig.  loi.  )  eft  quadruple  de  celle  de  lafphere 
ififcr'ue  dans  U  mime  cène*  Cas  le  cayon  Cf  de  la  pcenùere  efb 
double  du  rayon  <:  ^  de  la  féconde  (  par  la  d^monftration  de 
l'avant  dernier  Théorème  )  \  c'eft  pourquoi  ces  fiuËiccs  ibnc 
rnpr'eUes  comme  4  :  i  (106)  )  doaC|  -iccm 

De  la  folid'ué  des  Solides  &  de  leur  rapport. 

II}.  Théorème.  J.a,folidkc  d*un  prifmc  ou 
d*un  cylindre  droit  ou  oblique  (  fig.  81  &  100  )  ^ 
é^alâ  au  produit  de  fa  bafe  par  fa  hauteur.  Car  fi 
1  on  conçoit  an  prifme  ou  an  cylindre  engendré 
par  le  mouvement  de  fa  bafe ,  qui  laifle  en  mon* 
tant  jparallelement  à  elle-même  des  traces  d'une 
épaiueuT  infiniment  petite  ,  il  eft  évident  qu'il 
feudra  multiplier  une  de  ces  traces  par  le  nom* 
bre  de  fois  que  fon  cpaifTeur  eft  contenue  dans  la 
hauteur ,  ou  ,  ce  qui  revient  au  même  ,  mul- 
tiplier la  bafe  par  la  hauteur  ^  ;  donc  ,  &c. 

Corollaire  I.  Donc  les  prifines  &  les  cy- 
lindres droits  ic  obliques  font  en  raifon  compo- 
se de  leurs  bafes  &  de  leurs  hauteurs. 

Corollaire  II.  Donc  fi  les  bafes  des  deux 
cylindres  A  &  ^  (  il  en  eft  de  même  de  deux  prif- 
mes  )  font  B.  &  ^  ,  les  hauteurs  H  &  A  ,  ie  pre- 


H.      !>*' 


*  Comme  multiplier  c'eft  prendre  le  muldpUcande  un 
certain  nombre  de  fois  d^fiene  par  le  mukîplicateui ,  il  eft 
évident  ou'on  ne  peue  multiiuier  par  oae  ligoe.  Seulement  on 
conçoit  la  ba(é  d'une  certaine  ^pcûflè^r  ^  iVm  prend  cette 
baie  autant  de  (bis  que  fon  ^paifleur  eft  contenue  dans  la 
hauteur.  Rien  nVmpêcne  cependant  qu'on  ne  continue  de  dire 
le  produit  de  la  bafe  par  la  hauteur ,  pourvu  au'on  eiiUiulç 
par*U  ce  que  nous  vcQQns  4ç  dire. 


Géométrie. 


4*f 


^ 


mier  fera  au  fécond  comme  BH  \bh.  Si  H>==:  k  , 
Ton  aura  ÂU;: B:^.  Si  B  =;?^»  on  aura Â  :  ^i: H  : 
A.  Si  B:3*:;A:H,  alors  BH  =  3A,  &A  =  tf, 
114.  ThÉorbmb.  Deux  pyramides  triangu^ 
laites  de  même  bafe  &  de  même  hauteur  font  tou-^ 
jours  égales  en  folidité  (fig.  lO}).  Car  les  deux 
pyramides  ayant;  même  hauteur ,  il  eft  évident 
qu'elles  feront  comprifes  entre  les  mêmes  plans  pa-« 
ralleles  ,  &  que  (\  on  les  coupe  par  à^  plans  xx 
parallèles  à  leurs  bafes ,  le  nombre  des  tranches 
fera  le  même  de  part  &  d  autre  y-  &  TépailTeur  des 
tranches  correfpondantes  fera  auffi  la  même;  oc 
les  furfaces  omn  y  s  pi  des  tranches  correfpon- 
dantes feront  égales.  En  effet  les  triangles  tcd, 
mon  font  femblables  ;  car  tous  les  côtes  de  l'un 
font  parallèles  aux  cotés  correfpondans  de  l'autre  » 
cm  t(k  parallèle itc y  mn  àidSconidc;  donc 
fi  Ton  conçoit  (jue  le  triangle  jRondefcende  le  long 
de  0  c ,  de  manière  que  0  m  refte  toujours  parallèle 
i  bcy  lorfque  le  pomt  o  tombera  fur  le  point  c  y 
le  côté  om  tombera  fur  Ac,  an  fur  cdy  Se  mn 
fera  parallèle  i  bd ^  donc  ces  deux  triangles  au- 
ront un  angle  commun  te  des  bafes  parallèles  \ 
donc  ils  font  femblables.  On  démontrera  de  même 
que  le  triangle  psi  eA  femblable  au  triangle  fçk y 
eeal  i  bcd  {  par  fuppofîtion  ).  De  plus  les  trian- 
gles femblables  bac  y  aom  donnent  bel  om  17 
baXam  y  &  les  triangles  femblables  afg^  aps 
donnent  fglp^ll  aj\  a  p.  Mais  les  triangles 
femblables  b af  y  amp  donnent  bai am  11  df  l 
ap'y  donc^f  :  om\\fg\pSy  &  (  Ac)»  :  (mo)» 

;:  \f kY  •  ip^Y  i  &  P^^®  ^¥^  ^®^  triangles 
femolaDles  font  entr'eux  comme  les  quiurrés  des 
côtés  homologoes»  Tôna  bcd  i  mon  V.fgh  l 

Dd  4 
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f  s  i  ^  on  b  c  dl  f  g  h  ;:  mç  n  l,  p  s  i*  Mais  bcd 
^fs  ^  »  P^^  fuppofition  }  donc  m  o  nz=z  p  s  L 
donc  les  deux  pyramides  contiennent  un  nombre 
égal  de  tranches  égalés' j  donc  elles  font  égales. 

CoROLtAii^El-  Deux  pyramides  quelconques  de 
même  bafe  &  de  mcme  haotçur  font  égales  ;  caip 
G,  Ton  partage  les  Vafës  de  ces  pyramides  en  un 
même  nombre  de  triangles  égaux  chacun  i  chacun  , 
&  qu'on  conçoive  par  le  fommet  de  ces  pyramides , 
des  lignes  tirées  aux  trois  angles  de  chacun  de  ces 
triangles  y  il  eft  vifible  que  chacune  de  ces  pyra- 
mides fera  divifée  en  tin  tnème  nombre  de  pyra- 
mides triangulaires  ,  qui  auront  d^  bafes  fk  des 
hauteurs  égales  chacune  à  chacune  y  or  par  le 
Théorème  ces  pyramîdèr  triangulaires  font  égales  j 
donc,  &c. 

Corollaire  IL  Donc  deux  cônes  ,  Tun  droit 
&  l'autre  oblique  de  même  bafe  &  de  même  hau- 
teur font  égaux  :  car  un  cône  eft  une  pyramide  , 
dont  la  bafe  eft  un  cercle  y  donc  »  &c. 

115.  Théorème,  l/n  prifmc  triangulaire  droit 
abcdfg  (  fig.  104  )  vaut  trois  pyramides  de  même 
hafe  &  de  même  hat^ieur.  Ayant  tiré  les  lignes  bf^ 
b  dy  rf  c,  on  peut  concevoir  ie  prifmediviieen  trois 
pyramides ,  dont  Tune  b  dfg ,  a  même  bafe  dg  f 
&  même  hauteur  g  b  que  le  prifine.  Celle-ci  étant 
ôcée ,  le  refte  fe  diyife  en  deux  pyramides  a  cd b  ^ 
c  dfb.  L.es  deux  pyramides  acdb,b  dfg  font  éga- 
les ,  puifqu'elles  ont  chacune  pour  bafe  une  des  ba- 
fes du  prifme,  &  pour  hauteur  un  des  côtés  du  prif- 
me.  De  plus  la  pyramide ^^  c  ^  rf  eft  =a  cdfb;  car  la 
diagonale  ce/' partageant  le  parallâogramme  acdf 
en  deux  parties  égales,  ces  deux  pyramides  opt  cha- 
cune poi^r  b:^fe  la  moitié  de  ce  paraUélogramme,  * 
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leur  fommec  en  b.  Elles  ont  donc  même  hauteur 
&  des  bafes  égales  ,  ce-  qui  les  rend  égales  ;;  donc 
les  trois  pyramides  font  égales  \  donc  le  Théorème 
eft  également  vrai  lorfque  le  prifme  triangulaire 
n*eft  pas  droit  *. 

Corollaire  I.  Tout  prifme  eft  triple  d'une  pyra- 
mide de  mcme  bafç  &  de  même  hauteur.  Par  exem-- 
pie ,  un  prifme  pentagonal  eft  triple  d'une  pyramide 
pentagonale  de  même  bafe  ic  de  même  hauteur 
(âg.  ix).  Car  fi  Ton  divife  les  bafes  de  ce  prifme  ea 
un  même  nombre  de  triangles  égaux ,  &  que  de  tous- 
les  angles  correfpondans  des  mangles  de  l'une  des 
bafes ,  ou  même  des  lignes  aux  angles  correfpon* 
dans  des  triangles  de  l'autre  b^fe  ,  on  peut  conce- 
voir facilement  le  prifme  divifé  en  un  certain  nom- 
bre de  prifmes  triangulaire^ , par  exemple,  ici  en  5  ; 
or  chacun  de  ces  prifmes  eft  triple  d'une  pyramide 
triangulaire  de  même  bafe  &  de  même  nauceur  y 
donc  le  prifme  entier  eft  triple  de  la  fomme  de 
ces  cinq  pyramides  triangulaires  ;  mais  ces  cinq 
pyramides  triangulaires  font  évidemment  égales  à 
une  feule  pyramide  pentagonale  de  même  hauteur  ^ 
6ç  dont  la  bafç  feroit  égale  â  la  fomme  des  bafes  de 
ces  pyramides  j  donc  ,  &c. 

Corollaire  IL  Donc  le  cylindre  eft  triple  du 
cône  de  même  bafe  Se  de  même  hauteur.  Car  le 
cylindre  eft  un  prifbie  dont  la  bafe  eft  un  cercle ,  ôc 
le  cône  une  pyramide  dont  la  bafe  eft  auffî  un  cercle» 


**  Ceb  a  lieu  également  (bit  qu'on  fuppofe  le  prlfine  droit 
Qtt  pUique  ;  car  les  pyramides  h  dfg  yuifcd  ayant  diacuae 
pour  baie  une  des  baies  da  prifme  y  &  leurs  foromets ,  l'une  est 
i^Sc  Pautie  en  d  ont  ëvideavmçA^  même  I^uteur  que  le  priûnc-) 
icfhisac&d^^  dctfi 


'l 
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Corollaire  III.  Donc  poar  avoir  la  folidité 
d*une  pyramide  ou  d'un  cône»  il  fuffit  de  mulcipliec 
la  bafe  par  le  tiers  de  la  hauteur.  Car  la  folidité  du 
prifme  étant  égale  au  produit  de,  fa  bafe  par  ùl 
hauteur  »  celle  de  la  pyramide  ,  qui  ne&  que  le 
tiers  de  celle  du  prilme  ,  doit  être  égale  au  pro- 
duit de  la  bafe  par  le  7  de  la  hauteur  ;  donc ,  &c. 

CoROLLAi&B  IV*  Donc  la  fur&ce  des  polyèdres  réguliers 
etl  égale  au  produit  de  leur  furface  par  le  tiers  de  la  per- 
pendiculaire abaiffîe  du-  centre  fur  le  milieu  d'une  des  races 
m  polyèdre  ,  (  nous  appellerons  cette  perpendiculaire  rayon 
tkon).  En  eâeton  peut  (f  3)  concevoir  chaque  polyèdre  régvdiec 
comme  compofé  d  autant  de  pyramides  égaies  que  le  polyèdre 
a  de  faces  :  ces  pyramides  ont  leur  {bmmet  commun  au  centre 
du  polyèdre,  leur  hauteur  eft  égale  au  rayon  droit,  Se  leur 
bafe  t^  une  des  (aces  du  polyèdre  ;donc  chacune  de  ces  pyra- 
mides eft  égale  i  unç  des  nces  multipliée  par  le  7  du  rayon 
droit ,  &  leur  fomme ,  ou  la  folidité  du  polyèdre  eft  égale  au 

Î produit  de  toutes  les  faces  ^  c'eft-â-dire  ,  au  produit  de   la 
iirface  du  polyèdre  par  le  7  du  rayon  droit  du  polyèdre. 

Corollaire  V.  La  folidité  de  la  fphere  eft 
égale  au  produit  de  fa  furÊice  par  le  7  de  fon  rayon. 
Car  on  peut  concevoir  la  fphere  comme  compofée 
d'une  infinité  dé  pyramides  qui  ont  leur  fommet 
au  centre ,  dont  la  bafe  de  chacune  eft  une  portion 
infiniment  petite  de  la  furfaçe  de  la  fphere ,  &c 
donc  la  hauteur  eft  égale  au  rayon  de  la  même 
iphere  y  or  la  fomme  de  toutes  ces  pyramides  eft 
égale  à  une  feule  pyramide  qui  auroit  pour  bafe 
la  furface  entière  ,  &  pour  hauteur  le  rayoa  de 
la  fphere  \  donc  ,  &c. 

CoKOLL  AiXF  VI.  H  fuir  du  Corollaire  pré- 
cédent que  la  folidité  du  cyliiidre  citconfcrit  à  une 
fphere  eft  â  la  folidité  de  la  fpbere  comme  3:1. 
Car  foit  c  la  furface  d*un  erand  cercle  de  la  fphere^ 
h  furface  fexac=  4  c  (107;  ^  &  fàifant  le  rayon  d^ 


^" 
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la  (phere  ==  r ,  b  foCdicç  fera  =  4  — = ^  cr.  Mais 

k  folîdité  du  cylindre  circonfcrit  eft  aa^  x  ir  (i  i  j)  ;. 
donc  la  iblidité/'du  cylindre  circonfcrit  eft  à  la 
folidicé  de  la  fphere  comme  icri^  cru  1  :  j;:^ 

;4;:}:i  ^  doAc»  &c. 

Corollaire  VIL  U  fuit  du  dernier  Corollaire 
que  la  fphere  eft  les  ^  do  cylindre  circonfcrit. 

CoROLLAiliB  Vlll.  H  fuit  du  CoroUaÎTe  précé- 
dent que  la  fbliditéde  la  (phere  eft  double  de  celle 
d'un  cône  qui  auroit  pour  bafe  un  grand  cercle  de 
la  fphere  ,  ou  la  bafe  même  du  cylindre  circon** 
fcrit  ^  &  pour  hauteur  le  diamètre  même  de  la 
fphere  >  ou  la  hauteur  du  cylindre  circonfcrit.  Car 
un  tel  cône  eft  le  tiers  du  cylindre  circonfcrit  ;  donc 
ce  cône  fera  =19  fi  le  cylindre  circonfcrit  eft 
=  j  y  donc  la  fphere  qui  eft  au  cylindre  cir«- 
confcrit  comme  1  ;  3  fera  à  ce  cône  comqid  z  1 1  > 
donc ,  Sec. 

116.  Théorème.  La  fphere  eft  dû  cane  équÛatérai  cir^ 
confcrit  comme  4 : 9  [^'s^,  lot;.  Car  la  ba(c  dit  câno  équîlatétat 
eft  égale  â  trois  gnmdl  cercles  de  la  (phere  inCcrite  (  déinonC' 
uation  du  n^  iio  j.  De  plus  eb  rayon  de  la  (phere  cSt  •» 

-^  ««■  --  ;  donc  le  rayon  de  h  (phere  infisrlce  eft  le  tien  de 

la  hauteur  du  cane.  Faifant  ci^^r^  &  la  (lirfàce  d'un  gran(f 

cercle  de  la<  fphere  infcme  «a  c,  3  c  foia  la  hafe  du  cane, 
I r  ia  hauteur ,  ^eXrrh  folidicé  (i  if ).  Mak  la-  fciiàki de  li^- 
pheie  (iif)  èft»>»f  «1*;  donc  la  (olïàké âc  la  ^here  eft  i 

CeHe  du  ctee  é^uifatéral  drcoofcnc  coounef  c/:  }cr::f  :  | 

•':  4  '  9* 
C  o  R  01  (  AIRE*  n  Sik  de*Q  ft  du  n^*  rr f  que  fi  ï  iin« 

(phere  on  circonfcrit  un  cylindre  &  un  cône  équilatéral  ^  leurs 

toOdicés  feront  comme  vf  4  •  *  •  ^»  Ccft-i-dire%  (i;ii) 

^dans  le  rapport  de  letirs  fliffaef!i# 

ii7«  Problème.  TnaÊverUfolêduitHncânê  drait  tronqué, 

pood  (%  8^).  Suppoiknc  f^«  <«  de  ce  stm^ftQlpBffi 


h 
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îafqu'â  ce  qu'il  renconcte  le  c6tédû  aaffi  prolongé  &  tiiant  xcr 
parallèle  â  Taïe ,  les  triangles  femblables  dox  y  dac^  àêQ.-' 
lieront  </  x  ^"^^dc  —  ex  ^^dc  -^  os  ;ox  '=^  se  ::  de  :  acm 
Ceft^-dire,  la  difFérence  des  rayons  des  deax  bafes  c/l  i 
Taxe  dtt  cane  tronqué  comme  le  rayon  de  la  ba(è  inférieure 
eft  i  Taxe  dn  c6ne  entier.  Ce  cône  entier  écanc  connu ,  on 
en  -ôcera  la  (blidicé  du  petit  cône  aoo  ,  ftnt  on  connoît.ia 
bafe  oo  y  Se  dont  il  eft  aifé  de  conooître  la  hauteur  qui  eft 
égale  i  sa  quand  le  cône  eft-<iroir,  comme  nous  le  fup- 
pofons  iji,  le  refte  donaera  la  folidicé  du  cône  tronqué , 
ce  qui  eu  évident. 

1x8.  Deux  prifmes  (  il  en  eft  de  même  de  deux 
cylindres  )  A  &:  a  font  en  raifon  compofce  de  leurs 
bafes  B  &  ^  ,  6c  de  leurs  hai^teurs  H  Ôc  h.  Car  le 
premier  eft  =«=  B  A  ,  &  le  fécond  eft  =  ^A  ;  donc 
A  :fl:BH:^A.  SiB=A,  Ton  aura  A:  a;: H;  A. 
SiH=tA,  lonaura  A:<î:;B:A,  SiB:*::A:H, 
alors  Bh=cbh^  6c  A=a.  Ainii  deux  prifmes  ou 
deux  cylindres  font  égaux  lorfque  leurs  bafes  font 
en  rai(bn  inverfe  de  leurs  hauteurs. 

Corollaire  I.  Les  pyramides  6ç  les  cônes  font 
6n  raifon  compqfée  de  leurs  bafes  &  de  leurs 
hauteurs  »  &  tout  ce  qiie  nous  venons  de  dite  du 
rapport  des  prifmes  8c  des  cylindres  doit  s'appli- 

3uec  aux  pyramidç$  6c  aux  cônes  qui  fonties  uers 
e  ces  folides. 

Corollaire  II.  Donc  fi  1  an  cylindre  on  drcon(cric 
un  cube  (fig.  lo^)  ,  le  cube  fera  au  cylindre  comme  le 
quarré  du  diamètre  aji  cercle  de  la  bafe  du  cylindre.  Mais 
Iç  cercle  de  la  bafe  eft  égal  au  produit  de  &  circonférence  c 
par  la  moitié  de  Ton  rayon  r,  ou  par  le  quart  de  fon  dia- 
mètre %r'y  doinc  le  quatre  du  diamètre  eft  â  la  Turf  ace  du 

cercle  cgmme  4 r*^  :  c  — ,  ou  comme  ^r  i  —  ;:  8r:c ;  donc 

le  aibe  eft  au  cylindre  Inlcrit  comme  le  quadraple  du  dia**-^ 
ftietre  d'un  cercle  eft  â  fa  circonférence» 

II^*  Thjîor»mb«  Le  4téc  cfi ù /is{  fpher^  ia/erkf  côauM^ 
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6  diamttrcs  ttun  cercle  k  la  circonférence  de  a  cercle  (fig.  io6)* 
Car  foit  la  circonférence  «=  t ,  le  rayon  =  r*,  le  diamètre  fera 
X  r  y  côcé  du  cube  donc  la  bafe  4  r  '  multipliée  par  la  hauteur  i  r, 
donnera 8  r^  (blidicédu  cUibe.  Celle, de  la  {phere  infcrite  étant 
égale  au  produit  de  fsrfurface  (  qui  eft  égale  à  quatre  de  Tes  grand* 
cercles  y  ceft-à-dire  =  2  rc  )  par  le  tiers  de  fon  rayon ,  fera 
%rc  X  7  r  «s» >cr^  i  donc  les  Tolidités  du  cube  &  de  la  (phere 

• 

jnfcdte  font  entt^eiles  comme  ^r^  lycr^  ^  on  comme  4r:^ 

3 
(  en  diviiânt  par  ^rr)  ^  on  comme  xir  :  c  y  c'eft-à-dire« 

comme  6  diamètres  â  la  circonférence. 

CoKOLLAiRB.  DoHC  en  (è  (ervaint  du  rapport  SÂr^ 
chiméde ,  le  cube  fera  a  la  Iphere  inicrite  comme  6x7:1»^ 
OH  comme  42:1»  ::  11:  II* 

ïzo.  Thboreme.  Deux  paralUlîpipedes  fcm^ 
hlahlesfont  cntr*eux  comme  les  cubes  des  longueurs 
&  largeurs  des  bafes^  &  des  hauteurs.  Soit  A  la  lar- 
geur de  la  bafe  ,  B  la  longueur  de  cette  même 
bafe ,  A  la  hauteur  du  premier  parallélipipede  ,  a 
la  largeur  ,  b  là  longueur  de  la  bafe  du  fécond 
parallélipipede  Se  h  ùl  hauteur.  La  bafe  du  pre- 
mier fera  A  B  &  fa  folidité  fera  =  ABH ,  de  mcmé 
la  folidité  du  fécond  fera  abh  { par  le  n**,  1 1 }  )  J 
donc  le.  premier  eft  au  fécond  comme  ABU  l  abh  ^ 
or  à  caufe  de  la  (Imilitude  de  ces  folides  ,  les  crois 
dimenfîons  du  premier/?  font  proportionnelles  aux 
trois^  dimenfîons  du  fécond  q.  Donc  la  raifon  dep 
à^  eft:  conrpofée  de  trois  raifons  égales  ;  donc  elle 
eft  triplée  ,  '&  égale  i  h  raifon  des  cubes  des  ter- 
mes d'une  des  raifons  compofantes  (  voyez  les  rai-- 
ions  compofées  dans  le  calcul  ).  C'eft  pourquoi 

p:'q:A^:a^::B^ib^::H^:hK    ' 

ConoLLAiRE.  Les  prifmes  triangulaires  fem« 
blables.  font  évidemment  moitiés  des  prifmes  pa- 
rallélipipedes  femhlables^  puifque  les  bafes  de 
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ces  prifmes  font  des  trianeles  femblables  moitiés 
des  parallélogrammes  feoiblables ,  bafes  des  pa- 
ralliUpîpedes  femblables  ;donc  les  prifmes  triangu- 
laires femblables  (  6c  il  en  eft  de  même  de  cous 
les  prifmes  femblables ,  puifqu*ils  font  évidem- 
ment compofés  d'un  égal  nombre  de  prifmes  trian- 
gulaires fen^lables  }  font  eir  raiibn  trif^ée  de  leurs 
cotés  homologues,  de  leurs  hauteurs,  &c.  Cela  doit 
s'entendre  auffi  des  cylindres  femblables ,  qui  ne 
font  autr«  chofe  que  des  prifmes  femblables ,  mais 
dont  les  bafes  font  des  cercles. 

Corollaire  IL  II  fuie  du  Corollaire  précé-* 
dent  que  les  pyramides  &  les  cônes  femblables  font 
en  raiibn  triplée  de  leurs  dimenfions  homologues  ; 
car  les  pyramides  femblables  font  le  j-  des  prumes 
femUables ,  &  les  cônes  femblables  le  \  des  cylin- 
dres femblables  j  or  les  7  font  comme  les  tousj 
donc  9  &c. 

CoROLLAT&s  m.  n  fuie  do  dcmîer  Coronaire  qae 
les  polyèdres  réguliers  (èmUables,  farexempU ,  les  tétraèdres 
(èmblaolos,  Ibnt  en  raifon  triplée  de  lents  rayons  dr<»ts«  on 
en  général  de  leurs  dimenfions  homologues  :  car  les  polye« 
dres  r^;uliers  feipblables  font  compofib  d'un  même  nombre 
de  pyramides  femblables  ;  donc ,  ècc* 

Corollaire  IV.  IL  fuit  du  Corollaire  fécond 
que  les  fpheres  font  comme  les  cubes  de  leurs 
rayons ,  ou  de  leurs  diamètres.  Car  on*peut  conH- 
dérer  deux  fpheres  comme  compofées  aun  même 
nombre  de  pyramides  fembkbles  qui  ont  leur 
fommet  au  centte  ,  leur  bafe  fut  U  furface ,  & . 
•dont  la  hauteur  eft  égale  au  rayon  de  chaque 
fphere  ;  donc  ces  fphereis  font  entr'elles  comme 
les  cubes  de  leurs  rayons ,  pu  de  leurs  diamètres  j 
car  les  diamètres  font  douUes  des  rayons. 
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Remarque.  Gn  peut  dcmoiïfrer ce  Corollaire 
de  cette  autre  manière.  Soit  r  le  rayon ,  c  la  cir- 
conférence d'un  grand  cercle  de  la  première  fphere 
Ay  d  ïe  rayon  ,  / la  circonférence  de  la  féconde 

fphere  a,  ï-a  premiece  As=s  irc  X— = •La 

féconde  fphere  a  =  • :  donc  A  :  ail        ^-  ; 

llr^cld^  f  {en  diyiÊinr  par  7 )  j  mais  les 

grands  cercles  de  ces  fpheres  ont  leurs  cyconfc^ 
rences  proportionnelles  a  leurs  rayons  j  donc  nd 

::c:/;donc-^  =  yrîdonc^»=:^Xy» 

-r—  X  -7  =  -TT'  C^cft-'à-dîre  que  la  raifon  de  A'^ 

çft  triplée  de  la  raifon  des  cubes  iies  rayons  y  ou  des 
diamètres.  Puifque  évidemment  A  :  a  ::  r^  :  dl 
::8r3  :  Si/^  Ox  tr^  ScSd^  font  les  cubes  des 
diamètres  ir  ëc  id  ;  donc  fi  r  ses  i  8c  ds=zi  ^ 

1*021  aura  A  :tf:;i  :  8. 

txi.  Tr£oiiem£.  Un  pàraliéiipipedt  y  dont  les  dimenjions 
a  9  b  )  h  font  gn  proportion  continue  »  peut  être  réduit  en  um 
culft  de  même  folidîté  qtte  lui.  Qir  puifqae  aibi'.bxh^  Ton  9 
^^^w^ahf  Se  en  mnlcipliaot  les  deux  ipembrçs  de  cette  équa- 
tion par  i  y  il  vient  b^  ^sa  ahh\  oi  abh  exprime  la  fplidité 
du  paraliélipipède ,  U  b^  la  foUdicé  d'un  cube  dont  le  côté 
H»  ^  ^  donc  y  &c. 

121.  Pkoblbiib.  Faire  un  cube  double  dmt  autre  cube.  Soie 
s  le  côté  du  cube  iM!opoCî ,  a^  (èra  fa  (blidicé,  za^  le  cube 
double  cherché.  Les  côtés  de  ces  cubes  font  entr'enx  comme 

■3  J  ! 

y(«f3)  :  v(iiz3)aeiiy(i);  or  il  n'eft  pas poflible  de  ttpù« 

ver  exaâement  la  racine  trolfiéme  de  i ,  par  laquelle  il  fau- 

droit  multiplier  le  cÔté  du  cube  donné  pour  avoir  celui  '  d« 

cube  cherché;  donc  le  Problème  eft  Impolfiblc  arlthmétiqut^ 
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ment*  Si  l'on  veut  fe  contenter  d'one  approximation  ,  on 

prendra  la  valeur  de  y  i  en  décimales , /3n  aura  i<%  en  (è 
tenant  aux  dixièmes;  5c  multipliant  le  côté  a  par  i*x  ou 
aura  le  côté  d'un  cube  à-peu-près  double  du  propofé.  En 

poullânt  l'aproximation  de  y  &  plus  loin  «  on  auroit  un  cube 
qui  approcheroit  plus  du  cube  demandé*  On  ne  peut  pas  non 
plus  trouver  par  l'arithmétique  un  cube  triple ,  quadruple, 
quintuple  y  &c«  d'un  cube  propofé  ,  parce  que  3  >  4>  f  >  &c. 
ne  font  pas  des  cubes  'y  tnais  on  peut  trouver  un  cube  d'une 
multiplicité  exprimée  par  un  nombre  cube  'y  ainfî  on  peut 
trouver  un  cube  oéhiple  d'un  autre  cube  <i}.  Car  l'on  aura 
le  cube  demandé  -»  8tf '  >  or  lé  côté  d'un  tel  cube  c^=ia'y 
donc  y  Sit.  * 

113.  Problème.  Mefurtr  lafolidké  <tunt  muraille 
dont  l'épaiffiar  cjl  de  ^  pieds  j  la  longueur  de  11  & 
la  hauteur  de  i  o.  Je  malciplie  la  longueur  1 1  par 
l'épaiflfeur  }  ,  le  produit  5  6  pieds  quarrés  donne 
U  bafe  de  la  muraille.  Cette  oafe  étant  mueipliée 
par  la  hautetir  i  o  ,  le  produit  eft  3  60  pieds  cubes , 
iblidité  de  la  muraille. 

114.  Problème.  Mefurer  un  obélifque  (c'eit 
une  pyramide  de  pierre  ou  de  marbre  )  dont  la 
bafe  eft  de  11  toifes  quarrées  y  &  la  fauteur  de  ^q 
toi/es.  Je  multiplie  la  bafe  par  le  tiers  de  la  hau* 
ceur  y  le  produit  110  me  fait  voir  que  la  foHdiré 
cherchée  eft  de  1 10  toifes  cubes. 

Remarque.  On  mefure  les  folidités  en  pieds 
cubes  ,  pouces  cubes ,  toifes  cubes ,  Sec.  Là  toife 
cube  vaut  11^  pieds  cubes,  parce  que  la  toife 
vaut  6  pieds,  6c  que  le  cube  de  £  eft  ii<>.  Le 
{>ied  cube  vaut  171S  pouces  cubes  ,  parce  que  le 

*  On  peut  faire  un  cube  double  d'un  autre  en  (è  fervant 
des  lignes  courbes  pour  trouver  le  coté  de.  ce  cube  ,  ainit 
qu'on  le  verra  dans  la  £iite  de  cet  Ouvrage. 

pied 
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pied  vaut  1 1  pouces  6c  que  le  cube  de  1 2  eft  x  718* 
Le  pouce  cube  vaut  1718  lignes  cubes,  &  la  li* 
gne^j^  vaut  17x8  points  cubes;  parce  que  le 
poud^Bul  1 1  lignes  ,  &  la  ligne  i  z  points. 

j  i^T  Problème,  Trouver  lafoUdité  (Cunefpherc 
dont  U  diamètre  ejlfuppofé  de  14  pieds.  Je  cherche 
par  le  rapport  à'Ârchiméde  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  de  cette  fphere  ,  en  difant  7 : 1 1  :  : 
i^Mx  (circonférence  cnerchée)  ?s=  44.  Muitir 
pliant  cette  circonférence  par  le  diamètre  1 4  >  1^ 
produit  616  me  fait  voir  que  la  furface  de  cette 
fphere  eft  à^  616  pieds  quarrés.  Multipliant  cette 
furface  par  le  tiers  du  rayon  ou  par  j  ,  le  produit 
eft  1 4}  7  -h  7  pieds  cubes  ,  folidité  demandée.  On 
trouveroit  un  produit  plus  exaâ  en  fe  ferrant  du 
rapport  de  Métius. 

\x6*  Problème*  Troitvtr  ta  folidîtf  <tun  corps  fort  irrégU'^ 
lier ,  tel  fue  le  caillou  p  (fig.  107  )•  Ayant  mis  ce  corps  p  dsLoS 
un  va(è  cylindrique  ou  priCnatique  a  b  g/ ,  vetfez  dans  ce 
vafe  de  l'eau  ou  du  fable  bien  fin ,  ayant  (ôin  de  rendre  (a 
furfàce  parallèle  â  celle  du^afe,  jufqu'à  ce  que  It  cotps  p  en  foie 
entièrement  couvert.  Marquez  en  cd  \z  Hauteur  du  fkbie  on 
de  Téau ,  -âtez  enfujte  le  corps  p  du  vafe  ,  le  fable  reflant' 
remplira  Tefpace  m/gn.  Donc  Tefiïace  mcdn  fora  l'eipace 
qu'occuponk  corps  p  ^  or  il  efl:  aifë  de  mefiirer  cet  e(pace 
en  multipliant  fa  hauteur  cm  par  la  bà(e  du  vafe'3  donc  il  eft 
aifé  de  mefurer  la  folidité  du  corps  p  \ 

De  la  Trigonométrie. 

ixj.  La  Trigonométrie %ft  l'art  de  refoudre  ce 
Problême  :  Trois  de  ces  cinq  chofes  j  deux  angles 

*  11  peut  y  avoir  une  petite  erreur  d  caufc  du  âble  qui 
peut  s'attacher  au  caillou ,  ou  de  l'eau  qui  peut  s'attacher  à  fà 
furface  ou  s'introduire  dans  les  porcs  du  caillou  j  mais  c*cft 
trop  peu  de  chofe  pour  y  avoir  égard. 

Tome  L  £e 
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&  trois  cotés  d^un  triangle  étant  donhécs^  trouver  Us 
deux  autres* 

Soit  un  angle  quelconque  acb  (fig.  x^^  dé- 
crivez du  fommec  c  avec  un  ravon  i  ^^B^^  un 
cercle  ahp  g  ^  prolongez  a  c  juliju'eh  p  ,^c  éle- 
vez en  c  la  ligne  ch  perpendiculaire  fur  ac.  Il  eft 
évident  que  rare  A  ^  eft  complément  de  Tare  tar'^  j 
de  même  langle  h  c  i  mefuré  par  cet  arc  eft 
complément  de  l'angle  ica  mefuré  par  lare  ba. 
L'angle  b  cp  e&  fupplément  de  l'angle  bca  de 
réciproquement  ;  il  en  eft  de  même  des  arcs  qui 
meiurent  ces  angles. 

Le  Jinus  d'un  arc  3  ^  eft  une  ligne  b  d  abaifl^e  d 'une 
des  extrémités  b  de  cet  arc  perpendiculairement  fur 
le  rayon  ca  qui  pafTepar  l'autre  extrémité  du  même 
^TCyb  d  eft  aufli  \^  Jinus  de  l'angle  bca  mefuré  par 
cet  arc.  La  perpendiculaire' iz  n  élevée  à  l'extrémité 
a  d'un  des  des  rayons  c  a  jufqu'À  la  rencontre  du 
rayon  cb  prolongé  s'appelle  la  tangente  de  ce  même 
zxcba  ou  de  l'angle  bca  mefuré  par  cet  arc.  La 
droite  en  comprife  entre  le  centre  c  ou  le  fommet 
'  de  l'angle  &  la  rencontre  de  la  tangente  fe  nomme 
la  fécante  de  l'arc  b/i  ou  de  l'anele  bca.  On  ap- 
pelle JinuS'Verfe  d'un  arc  ab  j  Ta  partie  da  6xx 
rayon  comprife  entre  le  finus  bd  (qu'on  appelle 
zxi^ Jinus  droit)  &  l'arc  ab.  Lsi  perpendiculaire  bi^ 
finus  de  l'arc  bh ,  laquelle  eft  =  ci/^  fe  nomme 
le  Jinus  du  complémeru  gu  le  co-Jinus  de  l'arc  ba  on 
de  l'angle  bca 'y  ih  finus  verfe  de  A3  complémeQt 

*  Le  complément  d'un  angle  aigu  eft  la  difiifrence  de  cee 
anele  avec  un  angle  droit ,  de  même  le  complément  d'un  arc 
^90  ^  eft  la  diffiS^ence  de  cet  arc  avec  ^o^.Le  ftipplément  d*un 
angle  ou  d'un  arc  eft  ce  qui  manque  a  cet  angle  ou  à  cet  arc 
pour  valoir  xSo*' 


.0 
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de  ta^  s'appelle  le  c<yfinus  verfc  à^ba,  11  eft  évident 
que  A  m  éft  la  tangente  de  Tare  hb  ^  ou  de  l'angle 
hcb^  complément  de  ^ c ^ :  on  l'appelle  la  co^tan- 
genu  de  l'angle  ^^^  ou  de  t'arc  ba  qui  en  eft  la  me* 
lure.  La  fécante  c  m  de  h  b  eh  appellée  la  co-fécante 
de  b  a  on  de  l'angle  bca.  Nous  ferons  le  finus  ^=^Jin. , 
le  rayon  =  r,  le  co-finus=îco-^Ar. ,  la  tangentes» 
tang. ,  la  co-tangente  =a  co-tang. ,  la  fécante  ^=^féc. , 
la  co-fécante  ts=  co^féc.  ^  le  finus  verfe  =^Jin.  v. ,  le 
co- finus  verfe  r=^ço*fin.  r.  ;  de  forte  que  pour  dire 
le  finus  d'un  arc  a  y  nous  dirons  7^/z.  a ,  &c. 

1 18.  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire  ,  que 
le  finus  y  le  co-finus ,  la  tangente  &  la  co-tangente 
d'un  angle  obtus  bc'f  font  égaux  refpeâifkmenc 
au  finus,  co-finu9 ,  tangente  &  co-tangente  de  l'an^ 

fie  aigu  bca^  qui  eft  fon  fupplément  \  csx  b  d 
tant  une  perpendiculaire  abamée  de  l'extrémité  b 
de  l'arc  bhpùxi  le  rayon  p  c  (  prolongé  )  qui  pafle 
par  l'autre  extrémité  p  du. même  arc  ^  eft  evidem- 
ment  le  finus  de  Tare  bhp  auflî-bien  que  de  l'arc  ba. 
De  même  la  tangente  de  l'arc  bhp  eft  évidemment 
p  o{iti)\  mais  p  0  i=  a  /i :  car  les  triangles  reâran- 
gles  naCy  pco  font  femblables ,  à  caufe des  angles 
droits  nac y  cpOytc  de pco^ssi bca.  D'ailleurs  ils 
ont  les  côtés  cp  Se  ca  égaux  ,  &  les  angles  fur  ces 
mêmes  côtés  égaux  ;  Jonc  ils  font  égaux  ,  &C  po 
eft  =  n tf.  Et  parce  que  h  b  ed  complément  de  bhp ^ 
aufli-'bien  que  de  i  <x ,  rfc  eft  le  co-finus  de  bhp ^ 
auffi-bienque  de  ba\  de  même  la  co-tangente  de 
p  h  by  comme  celle  de  A  ;: ,  eft  =  A  /tz  *. 


*  fo  é»m  dicieée  dans  un  fens  oppofé  a  j  a  eft  négative. 
Mais  nous  ne  fai{ons  ici  accencion  qu  a  la  grandeur  &  non  au 
figne  des  iigne^p  Oy  h  m  ,  &c.  • 

£e  1 
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119.  Si  l'on  prolonge  £1/ jufqu'i  la  rencontre  de 
la  circonférence  en^  ,  à  caufe  de  bg  perpendicu- 
laire (ux  ca^bd  fera  =gd{to)y&c par  conféquenc 
ba  =  ag'j  donc  le  finus  d'an  arc  ^  a  eft  la  moitié 
d'une  corde  be  qui  foutend  un  arc  double  de  ^^i.  Or 
le  diamètre  eft  la  plus  grande  des  cordes  y  donc  le 

{»lus  grand  des  un  us  eft  égal  au  rayon  hc  y  finus  de 
'arc  h  a  ,  moitié  de  la  demi-circonférence  hax.C/e 
finus  eft  appelle  Jinus  total ,  parce  qu'il  eft  le  plus 
grand  àts  imus  \  de  forte  que  les  finus  croifient  i 
mefure  que  les  arcs  a  b  augmentent  depuis  o  juf' 
qu'à  90^  ,  après  quoi  iU  vont  en  diminuant  juf- 
qua  180® ,  où  le  anus  eft  o. 

1 3^  Il  fuit  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  que 
le  finus  de  30°  eft  égal  à  la  moitié  4ii  rayon.  Car 
fi  l'arc  bag  td  fuppofé  de  ^o^  ,  la  corde  bg  fera 
égale  au  rayon ,  &  le  finus  bd  àt  l'arc  ^^  de  jo^ 

f      =  —  s=  — . 

Plus  l'arc  ba  fera  grand,  plus  la  tangente  an 
Ôc  la  fécante  c  n  croîtront  y  cela  eft  évident  :  car 
lorfque  le  point  b  s'éloigne  de  a^  il  eft  vifible  que 
le  point  n  doit  auifi  s'éloigner  de  a ,  c'eft-i-dire 
que  an  doit  augmenter^  mais  an  ne  peut  croître 
à  moins  que  en  ne  croifte*  De  plus  an  6c  en 
deviendront  infinies  lorfque  le  point  b  tombera 
fur  A  r  car  ne  tombera  alors  fur  A  c ,  &  par  confé- 
quent  fera  parallèle  â  la  ligne  an  ;  donc  ces  droites 
ne  pourront  fe  rencontrer  quelques  prolongées 
qu'elles  foient ,  c'eft  pourquoi  on  les  regarde  alors 
comme  infinies. 

A  caufe  des  parallèles  bdôcheon  aura  bi=icd^ 
c'eft-à-dire  que  le  co-finus  d'un  arc  A  a  eft  égal  i 
la  partie  du  r^on  comprife  entre  le  centre  Se  le 
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iînus  du  même  arc;  &  parce  que  dti^=ca  —  cd^  il 
eft  vifible  que  le  finus  verfe  a  a  cl*un  zxc  ab  ^^o^ 
eft  égal  à  la  différence  du  rajon  &  du  co-finus  du 
même  arc.  Mais  dp  y  (inus  verfe  du  Tupplément  b  hp^ 
eft  égal  à pd=pc^cd'j  c'èftà-dire,  que  le  fînus 
verfe  d*un  arc  plus  grand  que  90^  eft  égal  à  la  fbm- 
me  du  rayon  &  du  co-(inus  de  fon  fupplément  a  b. 
ConnoiiTanc  donc  le  co-finus ,  on  aura  tacilemenc  le 
finas  verO^. 

131,  Théorème.  Xtf  tangente  de  45^  eft  égale 
'au  rayon.  Soie  fuppofé  Tare  a  ^  de  45  ^ ,  à  caufe  de 
l'angle  droit  c  an  y  l'angle  cna  complément  de 
l'angle  ne  a  fera  de  4  5  ^^  parce  que  l'angle  ncatfi 
fuppofé  de  45  ^  j  donc  le  triangle  nac  fer^  ifocelle  y 
de  na  =  ca=:r'y  donc  ,  &c. 

i}i.  Théorème.  L*on  a  toujours  les  propor* 
tions  fuivantes.  i^.  Le  rayon  eft  au  co-finus  d*ua  arc 
ou  d*un  angle  j  comme  la  tangente  de  cet  arc  ou  de 
cet  angle  ejc  àjonfinus  j  ou  ï  l  co-fin.  :ï  rang.  :  fin. 
Car  les  triangles  cdb  ^   can  font  femblables  à 
canfe  des  parallèles  bd  ïc  an'y  donc  cal  cdllanl 
bdy  o\irlcofin.zitang.  \fiju  1®.  r\fin.\\C0'tang.l 
cùfia  \  car  les  triangles  femblables  hcm^  icb 
donnent  r  (A  c)  tic=^db  =fin.  Il  hm  f co-tang. 
de  ab)  l  i  ^(co-fin.  deba)j  ou  r  ^  fin.  Il  co-tang.  7 
cofin.  3  ®.  Tàng.  :  r  :;  r  r  co-tang.  ;  car  les  trian- 
gles h  c  m^  nca  ont  un  aagfe  droit ,  le  premier 
en  A  ,  le  fécond  en  ^  ;  de  plus  Tangle  m  de  l'un 
eft  égal  à  l'angle  b  cd  de  l'autre  ^  ces  deux  angles 
étant  alternes-internes  à  caufe  des  parallèles  ca^ 
h  m  :  aînfî  ces  deux  triangles  font  femblables  ; 
&  partant  na  l  ca  H  hclhm  ^  on  tang.  :  r  II 

rr 

r  ;  coûtons.  =  — . 

Ee  j 
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X}).  CoROLLAiHB  L  Donc  on  a  i^.  j£ri.  sa 
--^^- — i  i^cor/En.  sac— . iJ  -^^^^ 


«: »  *  4**.  En  fuppofanc  ra=  i ,  la  première 

équation  donne  fin.  =»  tang.  X  co^^, ,  ou  tang.  =» 
■     '  f    c®.  De  la  féconde  équation  on  tire  aifc- 

ment  co-tang.  =*  ^         = ,  parce  que  la  troi-' 

fX  I 

fîénie  formule  donne  co^tang.  = 


tang»  tang» 

tf ®.  De  co^tang.  =s=  — —  ,  Ton  tire  co-tang.  a  X 

tang.  tf  =s  I  =.  co-tang.  i  X  tang.  b  [a  ic  b  défi- 
gnent  des  arcs  ou  des  angles  ).  Si  dans  la  quatrième 

formule  on  fubftitue  la  valeur — •  de  tang,  , 

co-tang,  ^ 


*  Lorfijue  Tare  dont  on  veut  avoir  la  tangente  devient  un 

quart  de  cercle ,  fa  co-tangeate  »*  o^  de  alors  tang.  «»  — 

"»  00 ,  en  confid^rant  o  comme  une  Quantité  infiniment  petite^ 
d'ailleurs  dans  ce  cas  la  ungente  eft  mfinîe  ,  comme  on  l'a  die 
cl-deflus  n^.  1 30  y  parca  qu'avant  oue  la  Hfcante  &  la  tangente 
foient  devenues  parallèles ,  ces  lignes  fe  font  rencontréei 
fous  un  angle  infiiniment  petit  ;  donc  alors  elles  étoîent  in^ 
finies ,  le  comme  on  fuppofe  que  ces  lignes  n'ont  pas  di-* 
minué  en  devenant  parallèles  »  on,  les  regafde  encore  commo 
infinies;  &  elles  ne  'doivent  pas  £tre  regardées  comme 
infinies  prcfcjfément ,  parce  qu'elles  (ont  par^dleles  :  car  deux 
lignes  parallèles  (ont  deux  Hgnes  indéterminées  qui  ne  peu* 
vent  véritablement' jamais  Ce  rencontrer  j  mais  qui  «e  ipnt  paf 
plutôt  infinies  que  finies* 


Gbombtrib.  439 

Ton  aura ,  en  miiltiplîant  par  co-fin. ,  la  formule 

y» 

/&!.  = ^.  Subflituanc  dans  la  féconde  for- 

mille  —  à  la  place  de  co^tang.  ^(  en  fuppoiknt 
tx>uiours  r  =  1  )  on  â  co-Jin.  =  — — . 

'  tang. 

154.  Corollaire  IL  II  fuit  de  la  troisième 
formule  du  Corollaire  précédent  >  c'eft-à-«dire ,  de 

réquacion  tang.  =  — — ,  que  fi  Ton  a  deux 
arcs  a  8c  b  y  Ton  aura  tang.  a  :  rang,  tll 


r^ 


co-tasg.  A 

7  ,  ou  (  parce  que  les  ftaAions  qui  ont 

même  numérateur,  font  en  ralfon  inverfe  des  déno« 
minaceurs)  tang.  a  :  rang,  i  :  ;  co-cat^.  b  :  co*cang.  a , 
c^eft-à-dire  que  les  tangentes  font  en  raifon  inverfe 
des  co-tangentes.  La  même  chofe  peut  fe  démon- 
trer encore  de  cette  manière  :  par  le  Théorème 
précédent ,  tang.  l  nirl  co-tang.  ;  donc  tang.  a  x 
cO'tang.  tf  =?  r* ,  &  tang.  b  X  co-tang.  i=r*  j  donc 
tang.  a  X  co-tang.  a  =^tai^.  b  X  co-tang.  b  ;  donc 
tang.  a  :  tang.  b  II  co-tat^.  b  :  co-cang.  a. 

135..  9  KOBt^WE.  Etant  donné  le  Jinus%f  d*uft 
arcz,  m^trouver  le  Jùuis  <r  un  arc  double  9,mh{Bg.  IQ9). 
Menons  bd  perpendiculaire  fur  cay  8c  du  pointe 
la  perpendiculaires  m  fur  le  milieu /de  la  corde  bo;^ 
Ptiifque  â/eft  connue ,  fon  double  ab  le  fera  auffî 
or  les  triangles  cfa  y  bda^  ayant  un  angle  com  ^ 
mun  en  â^ ,  &  de  plus  chacun  un  angle  droit  y  fon  ^ 
femblables;  àoncca  l  cfllbalbdy  ou  r  r  co^/T/z. de 
Tacc  donné  :i2>{ib  du  même  arc  \/£n.  de  Tare  double. 

£e  4 


/ 
* 
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Remarque  I.  Nous  avons  fuppofé  le  co- 
finiis  c:/ donné  ,  parce  que  le  finus  a/ étant  connu 
il  eft  vifible  par  la  propriété  du  triangle  redbangle 
cfa ,  que  c/=  \/[  (c^)*  —  (/^)*3>  o^  c<hfin.  = 
y'f  r*  —  (jf/2.  J  *  ] ,  &  réciproquement  on  voit  que 
fin.  pr^  \/[  r»  —  \<^o-fin^^'\  ;  c'eft-à-dire  que  pour 
avoir  le  co-finus ,  lorfqu  on  connoît  le  linus ,  il 
faut  du  quatre  du  rayon  fouftraire  le  quatre  du 
finus  &  prendre  la  racine  du  refte ,  &  jpour  avoir 
le  finus  quand  on  connoît  le  co-finus,  il  niut  retran- 
cher le  quarré  du  co-finus  du  quarré  du  rayon  & 
prendre  fa  racine  du  refte- 

Remarque  IL  Si  Ion  vouloir  avoir  le  finus  de 
Tare  fimple  am ,  étant  donné  le  finus  &  le  co-finus 
de  l'arc  double  ah  ^  çxi  remarqueroit  que  (&a)^  = 
[b  d)^ '\r{d  ct)^  ^  par  la  propriété  du  triangle  reâ:an- 
jle  ,  ou  [hà)^  rssifin.^  a  -+-  {fin.  v.)*  a  ,  en  fuppo- 
ant  l'arc  double  =  tf  j  donc  A<2=  \/[  [fin*)^  a  -H 

[fin.v.Y  ^]>  &  af^=cx  -^zsz finus  Jie  l'arc  fimple 

s=  l  ^[fin.^  a  H-  {fin.  v.)*  <î  ]  ;  or  connoifTant  le 
finus ,  on  connoitra  facilement  le  co-finus  auffi- 
bien  -que  le  finus  verfiî  d  a  qui  eft  ici  =  c  a  —  cd. 
Voyez  le  n°  150. 

1^6.  Problème.  Connoiffant  Us  finus  de  deux 
arcs  d  1 ,  a  1  trouver  les  finus  de  leur  fiymme  ou  de 
leur  différence  (  fig.  ii  i .  ).  Soit  l'arc  dl^=ib  ^  l'arc 
al'=za.  Il  eft  évident  que  ^  ^  eft  le  finus  de  l'arc 
ah  d  y  fomme  de  ces  deux  arcs  j  &  fi  l'on  prend 
l  h'=^dly  A  jc finus  de  a  l  —  hl^  oxxàtal — dlitxTL 
le  finus  de  la  différence.  Puirqu'on  connoît  le  finus 
de  a  &  de  ^ ,  on  connoît  aufii  leur  co-finus  (1)5  ). 
Des  points  d^  l ^  h  ayant  abaifle  des  perpendicu-^ 
litres  fur  ^  <; ,  du  .J>oint  ^  la  perpendiculaire  bp 


i 
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ùiT  d  q  y  du  point  0  milieu  de  la  corde  db  les 
perpendiculaires  o  g  ,  o  m  y  &c  tiré  la  ligne  t  o 
qui  3  paflànt  par  le  centre  &  le  milieu  de  la  corde 
d  AytA  nécellàirement  perpendiculaire  à  cette  corde 
(io}y  i  caufe  des  parallèles p  b  y  go  les  lignes 
dpyd  b  feront  divifées  ptbportionnellement  eng  &c 
enoy<xdbe&  divifée  en  deux  également  en  0  : 
donc  dp  ea  auilî  divifée  en  deux  également  en  ^  ^ 
6c  d  g  =ig  p.^zis  les  triangles  femblables  cln  j 
co  m  donnent  cl  \  co  l\  In  \  o  m  y  ou  r  :  co-fin,  b 

:  :  lin.  a  l  o  m  =i .    Les   triangles 

c  l  n  y  d  g  o  ayant  (  par  conftruâion  )  tous  leurs  cô** 
tés  perpendiculaires  l'un  à  l'autre  font  femblables 
(49)  j  donc  c/  l  c  n  H  do  *  g  d-y  ou  r  :  co-fin.  a 

un.  b  \  gd  :=• •  Maisa^ssq/rx 

dg='^g'^gdy   ^^x^  gq  —  pgzs^ 
g-^^  dg  \   donc  d  q  OM  fin.  {  d-^  b  )  = 
n,  a  X  co-fin,  5-4-  fin.  b  x  co-fin.  tf    «    .  /-     /  ,% 

yOCbxovL  un.  [a — b) 


i 


r 

fin.  tf  X  co-fin. 5  —  fim  5 X  co-fin.  41   ^,  ^  \  t-         , 
= : .  C  eft-a-dire .  U 

r 
Jinus  de  la  fomme  de  deux  arcs  a  â^  b  (  nous  fup* 
pofons  a  plus  grand  que  b  )  ç/?  égal  au  produit  du 
Jinus  de  zpar  le  co-finus  deh  y  plus  le  produit  du  Jinus 
de  b  par  U  co-Jinus  de  2. y  le  tout  divifé  par  le  rayon; 
&  le  Jinus  de  la  différence  de  ces  mêmes  arcs  ejl  égal 
au  produit  du  Jinus  de  a  par  le  co^Jinus  de  \>y  moins  U 
proâuit  du  Jinus  de  b  par  le  co-Jinus  de  Zy  le  tout  di^ 
yijé  par  le  rayon. 

137.  Problème.  Connoiffcau  tes  co-Jinus  de  deux 
arcs  a  6  b ,  trouver  le  co-Jinus  c  q  ^  leurjomme ,  & 
le  co-Jinus  ex  de  lenf  différence.  A  caufe  des  par^-« 
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leles  dq  yom^  ^  x^  il  eft  vUîble  que  les  lignes  di^ 
q  X  font  divifées  proporcionneliemenc  en  o  &  en  m, 
mais  U  ligne  db  ^  divifée  en  deux  également 
en  o\  donc  qx  q&  auflî  divifée  en  deux  également 
en  m.  Cela  pofé,  les  triangles  femblables  cln^ 
corn  donnent  c  1 1  c  o  :i.i^  :  c  m  y  on  r:  co-fin.  i 

co-fin.4X  co-fin»^    . 

::  co-fm.  a  :  cm  = Les  trian- 

r 
gles  femblables  c/ XI,  dgl donnent  cj  :  ln\l  do  l 
go  =^'q  m  ssss  mx  ^  our;  Cm.  a  II  fin.  à  l  qm, 

fiiu  a  X  fin.  b         , 
ses  ■  j    donc  c  q  =  cm  —  q  m  i=a 

oo-fin«  a  X  co  fin.  i  — fin.  tf  x  fin;  ^      ^ 

r 
co-fim  a  X  co-fin.  ^  -f-  fin.  4  x  fin.  &     ^^  n  \ 

mx=ss  '  '■ .   C  elt-a- 

r 
ditt  le  co-fînus  de  la  fomme  de  deux  arcs  eft  égal  au 

{produit  des  co-(inus  de  ces  arcs  moins  le  produit  de 
eurs  finus ,  &  le  co-Haus  de  la  différence  des  deux 
arcs  eft  égal  au  produit  des  co-finus  de  ces  arcs ,  plus 
le  produit  de  leurs  finus,le  tout  divifé  par  le  rayon. 
138.  Théorème.  La  fommc.  des  finus  de  deux 
arcs  ad  =  aj  ab  =  b  (fig.  iii)^/?  à  la  diffé- 
rence de  ces  mêmes  finus^  comme  la  tangente  de  la 
moitié  de  la  fomme  de  ces  arcs  eft  à  la  tangente  de  la 
moitié  de  leur  différence  :  ou  fin.  a  '^fin.  b  :  firu  a 

/•    t                  (*+^)               (^— *)  i- 

-^fin.  b  ;;  tang. :  tang. ,nouslup 

pofons  a^  h.  Ayant  tiré  le  diamètre  ag^  prenez 
a  q  assa  d  y  menez  la  corde  d  q  qui  fe»a  néfcef- 
fairement  perpendiculaire  fur  a  g*  Par  le  point  b 
rirez  b  m  parallèle  i  ga  ^  de  par  ccmléquent 
perpendiculaire  fut  d  q  y  du  point  m  menez  les^ 
cordes  m  d  ,  mq  ^  Se  d'un  rayon  m  c  égal  à  ce^ 
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lui  du  cercle  admgq^  décrivez  l'arc  xc  qui  rem 
contre  b  m  enc,  Ôc  par  le  point  c  tirez  la  ligne 
n cp  . perpendiculaire  i  bm  \  les  lignes  ne,  c p 
ièronc  les  tangentes  des  angles  d  mb  y  bm  q{  qui 
ayant  leur  fommet  i  la  circonférence  du  cercle,  ont 
pour  mefure  la  moitié  des  arcs  d  b  Sfib  q  compris 
entre  leurs  côtés  ).  Or  dbsaa  d  — -  ab  s=sa  — 
b  y  Scbqssba-^aqsrs  ad-^b  a^ssa  -+-  A  ; 
donc  ces  angles  (  que  je  défignerai  par  les  va^ 
leurs  des  arcs  qui  les  mefurent }  font ,  le  premier 

s=» ,  &  le  fécond  5=  '  ;   donc  ne  =sz 


(a  —  i)  (^  +  *)      ^        .    ' 

rang.  ^icc  p^=^  tang.  a=  .   De  plus 

oç  =  oi-4-ij=aAA-4«i/ieftla  fomme  àes  firius 
des  arcs  aicby  6cd  o=^di  —  oi  t^  leur  diffé- 
rence. Ma^s  à  caufe  des  parallèles  dq  ^  nples 
triangles  mo  q  ^  mçp  font  femblables  ,  auffi  bien 

3ue  les  triangles  m  do  y  mnc ^  8c  les  premiers 
onnent  oql  cp  II  mo  l  me  y  tandis  que  les 
derniers  donnent  do  !  ne  ;t  m  0  l  m  c  ;  donc 
o  q  Z  e  p  II  d  o  l  n  c  y  on  y  altcmandoy  o  q  l 
d  o  II  cp  l  ne  y  ou  fin.  «  -h  fin.  i  ;  fin.  a  -—fin.  b 


•  • 


tang.     '  '      î  c^^g*   • 


CoR(ft.LAiRE.  Donc  on  a  aufii  co-fin.  a+co-fin.  b  : 

co-fin.  fl— -co-fin.  3  :î  co-tang.f j  '  tang.f 1. 

Car  les  co-finus  font  les  (Inus  àes  complémens  ;  donc 
par  le  Théorème  la  fomme  àQ%  finus  des  complet, 
mens  eft  i  leur  différence  comme  la  tangente  de  la 
moitié  de  la  fomme  des  complémens  à  la  tangente 
de  la  moitié  <le  la  différence  de  ces  complânens 


N 
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Mais  U  moicié  de  la  fomm^  des  complémens  des 
deux  arcs ,  eft  le  complément  de  la  moitié  de  la 
ibmme  de  ces  arcs ,  &  la  demi-<lifFérence  des  com- 

Îlcmens  eft  égale  à  la  demi-diiFérence  de  ces  arcs* 
)onc,  &c. 
Il  eft  facièe  maintenaiu  de  trouver  tous  les  6nus^ 
Le  finus  de  jo^  étant  donné  (130),  on  trouvera 
facilement  celui  de  i5^(  i}5)>  enfu^te  celui  de 
7^  r  >  P^i^  celui  de  3  ^  j ,  &  ainfi  de  fuite  en  al- 
lant par  les  moitiés  jufqu*à  la  douzième  opération 
jui  donne  le  finus  de  5 1  44'''  i"^'  ^.  Et  parce  que 
es  finus  des  arcs  fort  petits  fe  confondent  avec 
ces  arcs  &  leur  font  proportionnels  ,  on  fera  corn- 
me  cet  arc  eft  à  fon  finus ,  ainfi  Tare  d'une  mi* 
nute  eft  i  fon  finus.  Ayant  le  finus  d'une  minute  on 
trouvera  facilement  celui  de  z^  (  1 3  5  ).  Suppofant 
cnfuire  lare  de  1'  =  A  ,  celui  de  1'  =  ^ ,  on  trou- 
vera (13^)  celui  de  3'.  Faifant  enfuite  celui-ci = 
a  Se  celui  de  1'  z=byOn  aura  de  même  celui  de  4^ , 
&  aind  de  fuite  jufqu  à  30^,.  Ayant  le  finus  de  30^ 
pour  avoir  celui  d'un  arc  plus  grand,  par  exemple^ 
celui  de  3  5  ®  ,  on  fera  a  =  30®  ,  &  A  =  5  **.  Pour 
avoir  celui  de  30®  1' ,  on  fera  a  =  30°  &  ^=?:  1^, 
&  ainfi  de  fuite  jufqu'à  60^.  Ayant  le  finus  de  ^o^ 
ppur  avoir  le  finus  d'un  arc  plus  grand ,  par  exem^ 
pU  celui  de  6x^  ,  on  fera  a  =  60^ ,  *  =  1° ,  & 
ainfi  de  fuite  jufqu'à  90^.  A  l'égard  des  iLrcsL  plus 
grands  que  90^ ,  comme  leurs  finus  font  les  mêmes 
^ue  ceux  de  leurs  fupplémens  ,  on  n'aura  aucune 
peine  à  les  trouver  :  ainfi  les  finus  de  100^  fera  le 
xnème  que  celui  de  80^.  A  l'égard  des  co-finus  il 
eu  aifé  de  les  avoir  dès  que  l'on  connoit  les  finus  : 
puifque  le  co-finus  eft  égal  à  la  racine  quarréede  la 
nifiçiencç  4u  quatre  du  rayon  au  ç[uarré  du  finus 
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(  I  )  5  ).  A  l'égard  des  tangentes,  les  triangles  reftan- 
gles  femblables  cdh  yCan  [fig.  1 08  )  donnent  cdl 
d  b  ;;  cal  an^oxx  co-ftn.  :  fin.  ::  r  :  tang.  Donc 
connoiflant  le  (inus  &  le  co-fînus  d^an  arc  ,  on 
trouvera  aifément  la  tangente  de  cet  arc.  On 
aura  aufli  facilement  la  co-tangente  par  la  pro- 
portion rang,  r  l\  r  l  co-tang.  Suppofant  le  rayon 
de  1 0000000000  parties  égsues  ,  le  finus  de  30^ 
fera  de  5000000000  de  ces  mêmes  parties  y  on 
trouvera  en  fuite  ,  par  ce  que  nous  venons  de 
dire ,  les  ^nombrçs  qui  défignent  les  finus ,  les 
co~finus  &  les  tangentes  des  arcs  plus  grands  ou 
plus  petits  que  jo^.  A  Tégard  des  logarithmes  de 
ces  mêmes  anus  qu'on  trouve  dans  les  tables ,  ayant 
trouvé  les  nombres  qui  défignent  les  finus  ,  on  a 
cherché  leurs  logarithmes  qu  on  a  mis  à  la  place  de 
ces  finus  dans  les  tables  dont  on  fe  fert  maintenant^ 
de  forte  qu'à  préfent  on  ne  fait  guère  ufage  que  des 
logarithmes  tant  des  finus  que  des  co*  finus  ,  tan- 
gentes &  co- tangentes. 

Si  Ton  veut  avoir  la  fécante  par  le  moyen  du 
co-finus  &  du  rayon  ,  on  ^  remarquera  *  que  les 
triangles  femblables  bcdy  ne  a  donnent  (  en  fàir- 
fant  Tangle  ^  ctf  =  a)  co-fin.  a:ic  =  r::c^  = 

r  ;  c /i=  fée.  a  =  — - — •  On  voit  auflique  c nz=s 

co'Uiua  * 

fée.  tf=  ^[rr-^-  (rang.)*  a]  Se  cm  =  co-fcc.a 
=  \/[  r  r  •+•  (co-tang.)  *  «  ]. 

Remarque  I.  Le  finus  d'un  arc  ak  de  90^ 
efl  égal  au  rayon;  mais  fon  co  finus  efl  =0: 
car  le  co-finus  cd  ou  bi  devient  o  lorfque  l'arc 
b  h  devient  o  »  c'efl-à-dire ,  lorfque  l'arc  a  b  de* 
vient  n  A. 


•« 


0 
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Remarque  IL  Poar  avoir  la  corde  d'an  arc  don- 
né ,  cherchez  le  finus  de  la  moiric  de  cet  arc  y  le 
double  fera  la  corde  cherchée.  Par  exemple  j  pour 
avoir  la  corde  d'un  arc  de  40^  ,  cherchez  dans  les 
tables  le  finus  de  lare  de  10^ ,  le donblede  ce  fînus 
fera  la  corde  cherchée  ^  mais  cette  corde  apparrieo- 
dra  à  un  cercle ,  donc  le  rayon  fera  celai  des  tables. 
Pour  avoir  la  corde  de  40^  dans  un  cercle  donné  y 
faites  cette  règle  de  trois.  Le  rayon  des  cables  eft 
au  rayon  du  cercle  donné  comme  la  corde  trouvée 
efi:  à  la  corde  demandée.  Cette  règle  eft  fondée  fur 
ce  que  dans  deux  cercles  ,  les  cordes  de  deux  arcs 
femblables  font  entr  elles  comme  les  rayons  de 
ces  cercles. 

13^.  TBéoRBifB.  Etant  donné  un  angle,  ^  fappelUrai  z , 
ton  a  la  proportion  ,  U  finus  de  tangU  z  eft  â  U  fomme 
du  rayon  &  du  co-finus  du  même  angle  ,  comme  la  tangente 
de  la  moitié  de  tangle  a  eft  au  rayon.  Soit  l'angle  A  C  P 
(  fig.  1 10  )  =  tf ,  Tangle  infcrk  A  B  P  fera  la  moitié  de  a.  Se 
jDenant  par  le  ceAcre  C  de  l'arc  A  P  ,  la  ligne  C  N  parallèle 

àBP,rangleNCA  =  PBAfcra=-^  ,  &  AN  fera-. 

X 

a 
tang,  — .  Mais  les  triangles  reôanglcs  femblables  BPD  , 

NC  A  donnent  PD:DB;:NA  :  C  A,  ou  fin.a  :  r+co^a.a 

::    tang.  ^  :  r.  Donc  r+  co-fin.  12=  I-^-l±. 

*  a 

tang.- 

Kbmakqub.  Parce  que  l'angle  A  P  D  eft  mefiuré  par  la  moi- 
tié de  l'arc  AF ,  &  que  A  F  eft  =  A  P  dont  la  moitié  mcfure 
l'angle  N  C  A ,  il  eft  vifible  que  les  triangles  redanglcs  N  A  C , 
PDA  font  femblables.  Donc  PD  :  A  D  ::  C  A  :  A  N,  ceft- 

à-dire, fin.  a  :  r-^  co-fin.ii  ::r  :  tang.  — •  Ainfi  r—  co-fin.  a 

Cm.  a  '     .         r-co-(în.tf        U^^g.)-^ 

-" — : r =«  -..,  «Doiic 


•  tang.  —  ;  &  ^—- -. 


rr 
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•nAiidlh* 


(r — coGiUiiX        f^         ^.  ,  ,    ,  ^- 

T^Ç^Î^a)  =  ('-«?•  )M  *  ••  ma«  {  ce-tang.  Y  - 

Nous  Tenons  de  voir  que  Ton  a  la  proportion  fin.  41  :  r  -f- 

^  a  ,  a  '  a 

co-un.  tf  ::  tang.  —  :  r:  mais  tang.  —  :  r  ::  r  :  co-cang«  — j 

ainii  fin.  4  :  r  -}-  co-fin.  a  ::  r  :  co-tang.  — .  Maintenant  fi 

Ton  fait  le  quart  du  cercle  b»/!.  Ton  aura  co-tang.  — '  b» 

en  faifant  n  —  a  ^^  p.  Maj$  alors  fin.  4  =  ^id.  p ,  & 
fin./mco>fin.  4  >  donc  la  proportion  fin.  4  :  r  -^  co-fin.  4  :: 

r  :  co'tang. —  deviendra  co-fin.  p  :  r  -f-  ^  /  ••  '*  • 

.tang.f  — ^îl^  Y  De  plus  Ton  a  encore  fin.  4  :  r  —  co-fin.  4 

::  r  :  tang. —  ::  co-ung.  —  :rj  donc  icau(è  de  co-tang.  — 

Wtattg.  («-^^  ^tang    (£  +  1=1^)- 

tang.f— 3Zz  Y  de  fin.  4  B»  co-fin.  p  &  de  fin.  p  =  co-fin*  4» 

Ton  aura  co-fin. /y  î  r — ûn*p  ::  tapg.  f         ^  j  :  r.  Donc 

co-fin./?* tang.  f   ■     '    ^    1 
r  -\-^n  p  — r        •  ^,  r -=-  fin.  p  *— 


c<y&up  •  r        r,-4»-  fin.p 


£     rr  •('+  fin.  p)        f  ^    ^    .,  f  »-¥  P  \ 
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De  la  réfolutiori  des  Triangles. 

140.  Avant  de  padèrà  la  réfolucion  des  txian* 
gles  y  nous  allons  donner  une  idée  du  Grapho^ 
mètre ,  qui  eft  un  inftrumenc  d'un  grand  ufàge 
(fîg.  iij)»  C'eft  un  demi-cercle  abiy  armé  de 
pinnules  ou  de  deux  lunettes  ^  \  l'une  de  ces  lu- 
nettes reprcfentée  par  a  1/  eft  fixe  &  dans  le  fens 
du  diamètre  du  demi-cercle,  l'autre  qu'on  peut  con- 
cevoir repréfentée  wxfg  (  qu'on  nomme  alidade) 
eft  mobile  autour  du  centre  c  du  demi-cercle.  La 
circonférence  de  l'inftrument  eft  graduée.  On  ie 
fert  du^raphometre  pour  mefurér  les  angles.  Par 
exemple^  pour  conqpitre  l'angle  h  co  ^  ayant  fixé 
l'inftrument  en  enfonçant  fon  pied  dans  la  terre 
ou  d'une  autre  manière ,  dirigez  le  diamètre  a  d 
vers  le  pomt  o  ,  ayant  foin  de  difpofer  le  plan  de 
l'inftrument  de  manière  qu'il  fe  confonde  avec 
le  plan  de  l'angle  h  c  0  ^  tournez  enfuite  l'alidade 
f  g  jufqu'â  ce  que  vous  apperceviez  l'objet  h  au 
travers  des  pinnules /&^.  ouppofons  que  l'alidade 
réponde  alors  'i  la  di vinon  marquée  30,  l'angle 
hco  fera  mefuré  par  l'arc  de  }o°  ,  c'eft-à-dire  que 
cet  angle  fera  de  jo^.  Venons  maintopant  a  Iz  ré- 
folution  des  triangles  rectangles  ^^  \  pour  cela  nous 
avons  befoin  des  Théorèmes  fuivans. 

141.  Théo  re  m  e.  te  rayon  des  tables  eft  au 
■  '  ■  ■  I  ■  ■       ■■ 

V 

*  On  fe  fen  Je  plus  fouvent  de  pinnules  au  lieu  de  lunettes* 
LfCS  pinnules  font  des  plaques  de  métal  fendues  verticalement 
pour  donner  pallàge  au  rayon  vifueL  La  Ug.  x  13  repré&nte  un 
graphometre  a  pinnules  &  non  à  lunettes* 

^*  Réfbudre  un  triangle ,  c'efl  trouver  les  côtés  &  les  an- 
gles de  ce  triangle  :  c'eft  du  moin^  dans  ce  fens  que  nous 
prenons  cette  exprefOon. 

Jinus 
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finus  d*un  des  angles  aigus ,  comme  Vhypothenufe 
ejl  au  côté  oppofs  à  cet  angle  (  âg.  114  ).  Soit  le 
triangle  reâangie  cap.  Se  luppofons  que^c/  repré-^ 
fente  le  rayon  des  tables  ;  du  point  c ,  comme  cen- 
tre f  ayant  décrit  les  arcs  dgCcab ,  la  perpendi-^ 
culaire  d  f  fera  le  finus  des  tables  de  rangle  dcf 
ou  acp.  Or  à  caufe  des  parallèles  ap  ^  dfy  les 
triangles  acp  y  dcf  font  ibmblables  &  donnent 
c  d  :  dfllca  :  a/? ,  ou  r  ;  fin.  acpllca  {hypothé'- 
nufe  du  triangle  acp)l  ap,  coté  oppofé  à  l'angle  c& 
On  prouvera  de  même  qi^er  :  fin.  capllca  l  cp  ; 
donc,  Sec. 

ConoLLAiRfi*  Donc  dans  tout  triangle  rec^ 
tangle  a  c  p  Von  a  cette  proj^rtion ,  le  rayon  eft 
au  co-finus  d'un  angle  aigu  >  comme  l'hypothé- 
nufe  eft  au  coté  adjacent  à  cet  aQgle.  Car  l'angle 
cap  étant  complément  de  l'angle  acp  ,  fon  finuâ 
eft  le  co-finus  de  acp  ;  or  nous  Venons  de  voir 
que  r  :  fin.  cap  il  cal  cp  y  donc  r  :  Co-fin.  a  cp 
Il  cax  cp'y  donc  ,  &c. 

141.  ThboII£ME«  Le  rayon  des.tables  eji  à  la 
tangente  d*un  des  angles  aigus  j  comme  le  côté  de 
i* angle  droit  adjacent  à  cet  angle  ejl  au  côté  oppofé 
à  ce  même  angle  (  fig.  115).  Si  Ion  fuppofe  que  la 
partie  c/du  coté  ci  du  triangle  reâangle  ac^ 
repréfente  le  rayon  des  tables ,  ayant  élevé  la  per- 
pendiculaire df  lufqu'à  la  rencontre  de  l'hypo- 
thénufe ,  fdSexTL  la  tangente  des  tables  par  rap- 
port à  1  angle  c  :  mais  les  triangles  femblables 
tdf  y  cba  donnent  cf  l  dfil  cb  l  ab  ^  ou  r  : 
tailg.  c  II  cb  l  ab  i  donc^"  &c. 

On  prouvera  de  la  mèmQ  jmaniere  que  r  :  tang.  d 
:t  ablcb ^  ou  que  ab  l  cb  l\  r  :  rang.  a. 
Tome  I.  F  f 
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La  réfoltttion  des  triangles  reâanglés  £e  réduit  à 
4  cas.  En  eflfet,  parce  que Tangie  droit  eft  une  chofe 
connue ,  &  que  les  deux  autres  angles  font  complé- 
mens  l'un  de  l'autre ,  il  fuffit  dans  un  triangle  rec- 
tangle de  connoître  deux  chofes  difFérentes  de 
l'angle  droit  pourvu  que  parmi  ces  deux  chofes 
il  y  ait  au  moins  un  côté,  pour  pouvoir  réfoudre  le 
triangle  comme  nous  allons  le  voir.  Maintenant 
ou  les  deux  chofes  connues  font  un  des  angles 
aigus  &  un  côté  de  l'angle  droit ,  ou  un  angle  aigu 
&  l'hypothénufe ,  ou  un  côté  de  l'angle  droit  avec 
l'hypotnénufe ,  ou  enfin  les  deux  côtés  de  l'angle 
droit  \  6c  ces  quatre  cas  trouveront  toujours  leur 
folution  dans  une  des  analogies  des  Théorèmes 
ci-de(Ius. 

14}.  Problei*  L  Trouver  la  hauteur  d'une  tour 
ph  en  fuppofaru  fon  pied p  accejjible  (fig.  116.) 
On  s'éloignera  de  cet  édince  i  une  diftance  co  ^ 
telle  que  l'angle  hco^  compris  entre  les  lignes 
qu'on  imaginera  menées  du  point  c  au  fonunec 
&  au  pied  de  la  tour  ,  ne  foit  ni  trop  aigu  ni  fort 
approchant  de  90^  * ,  on  fixera  le  centre  du  Gra- 

f)hometre  en  <r,  on  mefurera  la  diftance  co  mt 
e  moyen  d'une  toife  ,  d'une  corde ,  6cc.  diipo/anc 
l'inftrument  de  manière  que  le  diamètre  a  d  dirigé 
vers  le  point  0  foit  horifontal;  ce  qui  fe  &it  à 
l'aide  d'un  poids  fufpendu  par  un  fil  attaché  au 
centre  :  ce  ni  doit  alors  rafer  le  bord  de  rinftru- 
ment  8c  répondre  à  ^o^.  Ayant  obfervé  le  nombre 


*  Quand  l'ange  c  eft  fort  aigu  ou  approchant  àt  90^^  use 
petite  erreur  dans  l'angle  en*caiue  une  grande  fur  la  diftance  : 
f  erreur  (èra  d'autant  moins  confidérable  que  Fangle  c  ap- 
prochem  plus  d'eue  «•45*^ 


GiouirKîE*  45 1 

^— ^P— — ^fcwl    111  III, 

des  degrés  de  l'angle  açf=ssi  hco  ,  parce  qu'ils 
font  oppofés  au  femtnet ,  l'on  fera  attention  que 
la  hauteur  hp.  de  1  édifice  étant  perpendiculaire  i 
l'horifon  eft  auifî  perpendiculaire  à  la  ligne  hori-^ 
ibntale  co  ;  de  forte  que  le  triangle  h  co  e& 
reâangle  en  0  :  mais  dans  ce  triangle  nous  cpn^ 
noillons  l'angle  ^  &  le  coté  co  ;  donc  pour  avoir 
la  hauteur  ho  ^  on  fera  (141)  r  !  tang.  hcoilcoi 
hof  hauteur  cherchée  à  laquelle  on  ajoutera  o/| 
pour  avoir  la  hauteur  totale.  '^^ 

Rbmauqub.  On  peut  donc  réfoudte  oh  trian^ 
gle  reâangle  lorfqu'on  connoit  un  des  côtés  &c  un 
angle  '  aigu  :  car  ayant  un  des  côtés  on  trouvera 
l'autre  par  le  dernier  Théorème  ,  parce  que  l'on 
connoîtra  néceifairement  l'autre  angle  aigu ,  tom^ 
plément  du  premier  y  mais  on  connoîtra  l'hypo-* 
chénufe  par  l'avant  dernier  Théorème. 

144.  ProUlbmb  il  Dans  un  triangle  acb 
nSangle  en  b  y  connoijjant  deux  côtés  ab  ^  bc^ 
on  propofe  de  trouver  les  angles  aigus  (fig«  115). 
Faites  le  côté  cb\  ab  \\  r  \  tang.  acb.  Cette  tan- 
gente étant  cherchée  dans  les  tables ,  fera  conr 
noîrre  l'angle  cherché.  Cette  analogie  eft  la  inême 
que  celle  du  dernier  Théorème  }  on  a  mis  feule- 
ment la  première  raifon  i  la  place  de  la  féconde 
âc  réciproquement. 

Remarque.  L'angle  c  étant. connu ^  foû  com^ 
plément  cab  fefta  aufli  Connu.  Déplus,  par  la- 
vant dernier  Théorème  Ton  aura  rtdvu  cillai, 
ab  ^  en  &n.  et  rllabtca{  hypothénnfe). 

145.  IProbiemb  m.  Uhypothénufe  ac  &  te 
côté  à  b  étant  donnés  j   trouver  les  angles  aigus. 

Pfa 
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Faites  rhypothénafe  aclzu,  càté abiinûn.  bca. 
Cette  analogie  eft  la  même  que  celle  de  Tavanc- 
dernier  Théorème ,  en  mecunt  la  première  raifon 
à  la  place  de  la  féconde  &c  réciproquement.  L'an- 
gle c  étant  connu ,  ion  complément  a  le  fera  auffi, 

1^6.  ProbleUi  IV.  Etant  donné  un  côté 
cb,  &  un  des  angles  aigus  j  trouver  Vautre  côté. 
Soit  fuppofé  Tangle  a  connu ,  fon  complément  c 
le  fera  a.uilî  >  &  parce  qu  on  connoit  im  des  xôtés , 
par  exemple  ^  le  côté  c  ^  j  on  pourra  faire  cette 
analogie.  Le  rayon  des  tables  efl:  à  la  tangente  de 
4'angle  c  ^  comme  le  coté  c  ^  au  coté  a  6. 

Remarque.  Connoiflânt  les  angles  aigus  8c 
les  côcés ,  on  trouvera  facilement  liiypothénufe 
par  lavant  dernier  Théorème. 

147.  Problème  V.  Etant  dorme  un  des  angles 
aigus  &  Vhypothénufe  y  trouver  le  côté  oppofé  à  cet 
angle.  Faites  »  le  rayon  eft  à  l'hypothénufe  cono- 
me  le  (inus  de  Tangle  connu  eft  au  côté  oppofé. 
£t  parce  qu'im  des  angles  aigus  étant  connu  ^ 
l'autre  imgle  eft  néceflTairement  connu ,  on  trou- 
vera de  même  le  côté  qui  lui  eft  oppofé.  Voilà  ia 
folution  des  quatre  cas. 

De  la  réfolution  des  Triangles  obâqâanglcs. 

148.  Théorème  L  Dans  tout  triangle  abd 
infcru  au  cercle  y  ce  qui  eft  toujours  poilible 
(  voyez  le  n**.  j  5  )  ;  Us  côtés  font  entre  eux  com-' 
me  les  finus  des  angles  qui  leur  font  oppofés 
(  fig.  X  X  7  ).  La  moitié  de  la  corde  a  ^  ou  du  côté 
â^  eft  le  iînus  de  l'angle  adb  ,  moitié  de  Tangle 
acb  ^  parce  que  1  angle  d a  pour  mefure  la  moitié 


mm 
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de  Tare  a  b  y'  c*eft-à*<Iire  ,  l'arc  a x  dont  le  finus 
e(k  ap  moitié  de  at,  J>e  même  la  moitié  da 
côté  a  d  fera  le  finus  de  l'angle  b  y  &  la  moitié 
du  côté  db  y  celui  de  l'angle  a.  Or  les  moitiés  font 
comme  les  tous  ;  donc  les  côcés  d'un  triangle  quel-* 
conque  abd  font  entr'eux  comme  les  unus  des 
angles  qui  leur  font  oppofés^ 

1 49.  PrSbleme.  Etant  donné  un  coté  zh  & 
les  deux  angles  formés  fur  ce  côté  j  trouver  un 
des  autres  cêtés  g ,  par  exemple^  Parce  que  les  deux 
angles  a  8c  b  étant  donnés. ,  l'angle  d  eft  connu 
(  puifque  tes  trois  angles  d'un  triangle  valent  deux 
angles  droits ) ,  on  fera  fin.  d  l  ab  il  Cm.  a  :  g. 
En  faifant  fin.  d  :  ab  II  ûn.b  ify  on  connoîtra 
l'autre  côté  f-s^^ad. 

I  50.  Problème.  Mefurerla  largeur  a p d^unt 
rivitfr^( fig.  118).  Sur  le  bord  ab  mefurez  une 
baft  û^  â-jieu-près  égale  à  la  largeur  cher- 
chée *.  y  &  (uppofant  que  p  eft  un  oDJet  remar- 
quable, fîtué  mr  l'autre  bord  de  la  rivière,  comme 
un  arbre ,  par  exemple  ;  mefurez  avec  le  grapho- 
metre  -  les  angles  '  p  ab  j  p  b'a  ^  ce  qui  vous  fera 
auflS  connoître  l'angle  p.  Faites  enmite  fin.  p  ^  ^' 
ab  il  fin.  b  l  ap  largeur  de  la  rivière. 

iji.  Théorème  Ih  Dans  ^ut  triangle  fca--       ; 
léne  Dca  (fîg.  119)  fî^du  plus  grand  angle  c  on. 
ebaiffe   miç  .perpendîeulairt  fur  le  plus  grand  coté 
b  a  y,  le  plus  grand  coté  fera  à  la  fommc  des  deux 


*  Afin  que  ferrcjur  Je  l'angle  oSfcrvé ,  s'il  y  en  a ,  înfîiie 
toms  èaxm  l'erreur  qu'on' peut  commettre  fur  la  diftance*  De 
lus  il  eft  viiSble  que  pour  z^xAt  h  largeur  ,  il  faut  -que  ap 
<«it  perpendiculaire  au  Ut  dt^  la  nvî^ro» 

Ff  j 
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autres  j  comme  la  différence  de  ces  deux  cçte^  efi  à 
la  différence  des  fegmens  a  p ,  b  p  faits  par  la  per^ 
pendiculaire  pc.   Du  point  c  comme  centre  ,  avec 
le  rayon  c  b  égal  au  plus  petit  côté ,  décrivez  un 
cercle»  &  prcïongez  ac  jusqu'à  la  rencontre  de 
la  circonférence  en  g.   A  caufe  des  deux  rayons 
gç  Se  bc  f  a  g  fera  =s  tf  c  -h  A  c  ,  &  patce  que 
b pt=:pd  {10)  ^   dp  —  bp{etSL=s^p — pd=s 
d^  dif^rence  des  deux  fegmens  ap  y  bp.Deplus 
afsss ac —  c/=E  ac  — r  cb  eft  la  différence  des 
cotés  acSc  çb.  Mais  gaie  b  a  font  deux  fécante^ 
extérieures  dont  les   parties  hors  du  cercle  feint 
réciproquement  proportionnelles  aux  fécaaces  en^ 
fieres  (5^^)  \  àoncab  lag^^ac-^^bc  ;;  aflad\ 
donc .  &c. 

j^i*  Thborphi  Illr  Dans,  tout  triangle fiû!^ 
(êae  a  b  d  (  âg.  iio)  la  fomme  des  deux  côtés 
quelconques  ad,  b  d  efi  à  leur  différence  comme  la 
tangente  de  la  demt-Jomme  des  ofigles  z&h  oppofés 
à  ces  cotés  ^  efi  à  la  tangenu  de- la  demi-rdiffé'- 
rence  de  ces  mentes  angles.  Selon  ce  que  nous 
avoiis  démontré  ci  -  deffus  (  1  )  8  )  la  fomme  de$ 
^nus  des  deux  angles  a  Se  i  d'un  triangle  ai  d 
eft  à  la  différence  de  sts  mêmes  finus.  comme 

fang.  r  -^ — -  1  :  rang,  f  ^~     1  ;  or  les  côtés 

oppofés  aux  angles  a  8c  b  font  dans  le  rapport 
de  leiir  fînus  (  1 4^  )  ;  donc  la  fomme  des  cotés 
pppofés  aux  angles  a  &  3  eft  à  la  différence  de  ce^ 
mêmes  cotés  ,  comme  la  tangente  de  la  demi- 
fommb  des  angles  a  Se  i  ^  eft  i  la  tangente  de  la 
iiemi-différence  de  cei  itiemes  angles* 

Ce^  trois  Théo^fintes  Axffifenc  potit  réfeqiff  v^ 
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triangle  quelconque  dans  lequel  font  données 
trois  de  ces  cinq  chofes ,  i  angles  6c  5  côtés.  Il 
y  a  quatre  cas  y  où  l'on  connoit  deux  angles  Se  le 
coté  compris  encre  cesMeux  angles ,  ce  cas  a  déjà 
été  rélolu  (149)  ;  ou  Ton  connoîc  deux  côtés  8c 
l'angle  compriis  ^  ou  l'on  connoîc  les  trois  côtés  ; 
ou  enfin  Ton  connoît  deux  côtés  8c  un  anele  op« 

5pfé  à  l'un  de  ces  côcés.  Mais  il  faut  obferver 
ans  ce  dernier  cas  qu'on  trouve  un  finus  qui  peut 
également  appartenir  i  un  angle  aigu  ou  a  un 
angle  obius  qui  feroit  fon  fupplément.  Par  exem" 
pic ^  dans  le  triangle  abc (fig.  111),  connoiflant 
les  côtés  ai  j  ac  i  fi  du  point  a  comme  centre 
•  avec  le  rayon  ab  y  on  décrit  l'arc  bd y  le  côté  a d 
fera  égal  au  côté- abySc  les  triangles dae ^  cab 
auront  deux  côtés  égaux  8c  le  même  angle  c  op- 
pofé  à  ces*  côtés  égaux  )  donc  on  ne  pourra  déter* 
miner  l'angle  b  y  i  moins  qu'on  ae  connoifle  l'ef* 
pece  de  cet  angle ,  c'eft-à-^re  y  s*il  eft  aigu  bu 
obtus  :  car  fi  cet  angle  eft  aigu ,  le  côté  a  b  fera 
fittté  fur  le  côté  a  d ,  c'eft-à*dirè  y  i  la  gauche  de 
la  perpendiculaire  ap*y  mais  il  fera  fitué  â  la  droite 
fi  cet  angle  eft  obtiis.  C'eft  pourquoi  dans  ce  cas 
Ton  a  beioln  de  connoître  Tefpece  de  l'angle  op« 
pofé  â  l'aunre  côté  connu. 

153.  Problime.  Cennolffam  Us  côtés  g  &  {  & 
l* angle  a  oppofé  au  côté  g  y  cotmoijfant  de  plus 
Vefpece  de  l^ angle  b  ,  réjoudre  le  triangle  adb 
(  fig.  iiyVSwfes  ( Théorème  1.)  ^ A  :  fin.  ^  ::  adi 
fin.  b.  Dans' cette  proportion  les  trois  premiers 
termes  font  connus ,  puifque  l*angle  a  étant  con-^ 
nu  y  ion  finus  t'eft  aum  par  les  tables  ;  donc  le 
finus  de  l'angle  b  fera  connu*  Ce  finus  peut  ap- 
pa^enkr  i  W  an^le  aigu  Ou  i  on  angle  obtus  qui 

ff4 


wmm^ 
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feroic  fon  fapplément  :  mais  comme  oti  connoîc 
refpece  de  l'angle  ^  ,  il  ne  peut  y  avoir  aucune 
(limculcé.  Ce  finus  étant  cherché  dans  les  tables  , 
pn  trouvera  la  valeur  de  'l'angle  cherché  ;  mais 
Il  l'angle  i  croit  obtus  ,  on  preiidroit  le  fupplémenc 
de  cet  angle.  L'angle  a  Se  l'angle  b  étant  connus  , 
'  l'angle  d  Te  fera  ,  &  l'on  connoîtra  le  coté  ab  en 
faifiint  fin,  a  :  fin.  di\dbl  ab. 

154.  Problqmp«  Connoijfant  Us  trois  cotés 
a  b ,  c  a  ,  cb  d'un  triangle  fcalêne  (fig.  119),  trou- 
ver les  angles^  De  l'angle  c  oppofi;  au  plus  grand 
coté  3  abaiffez  la  perpendiculaire  c  p  fur  ce  plus 
grfind  côté  &  faites  (Théorème  II)  le  grand  côté 
^(l  à.  la  fomme  des  deux  autres  ,  comme  la  ditfe- 
rence  <z/de  ces  deux  côtés  ,  eft  à  la  ditference  a  d 
à^%  ^egmens  faits  par  la  perpendiculaire  cp.  Du 
gra;id  côté  b  a  ôtant  cettjs  différence  ^  ^  ,  il  ref- 
cera  d  b  dont  la  moitié  ^  /?  eft  le  peitit  fegmenr , 

Jiui  étant  retranché  de  ^  a ,  il  reftera  p  a  grand 
egmen,t.  Cela  pofé  dans  le  triangle  reâangle  bpc^ 
on  connoît  Thypothénufe  éc  ^  un  côté  hp\  donc 
(145)  on  connoîtta  Tahgle  h.  De  même  dans  le 
triangle  reâànele  pca  y  on  connoît  le  côté  p  a 
&  1  nypothénufe  ac  \  donc  on  aura  facilement 
l'angle  a,  Connoiflfant  les  angles  b  Sça  ^  on  con* 
noitra  facilement  l'angle  c. 

155.  Remarque.  Nous  avons  fup|K>fé  que  b  p 
étoit.  la  moitié  de  ^  df ,  ce  qui  eft  évident ,  puii* 
qu'une  perpendiculaire cp^  abaifle^ du  centre  d'un 
cercle  fur  une  cordé ,  coupe  cette  cdrde  en  deux 
parties  égales  (  10  ).  Mais  le  triangle  b  c  d  eftifo- 
celle  ou  équilatéral.  Car  les  rayons  bc  8c  c  d  font 
éçaux  ,  &  de  plus  fi  A  <f  eft  égal  à  *  c  >  il  eft  v4fi- 
bÎQ  ^ue  les  trois  côté$  feront  égaux^  JQoac  fi  di^ 
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fomtnet  d'un  angle  quelconque  d'un  triangle  équi- 
latéral,  ou  Ci  du  {ommerde  Tangle  compris  encre  les 
deux  cocés  égaux  d'un  triangle  iibcelle ,  on  abaiHe 
une  perpendiculaire  fur  le  côté*  oppofé  ,  ce  côté 
fera  divifé  en  deux  également. 

15^.  Problème.  Dans  un  triangle  fcaltne  a  b  d 
(  fig.  1 10  )  connoijjant  deux  côtés  a  b,  b  d  6*  l* angle 
h  compris  entre  ces  côtés  j  réfoudre  ce  triangle. 
Cherchez  un  àes  angles  oppofés  aux  côtés  con- 
nus, enfaifant  (152)   b  d-\-  ab  Z  B  d  —  db  :Z' 


teng.  (.- y  :  tang.  (  - — -j ,  le  quatrième  terme 

de  cette  proportion  dont  les  trois  premiers  termes 
font  connus ,  fera  connoître  la  tangente  de  la  demi^ 
différence  des  angles  a  Se  d  y  dont  la  fomme  eft^ 
180**  —  b  {  parce  que  la  fomme  de  deux  angles 
d'un  triangle  eft  le  mpplément  du  troifîéme  angle,  i 
caufe  que  les  trois  angles  d*un  triangle  valent  deux 
angles  droits  ).  Cette  tangente  étant  cherchée  dans' 
les  tables ,  fera  connoître  un  angle  qui ,  ajouté  à  la 
demi- fomme  des  angles^  &  d^  donnera  le  plus  grand 
angle  cherchée  (car.  un  plus  grand  angle  eft  oppo- 
fé a  un  plus  grand  côté  )  ,  &  qui  retranché  de  cette 
demi'fomme,  donnera  le  plus  petit  angle  d  (  voyez 
le  calcul ,  n**  66.  Problème  L  ). 

1 57..  Problème.  Mefurer  la  hauteur  fa  d'une 
tour  dont  le  pied  efifuppofé  înaccejjible  ('fig.  12a  ). 
Ayant  mefuré  dans  la  campagne  une  bafe  A  n ,  je 
pofe  le  graphometre  au  point  de  ftation  î ,  &  diri- 
geant la  lunette  fixe  dans  la  ligne  horifontale  de  8i 
k  lunette  mobile  versâ,  |e  prends  l^angle  ad^c% 
Ponant  enfuite  l'inftrument  à  l'autre  ,point  de  fta^ 
(ion  9  je  prends  l'ange  a  me  fnpplémem  de  langle 
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amd.Je  connoicrai  donc  l*angle  dam  avec  les  angles 
d8c  m  ^  8cle  coté  d  m  du  triangle  ^  a  m;  donc  je 
crouverat  ^ciiemenc  le  coré  ad  y  en  di(anc  fin.  a  z 
d m  II  Cm.  am  d  :  ad.  Connoiflanc  ad ,  je  ferai 
(  141  )  r  l  ad  II  un.  d  l  a  c*.  Joignant  au  cotéa  c 
la  hauteur  c/ 2=  i/^  ,  hauteur  du  graphometre^ 
l'aurai  a  f  hauteur  cherchée.  (  Il  s*agit  ici  de  la 
hauteur  de  la  cour  au-detTus  du  niveau  de  la  cam- 
pagne qu'on  fuppofe  être  une  plaine  ).  En  opéranc 
rr  les  logarirmnes  ,  j'aurai  L  «âc  =  L-a</  + 
•  fin.  d — L  •  r. 

15s.  Problème.  Mefurer  la  diftancc  de  deux 
Ueux  inacceJfibUs  a  £^  b  (  fig.  1 1 3  )•  Prenez  deux 
^ints  de  ftation  c  &  dy  du  point  d  mefiirez  l'anr 

Île  ad  c,  Scda  point  c  mefurez  l'angle  acd.  Alors 
ans  le  triangle  acd  vous  connoifTez  deux  angles 
&  le  côté  c  d  que  je  fuppofe  avoir  été  mefuré  j 
donc  vous  connoftrez  facilement  le  troifiéme  angle 
à  y  &  les  deux  autres  côtés  (  1 49  )  :  ainfi  vous  con-* 
noîtrez  ad  8c a  c.  Réfolvezde  même  le  triangle  b  c  d 
dans  lequel  voui^  pouvez  mefurer  les  angles  c  Scd 
fitiiés  fur  le  côté  connu  c  d  y  .8c  vous  trouverez 
facilement  le  côté  b  c.  Mais  dans  le  triangle  a  cA 
vous  pouvez  mefurer  facilement  l'angle  c  compris 
êiitte  les  côtés  connus  acj  bc  'y  donc (15^)  vous 
pourrez  facilement  trouver  un  des  auttes  angles 
dix     ^ 


côté  tf  ^cherché)  en  faifant  (  1 4S  )  fin.  ab  c  l  ac  il 


m^ 


*  Cette  àhabgle  eft  la  même  que  celle  du  numéro  cité' 
fà  Bolàme  chaiiger  it  place  étu-mo^hs*- 
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fin.  acb  i  ab  ^  dilhince  cherchée  ;  oa  L  •  n ^  =s 
L*tf  c-+-L«fin.  a  cb  —  L*fin.  abc.  Par  exemple , 
fuppofknt.Ga^on  ait  trouvé  le  coté  ac  de  i  lo  toi-» 
fes  y  le  cote  cb  de  141  toifes  &  l'angle  a  cbàe  48^. 
Pour  avoir  les  angles  c  ab^cba'Scle  côté  a  ^ ,  je  re^ 
tranche  4S ^  de  1 80',  il  me  refte  1 3 1^  pour  la  fom- 
Ine  des  angles  cab^cba^  &  par  conjiequent  66^ 
pour  leur  demi  -  femme.  Je  fais  (15^)1 41'  -f* 
i2o'a=itfi*:  141* — ijto'=srxi*  Il  taug.  tftf®: 

tang.f  — :: J.  En  opérancpar  les  logarithmes^ 

•  ■ 

Lôg.  ii-»v !•  341421 

Log.  ung,  66^ •••io^35i4i7 

/  Somme*  ?    ♦  •  •  • f  •«!  1*^93839 

Log.  161 •*  •  •  «if4i83oi 

Refte*  ••  •  t  i 9 •  ^75 S 3 8» 

è*eftvà-dire  ,  de  la  fomme  dés  logarithmes  des 
moyens ,  retranchant  le  logarithme  de  l'extrèmè 
Canna ,  le  refte  ^  '  17  5  5  )  8  dorfhe  le  logarithme  de 
Textrème  cherché.  <>  logarithme  dans  les  tabtels 
eft  fort  approchant  de  celui  de  10^.  41'.  ^  ajoutant 
cette  quailtité  à  la  denii-fbmme  des  angles  ci-def- 
fûSf ,  j'aurai  lé |^lés grand  ^glé  cat  de  7^".  41% 
&  par  conféquent  rangle  abc  de  ^  5  ''.  1 9'.  Enfih 
pôut  avoir  le  e&té  ^  fr ,  je  fais  cette  proportion  arih*^ 
tnétiquelog.fif}.dr5^^tog.iZ(;!tog.un.tfc^tlog.  ab^ 
6c  je  trouve  le  c>Atc  cherché  ab  de  to<\  4  à-peu« 
près. 


I 


^    *  B  y  a  une  petite  etreur ,  poi^iie  IV>n  ne  prend  qu^ 
«^  a^ypco^hë ,  itims  tBb  tfitoca  çonfidéaibgfe* 
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159..  Problème.  Idefurer  i®.  la  hauteur  ab  , 
1^.  la  pente  a  d  </'2</z^  montagne  inaccejjihle  d  a  « 
(fig.  114).  Ayant  mefuréla  bafe  gf^  je  mefure 
les  angles  tf^/,  afs;  (fupplémenc  de  ^ /Â),  ce  qui 
me  fait  connoitf  e.  i  angle  g  a  /.  Dans  le  triangle 
g  af  je  connois  4es  aneles  &  un  côcc  gf'y  donc  je 
CQnnoicrai  facilement  les  cotés  af^ag.  Dans  le 
triangle  ag  b  redtaqgle  en^  (  paifque  la  U^ne  ab 
hauteur  de  •  la  montagne  eâ;  perp^dicuUice  fur 
la  ligne  horifontale  gfb  ) ,  je  connois  l'angle  g  & 
rhy pochcnu/e;  donc  je  trouverai  facilement  lé  coté 
ai,  endifant(i4i)  r  :  gall&n.gZ  ab\  ouL-  r  • 
L,  •  ga  l  h  •  Cir\.  g  •  L  •  a. Â.. Maintenant  prenant 
un  point  p  tel  qu'ayant  mefuré  l'angle  <l  fp  » 
je  puidè  appercëVoIr  de  ce  point  lè  pied^  delà 
montagne ,  je  m,efure  te  cbtcfp  &  l'angle//^  d  ; 
donc  ds^ns  letria^ngle  d.fp , .  je.oonnois  un  coté/p  > 
les  deux  anglçs  qui  comprennent  ce  coté ,  ôc  par 
conféquentietroifiéme  angle  ^  donc  je  connoîtrai 
facilement^  le  ccîté/ 4/.  Cela  pofé*d^ns  le  triaimle 
agd  je  connois  le  coté  a ^;,  le  cpté.gdz=tgj'+f 
fd  &c  langie  e  co;npris  entre  ces  cotés  ;  donc  je^ 
trouverai  faciiemeAC  le  coté  4  d  (•  V^6  )  c'eil-à-dire 
la  pente  de  la  montagne. 

•  x6o.  Pao9LEME.  l^ver  ,i4ac,  c^rtpgeograph'Kfu^ 
("B^.  .125  y,  Ptfnez  une  baie  a  ^\qui  ne  foit  pas 
utomdre  que  la  dixième  6u  huitième  partie  de  la 
didance  des  deux  objets  lesplu$  élôJi^é^  qu'oix  veue 
repréfenter  fur-  la  carte  *.  Àjf ant  fpçfuré  a  h  pcene^F 


•  1 1  j  •  )  I  I  ,  I  ■  I 


*  L'erreur  fera  d'autant  plus  petite  que  la  difhmcè  àtï 

ityxi  objetrî«-p?trn*roîgné?  dîffgref y  mftltiy  tt  ta*  bafe  at. 

Pc  plus  nous  (uppo/ons  Les^objets  jitti4s  ^Hf  ua  plan  hoi^iiàn* 
Ui ,  ■&  Icrrçut  Jifa;4Vii;aat  ^luf^pe^tç ^up  çW  çWcw^PFftr 
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avec  le  graphométre  ]a  grandeur  des  angles  d ai ^ 
cahyfiaBymabyXab.  Transportez- vous  e^fuite 
de  â  en  3  ,  &  ttiefurez  les  angles  nba  y  c  b  a  ^ 
db  a  y  X  b  Uy  mb  a.  Comme  l'angle  hb  a  feroic 
trop  obcus  )  prenez  b  n  pour  bafe  &  mefurez  les 
angles  h  nb  y  hb  n.  Cela  fait  y  fuppofons  que 
ab  foit  de  Soo^  prenez  une  ligne  à  difcrétion 
pour  en  faire  une  échelle  de  loo  parties^  égales , 
Ge  qu'on  peut  faire  en  portant  une.  petite  ouver- 
ture de  compas  dix  fois  fur  une  ligne  arbitraire 
p  q  y  ouvrant  enfuite  le  compas  de  manière  que 
les  deux  pointes  foient  dix  fois  plus  éloignées. 
Portez  cette  nouvelle  ouverture  neuf  fois  fur  la 
même  ligne  à  compter  depuis  la  dixième  diviiion  , 
&  vous  acurez  Téchelle  pq  de  i  oo  parties.  Suppo- 
faut  maintenant  que  chaque  divifion  de  l'écnelle 
vaille  zo  toifes,  tirez  fur  le  papier  une  ligne  a  b  qui 
doit  ctre  de  quarante  parties  de  réchelle  ,  faites 
en  a  &  en  ^  les  angles  dab  y  c  a  b  \  $cc.  nb  Uy 
cb  Uy  &c.  tels  ^que  vous  les  avez  trouvés  dans  l'opé- 
ration )  &  tirant  les  lignes  c  a  y  c  b ,  Sec.  ces  lignes^ 
détermineront  par  leur  rencontre  la  pofition  du  point 
Cy  ôcc.  Faifant  enfuite  fur  ;z  £  les  angles  hnb yhbn^ 
de  la  grandeur  trouvée  y  vous  aurez  la  po/icion  de 
l'objet  h.  Il  eft  vifible  que  les  objets  dyCj  riyhy  Sec. 
feront  placés  fur  le  papier  comme  ils  le  font  fur  le 
terrein  *  j  ainfi  le  Problème  fera  réfolu.  Pour  côn* 


cheront  plus  d'être  £més  dans  fio  ce!  plan.  Dans  nos  Inftinir 
lions  Mathémaciaoes  nous  avons  enfeignébla  méthode  de  pbr 
cet  fur  une  carte  tes  points  qui  font  aa-deflus  ou  aa-deiToti^dïr 
rhori&n ,  de  mefurer  un  terrein  y  de ,  lever  les  plans,  &c* 

*  On  fuppoTe  que  ces  objets  font  fitoés  iGir  un  jplan  h<m^ 
Ibntal.  Si  cela  n'étoit  pas ,  on  pourroic  néanmoins  repré^ 
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noitre  la  diflance  du  point  n  tu  point  h^  par  excm* 
pU  »  ouvrez  le  compas  de  /i  en  A ,  &  portant  cette 
ouverture  fur  l'échelle  »  fuppofons  qu'elle  contienne 
1 8  divifions  ^,  puifque  nous  avons  fuppofé  chaque 
divifion  de  lo*»   la  diftance  de  ces  points  fera 

de  575'- 

\6î.  PaoBLtMB.  TVottver  U  rapport  approcU  du  dîameîrt 
A  la  çirconfértnce  iun  cercU  (fig.  l%6  )•  InCaÎTez  dans  ce 
cercle  un  {>olygoiie  régulierik  48  côtés ,  circon(ctivez  au  même 
cercle  no  pareil  polygone ,  ce  qui  eft  Sicile  \  car  divUànt  3^0 
par  48  y  le  quotient  7  f  qui  eft  le  quan  de  30 ,  fait  connohre 
rangleaucentre  d'un  tel  polysone.  (ir(i3i)ileftfàciledetnMF* 
ipct le  finusde  fanglede  30  degrés  »  Icenuiite  celui  de  £1  moitié 

15^  puis  celui  de,   7 — moitiédecedeniier(i3  5).Sq)po« 

iânt  donc  l'arc  ^i/de  7  decrés  30'  (ona£dt  Tare  ^lApIiis  grand 
qu'il  nedevroit  être  afin  d'mter  laconfufion),^4iferalecotidu 
polygone  in(crit,p  ^celui  du  polygone  circonfoit.  Tirant  par  le 
milieu  de  cetarc  le  cayon  0C,  d  xfeta  le  finus  &  0  i  la  tangente 
it  ^^  é^$' 'y  01  tn  fiippoûnt  le  rayon  ^^*  looooooo ,  le  finus 
dxAt  i^  4f'  eft  as  65403 1 1  &  la  tangente  du  même  arc  eft 
■•  ^554555  ^^^'^c  ^^—  ig*«™  1308061, &  tps=,zio^=^ 
1310870.  Multipliant  g  d9c  ^^par  48 ,  le  périmètre  du  po* 
ly^one  infizit  (m  6x786^7^  »  &  celui  du  polygone  drconl- 
cru  Tera*»  6%9>i76p.  Uzsc  go  d  étant  pli|s  grand  que  (à 
corde gd^  êc  plus  petit  que  p ^9  on  peut  le  confidérer  (*) 
fans  une  grande  erreur  comme  moyen  arithmétique  entre  ces 
deux  lignes ,  êc  confîdérer  de  mdme  la  ciro^nfërence  comme 
moyenne  arithmétique  entre  les  périmètres  donc  nous  venons 
de  parler;  c'eft  pourquoi  prenant  la  demi-£>mme  des  périme* 
Etes  trouvés ,  on  aura  la  circonférence  du  cercle  à*peu-près 
•B  61854368.    Mais  le  rayon  étant  «»  looooobo,  le  dia- 

ftnter  la  fituation  refpeâive  de  ces  objets  ou  lever  la  carte 
en  employant  la  méthode  dont  nous  avons  parlé  dans  la  fe- 
j-  édition  de  nos  Inftitutions, 


«  Parce  ^ae  le  polygone  régulier  drconfcrit  étant  plus  grand  qne  le 
jMrclp  t  clui|«9  cM  4'im  tel  poiygooe  eft  plus  gr^  9«t  i\ifc  cof- 
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mette  fera  b=^  looo^ooo  ;  aiafi  le  diamede  cft  i  h  drconfé* 
fence  à-pea-prés  coxnine  ^oooooao  :  ^1854368  >  oa  comme 
loo  :  618  •  543^8  (en  divifaot  par  lopoop) ,  ou  comme 
soo  :  é%S  (eo  négligeant  la  fradhon  décimale),  ou  comme 
100  :  3i4ipeQ  près  (endivilànt  ces  deux  derniers  nombres 
p^ir  z  ) ,  ce  qui  donne  un  des  rapports  dont  nous  avons  déjà 
parlé  (  79  ). 

161.  Problbmb,  Connoijfant  IcstroU  côtes  a  ,b,k 

d*un  triangle /calent  a  b  d  (fig.  117),  trouver  faire  de 

ce  triangle.  Cherchez  par  la  méthode  ci-deflus  (154) 

les  angles  a,bycSc  le  fegtnenc  ap  du  rrianele  propofé. 

Celapofé ,  dans  le  itia^leaip^  reâangle  en  ^ ,  on 

connoîrra  l'hypothénui^  ab  y  1  angle  ^  &  le  côté 

apj  donc  on  trouvera  facilement  le  côté  tp^ 

c  eft'â-dire ,  la  valeur  de  la  perpendiculaire  abaif- 

fée  de  Tangle  b  fur  le  côté  oppofé  a  d.  Multipliant 

la  bafe  a  d  par  la  moitié  de  la  hauteur  ip ,  i  on 

aura  la  furface  du  triangle  propofé. 

D'une  autre  manière.  Soit  3  »  «»  y  &  ^  ^  «»  *  3  par  la  pro- 
priété du  triangle  reâangle  ^iop^  onax^  "hy^  — a3*«  De 
même  le  triangle  reâanglê  ^^1^  donne  «  en  ^ufànt  attention 
iptpd'^a  — x^  y'-f-<»*  —  lax-^x^  — i  c*. Retrandianc 
cette  équation  de  la  pfcmiçre  ,  il  vient  %a:f  T"<»*  «=»3*  — ^ 
e^  ,  ou  (entranipo&nt)  xtf*  =«tf*  +  3*—- c*,  d'od  je  tire" 

qtie  pour  avoir  x  il  fiiut  trouver  une  qnairjéme  propos-. 


tionnelleauxlignes  liT^t^'Cy^ — ^ ,& lyi ajouter  — .  P^ 

qu'on  aura  trouvé  x^saapy  on  retranchera  le  quarré  de  x  du 
quarré  de  Thypothéniife  B ,  pcçnant  la  rapiijie  du  tefte  ^  on  aura 
y  ^sihp  y  dont  la  moitié  étant  multipliée  par  a ,  donnera  Faire, 
du  triaô^e  ptopoCL 

itf 3»  rHOBLBtn.  Trouver  Fanelt  a  de  mime  triangU abd, 

fiim  avoir  recours  À  la  méthode  ei-deffùs  (  xf  4  )•  Du  point  a 

eomme  centre  avec  le  rajron  ah^^h  décrivez  l'arc  hf ,  cjrest 

la  corde  ^  0  ^ ,  &  du  poiiit  -m  le  xayoxi  a  o  par  le  mifiea  de  cette 

corde.  CelapoCii  b  cùwmag  par  ia  pcoptiété  dscprolc^dc^^ 
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K^ag ap'^^^ — *•  mais  le  triangle  rcôanglctpgdonne 

^ç=p)  ou,enfubftituam3^àiaplaccdey*  +  *^  ,  ib^ 
^xbx^=P^^  0}ip^'=  ^b{b  —  *)•  Mettant  pour  af  û  va- 
kiA  trouvée  dans  le  problême  précédent,  on  a/?^  =  x  ^x 

*+__ — y^^  ( — - — > 

or  %ah  —  n^  —  ^^  — —  (^  — -*)M  doncp*  — xfcx 

(•-i^^^r^)-r'i'--<'-'>'J- 

^  [c*  —  (3—  ay].  Faiûnt  3 — «-»  /ï>onaiira/>'  ~  "T* ^ 

(c*  —  «M  — —  X  (c  +  n  )  X  (c  — n),  &  remettant  la 

valeur  de  «,  on  a  ;?*«=•— X  (c  +  ^  — «)•  (c+tf— *) 

«a  —  y  (c  +  h-^a—  ta)  •  (<r  +  tf  +  ^ — z^)idonc 
n 

b 
appellant  x  m  la  fomme  des  trois  côtés ,  on  aura^*  =»  —  x 

(im  —  xtf).- (  !»»—**)«=—  {m  — a)'  (m— J), 

Mais  dans  le  triangle  rectangle ao  g^  orna g^s^ah^hiog 

::  r  :  fin.  o  â  g ,  ou  ^  :    —  ■::  r  :  fin. ^  ^  o  ^  donc  -^   «*=» 

X  X 

Egalani  les  deux  valeurs  de  p* ,  on  a  —  (  «  — 4  )  •  (  m  —  ^  ) 

B=  ^  fin.'  r  tf  0 ,  divifant  par  4  F  &  faHànt  dîfparoîtrc  les  dé- 

nominateurs,  il  vient  r*  (  m— «  )  •  (m  — 3  )  o»  «  •  ^  (  fin.^  a  o  )*, 
4'oà  Ton  tire  a-b  :  {m — a)  •  (m— ^)  .':  r'  :  {Cm.gao)\ 
Ceft-d-dire ,  le  produitdes  deux  oôtés-^  6c  3  qui  compreanenr 
l^gle  chccdié  3  41  ^ ,  eft  au  produit  des  différences  de  da  dcmi- 
Ibrome  m  des  trois  cotés  a  chacun. dès  côtés  de  cet  angle  , 
comme  ie  quacré.^dii  caymau  quarré  du  iinus  de  la  moitié  de 

*  cet 


■^•T*» 
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cetanele<  r; 


angle.  Prenant  la  racine  du  quatrième  ternie  de  cette  pro- 
|>ortion  l'on  aura  le  finus  de  la  moitié  de  Tangle  a  ^  ce  <]ui  fera 
coBnoltfc  la  moitié  de  cet  aiiglé  par  le  moyen  des  tables^  cou* 
noU&nt  la  moitié ,  ôncoftioitra  l'angle  entier.  Ons'ypren^ 
drâ  de  même  pour  coniioitre  un  autre  angle  quelconque. 

1^4.  Problemb.  Connoijfani  Us  trois  côtés  du  menu  ttian^ 
gle  trodvtr  fa  furfâce  indiptndàmnUni  de  la  méthode  ci-difflis 
(iéi).  Mous  avons  déjà  trouvé  {  iè%)  x^  ^^r  y^  '^  ^^  $ 
Jpd  l'on  lirey^  —  b*  —  ;c»  =-  (^  +  x)  •  (3  —  jc),  «c  en 

ttettaiit  poùi  x  là  valeur    .  '"-^ ^  ^  on  a  y^  «« 


*  + 


i»_«%-f.ai\        /  «i_4»^ 


%a 


donceii6tailtlafraâion»4ii*y*«i  (44.3J{.f)x  (a-f.^ — c) 

yc{k^c  —  a)x{c'^M-^h)\oxii^a^y^^(a+b  +  c)x 

fe'i-b'^e  —  %c){a'+^à'^C  —  ^a)'{a  +  h  +  c^^%S^. 
oût  {iippofiuit  la  (bmme  dés  trois  cètés  »»  t^  ^  on  aura 

i^a^y'-^%p)'{%p.—  %c)'(%p  —  %a)'itp—tli)^=^iepx 

(f  — -c)-(p  —  ^)*(? — i)  y  donc  en  divîÉmt  par  t^^Ton 

a^ 
•■«--y*— /^(j)— f)  Çp  —  a)  (p  — *)*  éprenant  la 

ttdnequarrée,îlvient-y— Vif' (f^—f)(f*^«)  •(/»—<)  ]• 
Mais  -^  efl  le  produit  de  la  moitié  de  la  bafe  du  triatigle  par  & 

lianteur  j  donc  —yeûraire  du  triangle.  Ceftpourquoiraire  d'un 

cdangle  dontonconnoitles  trois  cotés  £è  trouve  en  retranchant 
â€  la  demi-fomme  des  trois  côtés  chacun  des  côtés  du  triangle^ 
moltiplian;  cesttois  teùes  entr'eux&par  la  demii-fomroe,  9c 

â  T — ■ —  ■  •'  ■ -.  - 

•  %d  dok  Icte  itaattipUé  par  lot-même  »  parce  oull  iê  trouve  dam  dcos 
jfiiâcurs  4tt  fécond  membie  4e  l'^^aation  pftfcmnte* 
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prenant  h  racine  du  produit.  Soit  »  par  exemple ,  le  côti  ad^^m 
tf=jtoifes,^  =  4S  c=3',  xpfcra  =  ii*,p  =  é^,p— 
€'^^*yP  —  a:=m  ï^,p  —  h^x''ydonc  y^lp^(p—c)x. 

a-dire  que  Taire  de  ce  triangle  fera  de  6  toifês  quarréçs. 

1^5.  Problème.  Liant  donnés  Us  côtés  ttun  t nantie  abd  , 
connoitre  fi  un  angle  cherché  tfi  aigu  ou  obtus,  LVquation  xax 
—  4f*  =«  i*-  —  c*  (  ï  ^*  )  devient  en  tranfpofknt^c'-  ssara*-  -:f- 
A&  —  1  <z  X  ^  c^eft-â-dire ,  que  le  quarré  d'un  c6té  c  oppdfé  it 
un  angle  aigu  a  vaut  moins  que  la  fonune  des  quartés  des 
deux  autres  côtés.  Mais  dans  la  figure  iiB,ap  étant  toujours 
la  diflaoce  x  de  l'angle  cherché  a. la  peipdidicuhûre  absiiifée 
du  fommet  de  l'angle  h  fur  la  ba(c  a  d  prolongée  sll  le  fiiut,  dp 
fera '=^x  -^  a\  mais  le  triangle  reébu^Ie  «Lbp  donne  (  ^ p)*- 
\Ar{apY=\AhY  ^  ou  y^  +  jc^  =  ^S  &  le  triangle  rec- 
tangle hp  d  donne  ^*-f-<«*-f-tii*  +  **  =  c'(  parce  quicî 
i/^  Bs  iz  -1»  a;  ).  Retranchant  la  première  équation  de  £1  fé- 
conde ,  1  on  trouve  a*  -+-  x  «i  jc  «*  c*  —  ^^  ,  ou  en  tran/po&nt  , 
f^antf^-l-.^^^  1  tfx.Mais  (danila  fig.  ii8}le  cÀté  c  eft  oppofé 
â  un  anele  obcus ,  donc  Je  quarré  d'un  cÀté  oppofi  ï  un  angle 
obtus  eit  plus  grand  que  la  fomme  desquarrés  des  deux  autres 
côtés ,  au  contraire  le  quarré  d'un  côté  oppofë  i  un  an£le  aigu 
vaut  moins  que  lafomme  des  quarrés  des  deux  autres  côtâ.  Ainfi 
en  ruppofant  qu'on  connoit  les  côtésd'un  triangle ,  il  eft  f^ile  de 
s'afliirer  quel  eft  l'angle  obtus,  ou  même  s'il  y  en  a. 

I  f <>•  Remarque.  Ce  que  noas  avons  dîcci-deflîls 
fur  la  théorie  des  finus ,  co-finus ,  &c.  fuffit  pour 
ceux  qui  veulent  s*en  tenir  à  ce  qu'on  appelle  tU-- 
mens  de  Mathématiques ,  &  ils  peuvent  s  arrêter  ici. 
Mais  qu'il  nous  foit  permis  d'approfondir  un  peu 
cette  matière  en  faveur  des  jeunes  Géomètres  qui 
veulent  aller  plus  loin. 

i(j7.  Si  l'arc  ah  (fig.  108)  eft  regardé  comme 
pofitif ,  fon  finus  bd  fera  pofitif  auffi-bien  que 
ion  co-finus  c  d.  Lorfque  cet  arc  deviendra  r^s^ha 
==  90°  ,  fon  finus  fera  égal  au  rayon  =?=  r  &  fon 
co-finus  =  o  ;  cet  arc  devenant  ahu  plus  grand 
qu'un  quart  de  cercle  >  aura  fon  finus  u  q  tourné  du 
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même  côté  ,  &  par  conféquent  pofitif }  mais  fbnr 
ccnfinus  c  q  fe  trouvant  de  l'autre  coté  du  centre 
dan$  une  ntuation  oppofée  ï  cd  co-finus  At  ab  y 
fera  néjgatif  j  &  enfin  il  deviendra  z=  —  r  ^  lorfque 
l'arc  b  a  deviendra  égal  à  la  demi-circonférence 
a  hp'sss  1172 ,  en fatfant  le  quart  de  cercle  ah=±m*^ 
au  contraire  fon  finiu  deviendra  =  o.  Si  l^rc  de^ 
vient  ah^'^  xnty  mais  plus  petit  que  ;  m  ^  fon 
finus  qx  &c  fon  co-finus  c  q  feront  négatifs }  puif> 
que  ces  lignes  font  dans  une  fituation  oppofc6 
à  celle  des  lignes  bd  ^  cd.  Si  Tare  dont  nous  par^ 
Ions  &  que  nous  défignerons  par  a  devient  2=  3  m 
t=ss.  170^  »  fen  co-finus  deviendra  ==  c ,  &  fon 
finuss=s —  r«  en  fuppofantâ  plus  erand  que  5/iz,mais 
moindre  que  4ms=s  j^o^  ,  fon  tinus  dg  fera  néga* 
tif  &  fon  co-(inus  c  d  pofitif.  Si  ^  ==  4/72  k=^  3  60^  ^ 
fon  (inus  fera  sss  o  &  fon  co-iînus  tasir  y  i\a  de* 
vient  plus  grand  que  4/71  »  par  exemple ,  2=2  4  m  ^* 
12  (,  mais  moindre  oue  5m,  fon  finus  bd  fera 
pofitif  auifi-bien  que  ion  co-finus  \  de  forte  qu  en 
ajoutant  une  ou  même  plufieurs  circonférences- i  T 
un  arc  3  cela  ne  change  rien  à  fon  fihus  ,  ou  à  fon 
co^finus*    £n  prenant  a  pour  Torigine  de  Tare  ab 
pofitif  y  lare  a  g  fera  négatif,  mais  fon  co-finus 
•  lera  pofitif  fi  cet  arc  eft  <"  m.  Si  cet  arc  a  néeatif 
devient  pies  «and  que  m,  mais  moindre  que  im. 
fon  finus  &  ion  co-iinus  feront  tous  les  deux  néga- 
tifs  \  fi  cet  arc  devient  plus  grand  que  imSc  moin- 
dre que  3fn ,  fon  finus  deviendra  pofitif,  mais  fon 
co-finus  reflera  négatif.  Cet  arc  étant  plus  grand 
que  3m,  mais  moindre  que  4m,  fon  finus  con* 
'  tmuera  d'être  pofitif  &  fon  co-finus  fera  aufli  pofi- 
tif. 'En  général  un  arc  pofitif,  plus  petit  que  am,  a 
toujours  fon  finus  pofitif  ;  mab  un  arc  pofitif  plus 
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grand  que  xm  Se  plus  petit  que  4/72 ,  a  fon  fiiius 
ncgatih  Un  arc  pofitif  a  y  plus  petit  que  /n  ^  a  tou- 
jours fon  co-(inus  pofitif  ^  il  l'a  négatif  lorfque  cet 
arc  eft  entre  môc  }m^  pofitif  lorlqu'il  eft  entre 
J/7Z ,  4m  Se  nu  A  régara  d'un  arc  a  négatif,  fon 
finus  eft  négatif  l'arc  étant  entre  o  8c  im  ^  6c  po- 
fitif l'arc  étant  entre  xm  8c  ^m.  Lo  co-finus  eft 
pofitif  l'arc  étant  entre  o  8cm  ^  négatif  entre  m  8c 
)m }  mais  ii-eft  pofitif  fi  a  eft  entre  5/n  &  4m.  On 
ne  change  rien  au  finus  ,  ni  au  co-finus  en  ajoutant 
à  l'arc  une  ou  plufieurs  circonférences  entières , 
foit  avec  le  figne  -+-  ou  avec  le  figne  — •  En 
fuppofant  r  =  I ,  on  aura  fin,  0  =  0,  co-fin.  0=1^ 
fin.  m=:  I ,  co-fin.  m  =  o  ^  fin.  im=o  ,  co-fin.  im 
=  —  ï ,  fin.  3«  = —  I  y  co-fin.  3/72  =  o  ,  fin.  4111 
=  o ,  co-fin.  4  /7z  =  X  •  Ainfi  tous  les  finus  8c 
co-finus  font,  renfermés  entre  +  i  8c  —  i.  On 
a  encore  co-fin.  a  =  fin.  {m  —  a) ,  fin.  a  es 
co-fin.  {m  —  tf  ) ,  &  parce  que  le  triangle  cdi  eft 
redangle  end  ^  on  a  (c  d)^  -h  (3  d)*  =  {c  A)»,  ou 
1»    (co-fin.  a)^  -+•  (fin.  ii)»  =  r*  =  i. 

X  6S.  L'arc  a  étant  pofitif  &  moindre  que  m  ,  fa 
tangente  a  n  8c  fz  co- tangente  A  m  font  pofi* 
tives.  Mais  fi  a  eft  plus  grand  que  m  6c  moindre 
que  x/n ,  fa  co-tangeute  8c ^Ùl  tangente  icront né- 
gatives. Car  foit  l'arc  ah  u^  fa  tangente  fe  trou* 
vera  fur  le  prolongement  de  la  ligne  an  qui  pafTe 
par  Torigine  de  l'arc  a ,  &  d'ailleurs  elle  doit  être 
terminée  par  la  rencontre  du  rayon  c  u  qui  paflè 
par  l'autre  extrémité  du  même  arc  \  or  eu  ne  peut 
rencontrer  an  y  k  moins  de  prolonger  cette  ligne 
jufqu'en  1 9.  A  l'éeard  de  la  co-tangente  h  xp  y 
il  eft  évident  que  la  fituation  eft  oppofée  k  km 
co-tangetue  de  l'arc  aby  donc ^  &c,  ; 
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Si  a  devient  plus  grand  que  im^  mais  moindre 

3ue  )  m ,  fâ  tangente  &  ia  co-tangente  devien* 
ront  pofitives  ;  car  an  eft  la  tangente  de  l'arc 
ah^^  8c  ^  m  fy  co-tangente.  Si  a  devient  plus 
grand  que  )m  &  moindre  que  4m,  fa  tangente 
&  Ùl  co-tangente  deviendront  négatives  ;  ainiî 
l'arc  ahx  g  aura  pour  tangente  la  ligne  aiq  ^  6c 
pour  co*tangeûte  la  ligne  h  ip.  On  peut  voir 
par-là  que  l'origine  de  la  co-tangente  d-un  arc 
doit  être  éloignée  de  90^  de  l'origine  de  cet  arc. 

A  un  arc  a  ^  négatif  y  répondra  ime  taneente  & 
une  co-tangente  négatives  ,  fi  cet  arc  e(]b  plus  petit 
que  m  ;  s'il  eft  plus  grand  que  m  6c  plus  petit  que 
im ,  Ùl  tangente  &  fa  co-tangente  ibnt  pofitives. 
Ainfi  l'arc  ag  z  pour  tangente  a  iq  y  6c  pour 
ccKtangente  hxp%  mais  l'arc  ax[z  pour  tangente 
an  6c  pour  co-tangentq  h  m.  Sa.  cet  arc  devient  axu 
plus  grand  que  im  6c  moindre  que  ^m  y  fz  tan- 
gente 6c  Ùl  co-tangence  redeviendront  négatives  ; 
&  enfin  ces  lignes  feront  pofitives  lorlque  cet 
are  ^xhb  fera  plus  grand  que  im  6c  moindre 
que  4  m. 

i(>9.  CoROtLAïR-».  Donc  un  arc  dont  la 
tangente  feroic  pofîtive  &  la  co-tangente  négative 
&  réciproquement  ,  eft  abfurde  6c  imaginaire. 
C*6ft  d'ailleurs  ce  qui  fuit  de  la  fi3rmule  rang,  a  X 


F* 


co-tane.  a  =:  r^  .  car  l'on  a  rang,  a  = ; 

^     ,  ^  co-tang.  a^ 

Off  r«  eft  une  quantité  pofitive  ;  donc  tang.  a  X 
co-tang.  a  eft  auffi  une  quantité  pofitive  ;c  ce  qui. 
ne  peut  être  à  moins  que  co-tang.  a  6c  tang.  a  ne 
fbient  toutes  deux  pofitives  ou  toutes  deux  néga-^ 
ÛYes%  Donc  fi  cg^tangi  a  eft  pofitive: ,  1  on*  auirâ 
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çang.  a  ^ss-  ^ pofirive  ;  mais  cette  cjuantité 

fera  négative ,  (1  co-ung-  a  eft  négative, 

17Q.  En  fuppofant  r=i  ^  l'on  a  1®.  fin,  (a^i-i)  * 
p=  fin.  fl  •  co-fin.  ^H^cc^-fin.  tf  •  fin.  *  i  ^  °.  co-fiii.(a-h*) 

F=co-fin,  û-co-fiq. b — fin.  tf 'fin. *  >  J°- ^'^'  (^ — *) 
SES  fin.  tf  •  co-fin.3 — fin.  b.  co-fin.  tf  >  4°.co-fin.(fl— *) 
a=  co-fin  a  •  co-fin.  A  -H  fin.  tf  •  fin.  *  ;  5  **,  lang.  a  =» 

fin.  4                                         ço-fin.4i 
— r —  :  6^.  co-tang.  a  î=?3  -— ♦ 

ÇQ-ûn^a  ^  m*a 

Cela    pofé    l  on    aura   tang.  (a   -f-  *  )  =3 

fin,  .co-fin./ +fi°-*«o-fip-^    ^  ji^iC^j  1^  f^^ 

co-fia.  «'CO-fii).  ^  —  lin.  ^ 'fin.  o 

membre    baaF  &  bas  par  ço-fin.  a* co-fin,  5^ 

fin.  A  ^  fin.  j 


.,     •  ,        .     ,  X        co-fin,tf        co-fin.^ 

il  Vient  t4ng.  (  ^  -H  *  )  =? 


fin.  a'ûn,  h 


co-fio.tf*  co-fin*  i 
rang,  tf  -4-  tanfft  ^        -^         *  #       .    1  v 

5 : 2 — ^  De  même  co-tanjr.  («'+'*) 

I  —  tang.  a  •  tang.  b  o  ^ 

ço-fiq.  [a-^è)         ço*fin.  n  •  co-fin.  i  —  fin.  a  •  fin.  i 


*   'g 


fin.  (  a  4"  ^)  fia.  *  •  ço-fin,  ^  -+-  fin.  ^  •  co-fin»  4 

ço-fin.  a  fin.  ^ 

fin.  <f  co-fin.  (    ,  !•   -i.        1  •    f 

(  en  diviiaiit  l^LUt  qc  bas 


fin.  3  •  co-fin.  a 


ço-fin*  b  •  fiii.  4 

pat  fin.<,c<Hfin.A):=';"'g^*~"°g-^Ontioifa 

*^  '        i-|-co-tang*4*cai^5^ 

vera  par  iii|  calcul  femblahle  tang.  {a  —  b)  =a 


t  4  ^  i  ^^lenc  ^  atjçjj^  iioiis  ftppofol»*  ^  i% 


Gbomitrie.  471 


m/Êm 


fin.  (  tf  -r-  ^  )  tang,  a  —  tane.  B       ^        .    ,         .; 

€0-un.(â  —  ù)        z-f^tapg.tftaog.  3  '  ^  ' 

co-fin.  {a  —  h)  co-tang.  a  +  tang.  3 

fin.  (o' — i)  X  -#  rang,  b  •  co-tang.  a 

En  ajoutant  enfemble  les  valeurs  de  fin.  (a-^b) 
éç  de  fi|i.  (  tf  —T  A  )  >  ^  divifant  par  1  on  aura 

/.                /•      ,           fin.  (  tf  +  ^  )  +  fiïï-  (  <» —  ^  )     ^ 
fin.  a-co-fin.  *  :5= ^    ^  ^  / «^-En 

retranchant  la  valeur  de  fin.  {a  —  b.)  de  celle 
de  fin.  (  tf +  A)  ,  &  divifant  le  réfultat  par  1 ,  il 

.         ^  r  fin  (tf  +  *)— -fin.(tf— ^) 

vient  fin.  *'Co-fin.  a  = — ^ "  En 

ajoutant  leç  valeurs  de  co-fin.  (<ï-t-A)  ,  de  cofin.(<z-+-3) 
&  divifant  par  1 ,  Ton  4  co-fin.  a  •  co-  fin.  ^  c=s 

co-fin«  (a  —  b)-^  co-fin.  (^  +^ )     t»  t        t 
i ^^ i :.  Retranchant  la  va- 

leur  de  co-fin.  (^-4-^)  de  celle  de  co-fin.  {a — b)ySc 
diviiant  enfuite  par  1 9  Ton  trouve  cette  quatrième 

^  •     ^  /•      «        co-fin.ftf — 3)-^co-fin.(tf-f-3) 

formule  fin:  a  *  fin,  £  s» . 

1 

En  fàifant  tf-f-A==/Q,fl  —  b^=^n^  Ion  aura 
(  tf-h*)  -+-(a  —^3)=  2a  =  /72  -t-/i,  ou  a  s=s 

^      "  j  &  (tf-+.^)  —  {a — b)=^xbzr=zm  —  72, 


a.   I 


QH  ^sca  Si  dans,  les  quatre  dernières  for- 

mules qu'on  vient  de  trouver ,  on  fubftitue  les 
valeurs  de  a  bc  de  6 ,  qu^on  fade  di^roîrre  le 
dénominateur ,  &  que  de  plus  oa  faUe  changer 
de  place  aux  membres  de  chaque  équation ,  Toa 
crouveir^  le$  4  foramlQ^  foivantes  : 

6g  4 
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^■^y^^-^T— ——■■■■  I         I  —— ^^i 


^•.  fin.  m  — fin./z=^  ifin.f yco-|în.r— — J. 

1^  Çof.ll-f-Cpf.mB331  «Çof-r ^j^COrfin/ — ^^  )♦ 

4^.  cof. /i — cof.  ;» = 1  •  fin. f - — - 1  •  fin,  f ^j, 

Remauque.  Rien  n'empèçhe  ^e  confidérçç 
m  in  n  chacune  comme  un  (eol  arc  ,  &  non 
comme  la  fomme  ou  la  différence  de  deiùc  arcSf 
Si  Ion  fait  /z  =  o  ,  les  deux  dernières  formules 
donnerqnt ,  i  caufe  de  co-fin.  o  =  i ,  i  +  co-fin.  m 
c=  2  •  (co-fih.) *  \fnjk.  \  — co-fin. m=i- (fin)*  \m\ 

donc  '  7  ^-^  '^  ^  -^^Li^L  =  (tang.)«  ^  «, 

1  + co-fin.  m         (co-fin.)*im     ,    >     ^'     *      ^ 
1  +  co-fia.  1»         .  .     , 

171.  Problimb.  Trouver  les  foBturs  de  £t 
quantUe  a*  -h  b*.  Suppofanc  <i*  -+-  A*  =0 ,  Ton 
aura  û»  s=  —  A»  ,   tf  e=  ±  y<(  — Aa>  =dt; 

<fc  tf — b^{—i)  font  les  fadeurs  cherches.  En 
effet  en  les  multipliant  l'un  pai:  raûcre  l'on  retrou- 
vera la  quantité  propofée, 

171.  Nous  avons  déjà  dit  que  (fin.  <z)»  -H 
(co^n.  <i]  2  :?:?  r?  =:n  I  )  pr  par  le  Problème  pré-? 
cèdent^  en  fuppofant  fin.  tf  =?a,  &  co-fin.  a^=^b^ 


î  on  auVa  [  co-$n.  H-;  7&î-  V  (  "^  ^  )  1  f  co-fin. 

^'ïVC-rOl^r?  *,&  [co-fin.  iîr4-fin.<i  V(— 0] 

'r^ ^ r— ^ r- = — ! 

I  Ço-fin.  5e  iip.  défigQenc  |e  co-finus  &  le  £aus  (hio  mcme 
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X  [  co-fin.  a  —  fin.  a  ^{  —  i)]  =  [  co-fin.  h 
fin- A  \/<— i)].[co-fin.i— fin.*V(— i)]  =  r».Si 
Ton  multiplie  co-fin.  tf-+-fin.  a\^{ — i)  par  co-fin.  b 
-f-fin.  *•  V( — ^)>  ^®  produit  fera  co*fij^  tz •  co-fin.  b 
—  fin.tf-  fin.  i  H- (co-fin.  n- fin.  A -H  IRtf*  co-fin.^) 

X  VC  —  I  )  i  ipais  enfaif^t  r r^  i  ,  co-fin.  a X 
co-fin.  i  —  fin.  atfin.  b  ?==  co-fin.  (  a  -+^i  ),  & 
çQ-fin.  fl'fin.  b  -h  fin,  atco-fi|i.  ^r=  fin.  (tfH-'^); 
donc  le  produit  que  nous  venons  de  trouver  eft;;?; 
co-fin.  (tf  -h*)  H-fin.  (tf  4-  *)  X  VC — I  ).  De  même 
fco-fin.  a  —  fin.  tf- V^( — 1)  ]•  [co-fin.  b  —  fin.  ^X 
^(— i)  ]  =:  co-fin.  (a -hi)  — \/(— i).  fin.(tf -i-i). 
On  trouve  par  un  calcul  femblable  [  co-fin.  a  ±: 
fin.  tf-  \/( — i)]x[co-fin.  i±:fin.i-V^( — i)]x 
[ço*fin. x^ûn.x  y  ( — i )  ]  ;==  co-fin.  {a'+^b^x} 
±  \/(— i).  fin.  (tf  -h  *  H-  x), 

17;.  CoKOLLAi&cL  Donc  Tuppoiant  6  =;s tf 
on  aura  [co-fin..  a  :^  fin.  tf  •  y^( — i)]*  =  [co-fin.  la 
difin.  ltft|/( — 0]>*^  enfiippQfant;i:==îsa=a, 
on  aura  [co-fin.  ai  fin.  tf  •  \/( —  i)]^  =  co-fin.  ja 
:^fin.  }a»  y^( — i)  :  en  général  [ço-fin.  a  ;t  fin.  a  X 
V( — i)Y  =  co-fin. /itf  ifcfin.  na*^{ — 1). 

174.  Corollaire  IL  De  la  dernière  équa-^ 
tion  on  tire ,  en  pç enant  +  pour  le  figne  du  ra- 
dical &  tranfpofant ,  fin.  /z  a  •  y{ —  |  )?= — co-fin.  n  a  , 
-+-  [  co-fin.  tf  4r  fin.  <?r  \/(  —  \Y  y  &  prenant  le  . 
figne  du  radical  en  ^^ ,  on  a  fin.  /z  a  t  y{  —  1)  ?= 
co-fin.  na  —  [  co-fip.  a  —  fin.  a  %  y^( — :  i  )  ]  *.  Ajou- 
tant ces  deux  équations  &  divifant  par  1  •  \/{ — i)  ^ 
on  trouve  Téqùa^op  fin.  na  = 
[ço-fin.  a  4*^^ 'V( — 01" — [c<>-fln.tf — an.  tf*^( — !))• 

I  I     j  .  . .  • ' -'-  I  1 —  I ■      a 

arc  on  dHm  m&me  an^  a  ,  fiu»  qu'il  foit  néçeŒiire  de  )r 
Spécifier, 
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Oa  trouve  au(C  en  retranchant  la  féconde  équation 
de  la  première ,  tranfpoianc  &  diviiknc  par  i  , 
c6-fin«  /2  a  = 

175.  Corollaire  IIL  Elevant  les  deux  Bi- 
nômes à  la  paiiïànce  n  par  la  formule  de  Newton  ^ 
on  trouve  les  deux  formules  fuivantes  fans  ima- 
ginaires. 

L    fin.  ntf  5=5  —  (  co-fixu  «)••'•  fin.  a  — • 

I 

-î-i ^-i^ '  (  co-fin.  tf  )— 5  (  fin.  tf  )  ' 

1*1*3 

— i (co-fin.  tfj*     ^X 

iij.4-5 

(fin.  a)î  — &c. 
IL  co*fin.  /i  a  sss(ço-fin.  tf)  • ^ -^^co-fin.  « )  ■  "*  * 

X  ■  % 

X  (un,  tf)  »  -h ^ — -^^ ^(co-fin.  fl)*  "^ 

^  '  l'X-J-4:-  ^  ' 

X(fin.tf  )4  — &c. 

Remarque  I.  la  première  formule  e/l  com- 
'  pofée  des  termes  de  rang  pair ,  c'eft-i-dire ,  du 
fécond  ,  quatrième  ,  fixréme ,  &c.  du  Binôme 
[  co-fin  tf  -+»  fin.  a  ]  " ,  &:  la  féconde  des  termes  de 
rang  impair  du  mcme  Binôme.  Dans  les  deux  for- 
mules le  premier  terme  eft  ppfirif  y  les  autres  étant 
alttrqativemeiy  négatifs  &c  pofitifs. 

i 76.  Remarque  II.  Nous  avons  fuppofe 
f=  I  j   mais  fi  Ton  vouloit  exprimer  le  rayon , 

i|  famirpit  djvifer  le^  d^ax  foçoiules  précédantes 
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Dar  r»"'.  Voici  une  aucre  manière  de  trouver  ces 
Formules  en  exprimant  les  wyon.    Les  fbr^nules 


Un.   (  fl  -(-  ^  J  =       ■■  . t  peuj. 

vent  s'exprimer  ainfi  : 


co-fin.(tf  +  *)  =3[(co-fin.tf-+.vCr7  •  6n.a)x 
(  co-fin.  b  -^  |/II7  .  fin.  ^)  +  (co-fin.  ^  — 
V—  I  •  fin.a)  (co-fin.  * — V^^  •  fin.*)]  :/ir; 


fin.  (  a-+* *  )  =  [  (co-fin.  a  •+•  V^^^I^  •  fin,  a)  X 

(  co-fin.  b  4*  V--^  •  fin.  *  )  —  (  co-fin,  u  — « 

V— ï  •  fin.  tf)  (  co-fin.  *  "■  V-ITT  •  fin.*)]:' 

Multipliant  la  dernière  équation  par  ^{-^i) 
pour  l'ajouter  è  la  première  &  l'çn  retrancher 
enfiiite ,  on  trouvera  les  éqiutions  fuivantes  : 

(M)     co-fin.  {a'hi)  +  V('-  0  'fin-  (^  -h*  )  =3 


r 


(P)    co-fin.  (tf-H*)  —  |/(—i).fin.(tf  +  *) 


yâ  s -agit  d^  finiip  ou  du  co-finus  de  (a  —  *) ,  il 


*  lies  deux  points  indiquent  la  divifîpn  ;  cVfli-din  ,  que 
h  <|ttantité  ^ni  ôrécéde  les  deoz  points  eft  le  (Uvidende  »  &  que 
celle  <|iiî  iiiit  eu  le  diyiièiir  ;  ou ,  ce  qui  revient  au  m&ne  »  ï^ 
Quantité  qui  précède  les  deux  points  eu  le  numérateur  d'une 
nation ,  dont  la  qw^ntit^  qui  Voif  )es  deux  points  dl  le  ^é-^ 
nof^in^teurt  . 
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fuffira  de  changer  le  figne  de  fin.  b  ,  parce  que 
Aérant  un  arc  quelconque,  —  fin.  A  eft  &=  fin.  —  b^ 
ôc-  cO'fin.  (  —  3  )  =3  co-fin.  3.  Si  on  fiippofe 
4  s=:  A ,  les  équations  précédentes  fe  changent  en 
celles-ci  :  co-fin.  ifl  •+-  \/("'^  ^  )  '  ^^  ^^  ==* 


i : ^-1.^^ i- i-,  co-fin.  itf  —  V  (— l)  X 

^  [co-fia.  tf — V(  —  l)-fin.  tfl*     -, 

un.  xavss  '  '  ■  Ajoutant  ces 

deux  dernières  équations  »  retranchant  enfiiite  la 
féconde  de  la  première  ,  &  divifiint  par  i  on 
a  les  deux  équations  fui  vantes  :  co-fin.  la  sa 
[eo-fin.ii-|-V( — ï)  Sn.a-y-^co-Bn.s — ^( — iVfiiUtf}*^ 

■  ■  ■  I  ■    ■  I  I       ■     ■  ■  ■  T, 

%/(— ^  I  )•  fin.  ztf  =  # 

[co-fin.  tf  4*  V( — i)  •  fin. tf]*-r [co-fin.  4f — y( — i)-fin.4-J* 

Si  avant  d  ajouter  &  de  retrancher  ces  équations 
on  en  prend  les  racines  quarrées  y  on  trou- 
vera les  deux  I  équations  fuivantes  :  co-fin.  a=s 

[cofin.i4-+-^( — i)  •  fin.za]  *  -J-[co-fin.  is — V^( — ri)  •  fin.  laf 

—  I  J 

«  I  I 

[ço-fin.  14 + V^( — i)  '  fin.  ><t  -  ]  ^ — [ca4în^-  V^(^  '  )  '  fip«*tf]?  * 


Ajoutant  un  troifiéme  arc  d  aux  arcs  a  8c  6  ^ 
il  eft  vifible  par  les  équations  M  &  P  ,  que 
co-fin.  (a-hH.rf)H-  y^(_i}[fin.  (tf-+-*+<0]  ==' 

[cq-fi9,(a4^)+V^(-i) .  (in,(4-f*)l.  [co-fin.i£4.V(-i)  -fia-^I 


f 


■MMMWMaflki 
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co-fin»(tf-HA-V-rf)  —  v/( — i)-fin.(tf-f-*-+-rf)=5 


Subftiruanc  les  valeurs  de  co-(în.  (  ^  +  ^  ) 
V( —  i)-fin.  (tf-hA),&deco-fin.  (tf-h3)  — 
V( — i)- fin.  (a -4- A)  que  donnent  les  équations 
M  &  P  3  on  aura  [  (co-fin.  a  -h  y'  —  x  •  fin,  a) 
X  (  co-fim  b  -+-  y —  X  •  fin.  i  )  (  co*fin.  d  -f- 
Vnrr  •  fin.  </ )  ]  :  r*  c=  co-fin.  ( «  -j-  3  -+-  rf)  -f- 
\/ir7  •  fin.  (tf-+-3  +  rf),  &  [(  co-fin.  a  — 
.  V— ^  •  fin.  tf  •  )  (co-fin.  b  —  \/ —  I  fin.  A  •  )  X 
(co-fin.i — \/ — x*fîn.</)]  :  r*  =  co-fin.  (a-f-A-t-^ 
..-»y'( — i}-fin.  (i2  +  3  +  ^)*  Suppofant  tfsssA 
s=âf,  ajoutant  la  dernière  équation  à  la  première  » 
l'en  retranchant  enfuite ,  tranfpofant  &  divifant 
par  l'y  Ton  aura  les  deux  équations  fui  vantes  : 
co-fin.  }  tf  = 


xr"- 


\/(  —  i)^fin.}tf  = 

[co-fiii.tf-f-  ^( — i}fin.tf]3  — [co-àn.4i-^^( — x}-fiii.â]f 


IT* 


Si  avant  d'ajouter  &  de  retrancher  ces  équations 
on  prend  la  racine  cubique  des  deux  membres» 
nous  aurons  co-fin^  a  = 

(co-fin.  3tf-f>y^(-l)  •  fin.  $â] ''+ [co-fin.5tf-^y^(-i) -fin.^a]? 

— »  * 

V( —  i)-fin,  tf  = 

1  I 

[co-fin. 3<f+V^(-i)' fin.  j^]î — [co-fin.  jtf—  ^{•'i)*^.d^ 


—1 


£n  général  l'analogie  fait  aflèz  voir  qu'on  aura , 
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T 


ayant  attention  de  divifer  la   formule  du  (mus 
4^x  ^{ — i) ,  les  formules  fuivanres  : co-fîn.  na=s 

Tco^.  #+V( — i)-fin.4i]»-|-[co-fiii.j — ^( — i).fin.<i]» 

Il  '    ■  » 

iin«  na=s 

rco-6n.tf-|*V( — x)-fia.<«]*  —  [co-fin.* — V(— O'^**]* 

»•'•"' V(—0- 
De  ces  formules  on  déduira  aifcment  par  le  Bi- 
nôme de  Newton ,  celles  dont  nous  avons  parlé 
ci  "-  deflus  ,  mais  elles  fe  trouveront  divifées 
par  r"*  *  ;  de  forte  qu'en  fuppofant  co-(in.  tf =/>, 
un.  a  css  b  j    l'on  aura  les  formules  fuivantes  : 

&  co-fin.  /itf  =  r^* — -HJLZJL2p»-iii 
»(if— i)  («  —  g)  (g— O    ,. 

i«i«j»4«5 

• 

Si  Ton  fuppofe  Tare  a  infiniment  périr,  fbn 
finus  fe  confondra  avec  cet  arc ,  de  (on  co-Anus 
fera=r,  &  pour  que  l'arc  ;z  «ir^bit  d'une  grandeur 
finie  ,  il  faudra  fuppofer  n  infiniment  grand  ,  & 
alors  les  produits  «•(/! — x) ,  n{n — i)  {n — i) ,  &c. 
*  fe  réduiront  aux  puiflànces  féconde ,  troifiéme ,  &c. 
de  n  félon  le  nombre  des  faâeurs  de  ces  produits  : 
car  dans  cette  fuppofition  n  —  1=71,  n  —  % 

»=n,  &c,  Paifant  donc  l'arc  fini  n*a=^dy  on 

d  d^ 

aura  •-  p=  a  a=s  fia.  a  ,  — -  »=  (fin.)*  «  =  **  {  «n 


•/>— **4— &c.l:r--'. 
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'  fuppofant  fin.  tf  =3),  —  ==  i  ' ,  &c.  &  co-fin.  azasi 

=^p  y  ainfi  toutes  les  pui(Einces  de  /?  =  co-fin.  a 
feront  =  i  lunitc.  Siibftituant  ces  valeurs  dajis 
les  formules  ci-deillis  &  fuppofant  r  =  i ,  1  on  ai    * 
\^%  formules  fuivantes  : 

fin./za  =  fin.  </  =  i  — " 


^^  X  15  îa.J-4-J 


Th&C. 


i'Z-^-4-5.^.7 

co-fin.  /2  a  =  co-fin.  d=i  1 

&c. 


x*&*3'4- j*^ 

177.  Corollaire.   Puifque  rétant=ri, 

fin.  a  M    !•  .      1 

on  a  tang.  a  s=s  — p ,  il  fuir  des  deux  for- 

co-iin.  a 

mules  précédentes  qu'on  aura  rang,  /i  ^z  =  tang.  d 
d— ^ &c* 

—  &C. 


!•>  I 'l* } «4 

178.  RiMARQUB.  Parce  que  (  133  )  fin-*  '^"f^ co-fin 

^"        p >  tntuiuit  tang  ts^t,  on  aura  co-fin.  ««b^aw 

fin.  a  '  r       hr 

J ™*  y  Subftituant  cette  valeur  àtp  <Ians  les  feipiolet 

ci-deflùs  (17^),  Êdûot  une  équation  fraâionDaire  telle  qde 

le  premier  «cmhrcibit^jj^—  «-tang.«ip  ^  «  ^ue  le 
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lêcond  membre  ait  pour  numénceur  la  valeur  de  fin.  11  « ,  3c 
pour  Jéaominaceur  celle  de  co-fin*  n  41 ,  divUànt  de  plus  le  na- 
œératenr  5c  le  dénominatenr  de  cette  dernière  fiaâion  par 
^»  ft  les  multipliant  par r"  »  on  auxm  tang.  ma  — 

*•  I  •  1  •  j 

,.(,-0.(,->).(«-i).(«.^:»)^,.^^,  _^^ 

I  .  X  .  j  .  4  ' 

Cette  expieffion  eft  compofée  de  la  paiflànce  n  du  Binôme 
r-f"  ^9  mais  dont  le  numànteur  eft  compofé  &t%  termes  de 
rang  pair  5c  multiplié  par  le  rayon ,  le  dénominateur  conte- 
nant les  termes  de  rang  impair  :  les  termes  du  numérateur  5t 
du  dénominateur  ayant  alternativement  les  figues  -^  Se  — . 

Remaequb  h  Enfiûiànt  /*-»  x ,  cette  formule  deviendrolr 
plus  fimple* 

RsMARQUB  IL  De  la  formule  co-fin.  ««  «a  p»  — 5^c.» 
trouvée  ci-deflus  (  176  ) ,  on  déduit  facilement  la  figeante  de 
n  a  qu'on  peut  exprimer  ainfi  : 


>»<4>1 


Ce. Ji4f  «■ ,  .  ,  parce  que 


I     •     % 


les  triangles  c  A  i,  can  (fig.  108  },  en  fiippofiuit  Tare  ab=^ 
ii'tf,  donnent  c^  :  ci  ::  ^ «  :  cn^  ou  co-fin.  na  :  r  ::  r  : 


co-fin.  /i  / 

•17^.  Feoblemb.  rAiirvrr  &  finui  et  un  arc  mulùplt  dt 
rc  a  indépendamment  de  la  formule  ci-^de^uÂ  (  17^ )•  FaîTant 
SB  I  ^  ^  a-»  ^  ^  co-fin.  ^B»  ço4in.  ^i  ««  ^,  fi  dans  la  formule 
i.  (««f-i)  Ml  fin.  a  co-fin.  i  «^  fin.  h  co-fin.  ^  ^  on 

ilippofe 


f_  f  M 
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fippofa  b  ruccei&Vemem  «■  a ,  %a  y  ^a^  fcc.  on  aur» 
Sia.    A—  v^(.x — f*)*- 

Sin.  }4  ^  (4j»  _  x)  ^  (  I  :-jt  j 

Sin,  éa  —  (ji^J  — }i^î4.5^)  y^(i_^tj 

Sin.  7<i  —  (^4?^  —«0^4  4-14  ji  ^i'j^^t—fK 

En  fiippo&nc  (in.  a  aa  /y  9  on  trouvera 

.  Sin*     a  *^p 
Sin*  xa  *^%'p  ^  [i  — 1>*) . 
Sin.  }tf  ^^p  —  j^p% 

Sin.  4tf  —  (4/>  —  8/î  )  V  (  1  — p*) 

Sin.  jf  tf  r»  5^ -^  lo/y) -1- i^^$ 

Sin.  ^i— (^/^— 31/^î-f  3ipî)  V(t— /»*). 

Sin.  m  e»7/>  —  ^6pi -^11% pi  *^6é^pf 

Sin.  Sa  «a:  arc* 

PdQi'  ttj|vèr  ckaâiiife  Je»  tables  ptétéientti  «  il  ti*y  a  qu'l 
fuppofcr  ipRTmier  finus  trouve  ::^ûû.hy  taitdîi  que  le  fînus 
êc  le  onflhuJ  de  a  feront  tdujôufs  àéû^és  p2at  p  8c  à',  bîùax 
attention  que  finnsde  «  =«  ^  (  t  —  ^*  ) ,  &  co-lîn.  ^  «m 
V  { ï  *-/>* ) ,  &  chcnihel:  le  fmOs  de «i  +^par  h  formula 
fin.  (tf-f-3)  "esfia*  ifC(>-fin;i<4"fin»4'eo^iiû*  4.  Onfup- 
pofer»tet# 

*  Car  Je  quarré  i  da  rayon  ^cànt  ^gal  au  ^uarri  du  £ntm 
plus  le  quarré  du  co-^us  q'^aa  a  le  quarré  Julinus  m^t  -"-^^^^ 
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iSo.  Problème*  Trouver  les  ea-finus  du  ans  nudùpliés^ 
indépendamment  de  la  formule  ci^dejfu's  (  176),  Si  dans  la  (or-' 
mole  cofin.(<i  +^)aBCo-fiii.  a  •  cd-fin*^  —  &!•«•  Cauh  ^ 
on  bk fiiccdCvement  h^ama,  xa^^a  5cc*  on  aiua 

-    Co-fin«     a  ^»  q 
Co-fin»  »a  o"  if*  —.1 
Ço-fiiu  3«  —  4f5  —  }f 
Co-fin*  4tf  «Il  8f^  —  S^^  +  i 
..Co-fin.  ^a^^iSq^ — ^oÇ^'f'Sf* 
En  gfaiéraly  en  ezprimaiit le  cayon^on  a  r*- >  co-fin.iitf  ew 

»  

.  On  peut  aufll  exprimer  les  co-finas  des  arcs  nmldpliés  par 
la  table  fiii?ante« 

Co-fin.     tf— y^(i_p») 

CO'6sk»   %a  •mm  —  ^p^ -f"  I 

Cofiû.  la  — (  — 4;,»-|-i)y(  t^pt) 
Co-fin.  4a  -^  gp4  —  gpt  -f.  X 
Co-fin.  5a  >»(i^;^4 —  iip^-f- 1)  y  (i — p») 
Co-fin.  ^tf  aass — ^^p^^\-é^Zp^'^^^%%p^^  k 
Co-finà  y  a  ^^^c* 

* 

Pour  que  les  Commenfans  piuflènc  mieux  amceToir/a  Ar- 
madon  des  tables  des  Problèmes  précédens ,  nous  alîoDS  dé- 
montrer quelques-nnes  des  équauons  des  deux  premières  ta- 
bles. La  première  fia.  a=  V(  «  —  y*)  eft  évi*cnte  (note 
du  n<»  179  ).  La  feconde  fe  tire  Aalement  de  la  foaxmle 
fin.  (  d  +  A  )  =  fin.  tf  •  co-fin.  *  +  fin.  i  •  co-fin*  a  «- 
ij^g  (en  fuppofanttf=«*)«t^  V^(i_^v)^  La  foi- 
Itéme  ie  tire  de  la  même  formule  en  hxùtnt  b  ^^  2  «  ;  car 
alors  le  fécond  membre  de  cette  formule  devient  fin..4  co-fin.  %a 
4-  fin.  1  a  •co-fia.  ii  =» /y «> co-fin.  %a*  +  ^P'9^  Or  co- 
(&.iV—  V^[i  -,  (fin.  24)»]=  V(  I  -  ^p"-  q^)  -- 
t  ^.IJL^^*  +  4;^^)  —  I  —  i/'*',  parce  que ^*  —  i  ~ 
f  •  Simftxtaant  maintenant  la  valeur  de  qf  dans  %p  q*,  on  auri 
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fin.  }  à  ■»  3  p  —  49)  ^  ttoi^itat  équation  cte  la  féconde  ta* 
ble.  On  peut  de  celie-d  tirer  £1  correipondante  dans  la  pte^ 
jniere  table ,  en  fubftituant  pour  p  fa  valeur  V  (  '  —  9^  )  ^ 
xéduilànt*  On  peut  voir  par-U  comment  il  Ëuit  s'y  prendre 
poiu:  trouyet  les  autres  équations  de  ces  mêmes^bles  ^  aufli 
bien  que  les  équations  des  tables  du. dernier  prob^e«  H 

iSt.  Problème*  Exprimer  les  puiffances  des  fintu  ic  eo^ 
finus  et  un  arc  a  par  les  finus  6»  co-finûs  de  cet  arc  ùu  defes  mul^ 
tiples.  n  efl  vifible  que  les  termes  d^rang  impaif  die  la  fe-^ 
conde  table  de  Tavant- dernier  ProblMe  donnent  des  puiffan- 
ces impaires  àtp  ^  9c  les  termes  de  rang  pair  de  la  fctonde  ta' 
ble  du  dernier  Problème  donnent  des  puiffances  Djûres  de  pé 
Maintenant  oà  aura  fin.  a=^p  \^i^\  équation  -^'l  p^  +  1 
«=  co-fin.  1  d  * ,  on  tirera  1  ^7^  «=  t  —  co-(in.  x  a*  Paffaiit  â  la 
féconde  table  de  f avant  dernier  Problème,  de  féquation  fin.  )  ^ 
•=3^  —  4^3^  on  tire  4/75  ^SP  —  fin»3<y.  Revenant  â  la 
féconde  table  du  dernier  Problème,  l'équation  co-fîn.  44  =?  8^^ 
—  8 Z»^  +  î  donne  Zp^  =  co-fin.  4^  —  4Cofin.  1/1  +  3^ 

Len  fnbftituant  la  valeur  de  8  ;>*  prife  de  la  féconde  équation 
\  la  féconde  table  du  même  Problème ,  &  réduifànt)  :  enfui* 
vaut  Ce  procédé  on  formera  la  table  fuivantcu 


$}q»  tftt»fin.tf»=p 

•  1    '■ 

4,  ^^  a=a  ^  ^  — «-  fin.  ^  41 

i 

S/»-*—  3  —  4Co-fin«ie4-£0-âiU44 

t^pS  KM  io^  —  5  fin*3  tf-f*fiii.54 

31  p^  tsa  10  —  t J  co-fin.  1  tf  -f-  6  co-fin.  44*—  co-fiut  ^  « 
^4  ^^  r»  3j  fin.ii-*7i.i£0.3â4~7^«5^ — fin. 74 

tl  eft  yifible.que  les  pmilânces  impaires  de  /^  «»  fin.'  d  Jonc 
cxprifnées  en  finus  d'arcs  multipliés  .  tandis  que  les  puiflàn* 
Ces  paires  de  /?  font  expriitiées  eA  co-nilus  d'arcs  multiples.  *Dt 
lus  la  loi  des  coefficiens  numériques  eft  la  même  qHe  Celle 
u  binôme  de  Newton^  éiccjepcé  que  dans  les  puiflànces  paires 


s 


e    .       'lin;       '  I 


*  Voyez  la  iieconik  4qo»tion  ilc  la  Ijp^ondc  .xiUe  du.  dbrnter  firoblènact 
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le  nonbre  abftraic  (pii  ferme  le  premier  terme  dn  (ècond 
membre  de  Téquation  »  n'eft  que  la  moidë  de  celui  de 
mime  rang  qaedoime  le  Blaome.  Par  exemple^  dans  la  qoa* 
triène  équation,  en  commençant  par  le  dernier  terme»  l'on 

Aco-fin.  4  te—  4  co-fin.  i  a  -f-  j  «■  s^4  ^  on  voit  que  3  efl 
moitié  de  é ,  coeflicienc  numérique  du  troifiéme  terme  da 
Unome  4»  -}-  ^  élevé  i  la  auatriéme  puiflàncc.  Cela  po(ë  il 
eft  vifible  qu'on  a  betbin  de  deux  formules ,  félon  que  rezpoûnc. 
4e  p  eft  pair  ou  impair^infi  nous  aurons  &•*  ^  p*  aes 

^••'(fin.<ï)»«»±fin,«<iqi«fin,(« — %ya± — ^x 

•    i 

,    «  •  {n  —  !)•  In  —  !•  &c.    ^  , 

un  nombre  impair.  On  a  renverS  Pordre  des  termes  de 
la  table  par  rapport  au  (ècond  membre  de  l'équadon. 
*'  '    fi  n  étoit  un  nombre  pair  ,  on  auroic  i**'  p»  ac« 


±  co-fin.  n  aip  is  co«(in.  (/i—  i)  •  «dt  ^  '  ^^ — -^x 

co  un*(/i  — 4}  •  43: 1 — ^•co-un.ui — tf)<« 

—  »  /i»  (/t— 1)'(/I— l)'(g— 3)&c.\    ^ 

^^  *  \  I  •  1  •  }  •  4  •  ^c  J 

Dans  la  première  formule  dans  laquelle  ;i  dft  un  nombre  ïm* 
pair,  les  fignes  Tupérieurs  auront  lieu  fi  /t  »■  4  m  -|-  j^  mais  'û 
nudra  £c  (èrvir  de  fignes  inférieurs  fiff«'4m  —  i^m  étant  un 
mombre  entier  pair  ouimpair*".  Dans  lâfèconde  formule  dans 
laquelle  »  eft  un  nombre  pair ,  ou  fe  forvira  àts  %oes  fupé- 
rieurs'fi  a  =*  4  m,  m  étant  un  nombre  pair  on  impair;  mais  l  on 
fera  u&ge  des  fignes  Inferleurs  fi  a  i^»  »  m ,  m  étant  un  nom* 
bre  impair* 

*  Dans  la  fuppofition  de  f^i,  co-fin»  o  •  «  ■«  co-fin.  o 


s  I. 


Enfi]ppolàntm=Bi,4ffli-f-x  feras»  f;  orenËd(ànt« 
^  5  ,  on  voit  par  la  table  que  les  &;nes  fepérieurs  doivent 
avoir  lieu  ;  qu'on  doit  fe  fervir  desin&iears  en  fiippofiuir  m 
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iSï.  Pour  avoir  une  formule  femblable  par  rapport  aux 
puiffances  des  eo-finus  d'un  arc ,  on  fera  des  deux  prmieres* 
tables  des  problèmes  ci-deflus  {179)  le  même  u&ge  que  non» 
venons  de  (aire  des  deux  dernières  ^^  de  Toa  formera  la  table 
foivance. 

^    «ss  co-fin«  a 

%  q^  tsm  I  -f-co-fin«  xa. 

4  ^)  asa  j  co-fin.  a  '^  co-fin«  j^<a 

t  f 4  n«  ^  ^  4  co-fin*  a  «-f-  co^fin*  4 a 
t6  qS  an  la  co-fin«  tf  -f-  f  co*fin«  ^  ^s  -f-  co*£h.  ^  a 
jx  q^  -»  ro-f^i^lt  co-fin.  a  tf-f-é co-fin.  4a -f-co-luLéî 4 
^4  ^7  "»35  co-ficL.  a'+'SLC^ 

RenverCinrrordre  des  termes  (pi  (ont  i  la  droite  du  figned'i?* 
galîté  y  on  formera  la  formule  fiuvante,  n  étant  on  nombre  pair 
Quimpair ,  *»  "  *  (co-fin.  ii)''»sco-fiB.  n  4t+n  Cù-ÛMJin — a)  •  a  -+• 


B'Cn — i)      -     s  \       .»•{« — r)-(ji  —  %) 

^-_co-fin.(«~4)>^-|^  ^}^^      .      f  X 

^        '         .    '   *  \  r  •  1  •  3  •  4  ftc;        .      / 


X  co-fîtt.o  «^j  on  +r — ^ — T"& — ^ J  ^  ■  ""^^  >  ^^^^^ 

que  n  cft-  pair  0%  impair^ 

RsiTARt^UE.  Il  feroît  faclfe  d'avoir  fèxprefnbn- dès  hm» 
geiitet  dt  des  co -tangentes  de  Tare  multiple  n  •  4>  en  (e 

iouvcnant  que  tangê  =«     ^    jgc  cortang.  =«  — ^— j  ear  on 

conclueroîlt  Ëicitement  que  tane*.j»^4»« — i «•  to.  De 

*  ^  co-un.  n  a 

même  co-tang.  n^^^-^ ««aca,  oa it fàudtoittavoi^ 

égard  à  la  nature  du-  nombre,  n.  Pour  avoir  la  (ormnlè  des  to» 
fécimtes  |.on  fi»oit  attention  que  le»  triangles  fembkbles  civÊ^ 
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fi  b (fie.  loS)  cloBoencci ^=»i rf=»-fin:r ::r:çi>Cc «=»  -^^  =• 
y-  ,  ^  bifkiktr^m  I  j 4onç  ço-Ccc»« fl  —  S"^  — &cEç 

4c  m&ne  on  aurait  co  -  tang.  «  a  =»  ■ 

çang,A4 

ï    •  % 


I  •  »  •  5 


x8}f  PiiOBLEME.  £ji?;»ri«er  f/z  puijfances  dts  fimu9  mdym 
finus  dtCarcfimplt  tt  finus  ou  U  ço-finusdt  tare  multipU.  Si 
n  cft  pair ,  la  féconde  table  éa  Problême  ci-defibs  (  '7^  ) 

doQne|eafiippo£^itapair;^  Ën^na?=(  rp  i*-*^»-»  it 

•+•«?}  Vi^  —'/>*).  Ife  figne  fiipérieur  a  lieu  lorfqae  n  =» 

%my  m  étant  un  non^bre  pair ,  mal^  on Ct  fervira  du figne  ïor 
^érieor  fj  m  eft  iii\pair^  Si  a  ei^  un  nombre  impair  |  on  aura 


I  •  X 


x{»   «-^  ^"-*  diacc.  I^e  figne  ftp^îeur  a  {leu  ff  /x  = 

4i«—  I,  &  rinfécleurfi  11=:  w^m  *f-  I ,  m  À^ntpalrou  impair. 

La  première  table  ,du  Problême  ci-deflos  (  iÇoj  dooi^, 

çn  fuppo(ànt  n  un  nombre  impair,  ±  co-fin.««  ==  « 5  — 


iXI* 


♦  C  cft  le  quotient  de  i  diviC  pv  h^  fo^^nuilc  de  la  tangent© 
^  178")  en  fiuUtfi  r  =»  I. 

**  Si ,  par  exemple  ,m«=ai,&ii=sr  j=  4m  —  i,on 
aura—  co-61.  jâ»=»  j^  —  4^1,  oa-|-co-fin.  3tf=r  4^}  — 
3  f }  les  autres  testes  de  H  férié  i^t  c»0;,  ce  ^ui  ^  fiicîlg 
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incûufL  nqmbre  pau,  Ton  aura  ±  co^fin.  na^=^  i —  q^ 

'  Le  figne  Cupérieilr  a  lieu  pour  le  premier  membre  de  Fé- 
qu^tioii  dans  cette  dernière  rormule  du  co-finus ,  &n^^  ^m^ 
m  ëtantun  bomb're  pair  ou  impair  tel  que  8  ,  par  exemple.  On 
fe  ièrviia  du  figne —  fi  n.^  x  m,  m  étant  impair.  Mais  dans  la 
première  fccmuledii  co-finu%  on  fera  ufage  di}  figne  •(-£  ji  ■» 
41R  +  I ,  &  du  figne  -*,  fin  «»4m  —  i  ,  jr  étant  un  nom- 
bre pair  ou  impair.       ,  . 

184*  CcAOïXAiAB.  Si  Ton  fiippofe  fin.  tf  «s  x,  fin.  3  4f  «a 
^  y  /i  <«  3  ,  l'on  aura  par  la  féconde  formule  du  Problème,  ïé" 
quatioà^x). — .^jc  +  ^^o  ,  équation  qui leâ  dans  le  cas 
irtéduéUble ,  h  étant  plus  petit  que  i  =»  r  ;  &  les  trois  racines 

de  cette  équation  font  fin.  — ,  fin.  — ^ ,  fin.  — ^ —  ,  m 

défignant  la  circonfiirence  du  cerde  ;  car  les  finns  de  «  »  4Z  -f-  nr, 

a  -f-  X  m ibnt  égaux.    Sl&  avoit  le  figne  —  ;  la  troifiéme  fbt- 

mide  donnerait  la  même  équation  avec  cette  di£Gérence  que 

h  anroitle'  figne — ,   8c  les  racines  ferotent  dans  ce    cas 

co  fin  a  r-    w+«.    ..^»i«-f-tf  ^ 

— ^ — ,  co-fin.  ,  co-un. ;  car  co-un.tf  » 

co-fin.  (m  +  tf) ,  (co-fin.  (xm-^a)  font  des  quantités  égales , 

&  dé  plus  la  (omme  de  ces  racines  eft  =»  o ,  ce  oui  n'eft  pas 

fucprenant,  parœ  que  toutes  n'ont  pas  le  même  ugne.  Si  ]}ar 

exemple  Tare  a  eft  de  90^  y  les  trois  racines  feront  3  enfiq>pc^ 

£ttit  r  i^i  tXri  i"^^  ^^^  lafômme  «»  oi 

De-U  on  peut  tirer  une  méthode  pour  réfbudre  toute  équa« 

tion  du  troittéme  degré  dans  le  cas  irréduâible*  Son  Téqua*- 

tion  x^  —  dxzt.q'^o  qu'on  foppofe  dans  le  cas  irréduâible, 

k  conq>arattt  arec  notre. équation  4v)  — ^x±à*^Oy   o^ 

''                   ^  K^x       r  h 
(divifimtpar  4  ^exprimant  le  rayon)  xJ  — ^ ±  —  ■■  P  > 

nous  aurons  ^ —  <»■  d-^ «-■  f  •  De  la  première  des  deux 

4  4' 

^  comprendre  en  ôifint  attention  que  «*  —  ^  eft  doés  -«  a  ^ 
ce  qui  rend  |c  troifiéme  terme  —  o.  lyailburs  Tcxpolm  de* 
nepeut  pis  Être  plus  Qniid  qoe  ««. 

Hh  4 
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^  ■■  ^ 


dernières  ^^lu^Uons  on  çîrc r*  «=i  ?— ,<«/•=  \/  f  ^^  |, 

de  la  fçcQnde  eii  fubftituaiit  la*  valent  de  f  ^,  ou  de  i  ^  fi  Ton  ne 
ne  fçut  pas  introduirç  r,jOa  tirc'i  -^-M»  Faifant/ (rayon  de 

iVquation)  ou  1  (fi  r  a  cft  pat  exprimé)  'i  ou  \/  (  -^  j  t 
~  M  R  (  rayon  des  tables  )  :  ^' /;^^  v  »  ce  quatcriéme  terme 

étant  cfiercbé  dans  les  tables  donnera  le'fînas  d'iin  arctf  fi  i 
çff  pbfitif,  o^  (on  co-fipus  fi  i  eftnéptlf ,  &  ie$  racines  ferow 

teUct  '^ue  nous  ve9ons  de  le  voir ,  c'eft-^dire ,  «  ^^  fiiu  -^  . 

f  fin/       /&€,,  ou»  tciB  eo*fia.^,x  «=acc 
3       '  5 

l8f  •  PiQBi.BMB.  Couper  la  circonfértnee  étkn  eercit  en  m 
pmhrt  i,  tK(U:  parties  égalet  par  des  Ugnts  tirées  d^unpomt  m 
m^jfr  k  diamètre  du  cerde^  mais  kors  dm  cektee.  Avant  de 
jéfoudro  ce  Problème,  anh  renlènne  le  célébts  TliéQicne  de 
M.  t  otes ,  nous  allons  établir  deux  Lemmes. 

Lemme  I,  Soit  ^^ca^«a(  %.  ï*p) ,  /«a  cé-fimu  sp 

«»  — »sm  «^»,/<dw;  ftuhak  —  ^^^T%^x^y€nfai' 

yiiïisa  =  sg  =  r.  Car(<»»  — (j*)»_(x;^)»«r* 

r-^,&(^«)*-*(^p)>4;(p«)»,4c^ça^  triangle 

reaang!ei7  mj  or  ;y  m  -r^—  -^  |;  on/? jr  —  f  ^  — ,  (èlôa 

que  le  point  m  tombe  de  différens  cités  de  ^  j>  par  rapport  au 
centre  s  :  maisdans  l'un  êc  l\mt  cas  (p  m )^  =»  »^  -^  7  x  -f- 

— .  Cette   quantité  étant  ajoutée  4  (  Ap)V«:çr*  — — 

donne  (^)*  =  ç»  _  ^  jt  4.  ^\ 

Le  M  M  Bit  Si  dans  îa  formafeci^defus  (iSo)  r*'  'X 

^       ••»  ^       Ti     a   II 


GioMETK,l£«  489 


Xr4A»'5.^»-4.*-  i8cc*  on  multiplie  Us  deux  membres  par  1 , 


X 


qùon  fajfe  x  =  xq,otfq  —  .-^fr  co-fin.  n  a  ^»  c  ,   il  eft 
évident  qu'on  aurax"  —  rir*  x»-*  +  ^'i'^  —  ^)  ,4   x 

I  •  *•  3 
Si  on  fuppofct  fuoceifiteinent  11  •->  o  »  i ,  » ,  3 ,  dcc«  on  aura 
a-co-fin«(o  «il)  sa  »r«  On  aura  encore 

»*co-fin*  i  *  a  tssa  X  "^ 

t-co-fin«  a -tf  =-««*— ^ir*        >  — »tfT»-«, 
x*co-fin.  3  .tf  3«  xJ — 3''***J 
êcc 
K  étant  le  double  co-finus  de  Tare  fimplé*  Si  dans  les  iqvof^ 

tions  que  nous  venons  de  trouver  »  on  &it  «5»  ^  -| , 

on  aura  pour  ïc  double  co*finus  deo*^ ^  l'a^  a*tf  ,&c.  ces 

autres  valeurs  »r,  ;f  +  —  »ç*  +  -7tC*H — j-,&cEa 

».       •  '^  ^  ^ 

général  7*  +""V''^  ^^  '  '**  *  '  ^^  fiûûnt  dUparottre  la 

i&adion&tranfpolant,^;*»  —  icr»-»^»-!-  r*»— o.  Mais 
cette  équation  a  pour  racines  ks  doubles  co^finus  de  a,a^ 

tfL  ^  ^uj--L-  ,  rf  +  — ,  &c.  m  désignant  la  demi  -  circon- 
.  a  n  ff  •  • 

fiirence  du  cercle 9. 9c  a  farc  dont  le  double  co-finns  »■  2  ^. 

Mais  le  double  co-finus  de  a  eft  »ax  (  par  fuppofitîon) ,  êc  dé« 

fignant  par  9^  y  x"  y  j/^^,&c  les  doubles  cofinus  de  tf  -f* 

—  f  tf  +  ^^— ,&ç.  on  aura  rH -^*,rH J>p^ 

etc.  -^ur  les  Ëiétors  de  Pequation  trouvée  ;  or  ces  fstfâreurs 
dpiyept  (tre  d^açun  «s  p  y  ce  quidonneç  +  -, x^sao, 

/*  L'équation  du  double  co-finus  de  0-41  »  c'eftri-dite  ^ 
;«*GO-fio.  (o-tf)  ?»  xr  eft  évidente.  Les  autres  peuvent  (è  dé* 
.dujfe  de  la  fornwile,  ou  de  la  prendcjc  table  du  n*>  (  i8q)^ 
|>ourfu  ^u'qi^  foronfct  cçttç  table  eu  ezpriioaiic  le  xayoar^ 
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fc  I      II      — ■— ^^— ^i«.— ^^^^— »^— ^— <^  — — — ^ 

tfoù Ton  tire  {*  —  j «.+r*  =  o  9cc.  ;  donc  Féqiuùon  pré- 
cédente eft  coinpo£ée  d'un  nombre n  <le  trinômes  i^  —  ix^. 
r*,  i"-  — {*'-+•''*  >  r^  —  };x"  +  r*,dcc.*.  Venons  main- 
tenant â  la  lolutlon  du  Problème. 

m-     %  * 

n  fuit  de  ce  que  nous  ?enons  de  dire  ^  que  l'équation 
j»»  — ,  ac/-»-"  i^  -f-  r»"*  =»  o  eft  le  produit  de  tous  les 
qoarrésC^m)^  ,  (cm)^,  &c.;  donc  fi  ^n  Cuppofe  c=^  —  r, 
liypodie(è  qui  renferme  que  la  demi-circontérence  eft  dl* 
Yilee  en  un  nombre  n  de  parties  égales ,  &  par  conféquenc 
la  circonférence  en  un  nombre  %a  des  mêmes  parties  >  les 
X ,  x'  f  3^\  5cc  doniieront  les  double^  ço-finus  des  aces  a , 

}tf,  ftf  y  Atc.^  puifque  dans  ce  cas  —  >— <i.  Donc  les  produits 

II 

^*  —  * t  +  ''^f  î*'  "^^  «^  t  +  ''*•  *cc. dénotent  les  quarrésdes 
oroites  paires  cm  ,  mf ,  &c.  Si  Ton  extrait  la  racine  quac- 
cée  de  ^*»  -i—  &  cr""'  i»4-  r*»fcd  ftifiûtc  ^=»r,oaaura 
jf  »  —  r  ■  — w  c  X  m/,  to;  En  efbt  ,^  dans  la  fq>po(itiou  dç 
^«ar,  fiippofiuon  qui  défiene  que  la  circonférence  entière  eft 
divifiSe  en  mr  -nombce  n  &  parties  égales  s  ^c  eft  -^«o  ,  A 
fon  co-finus  eft  évidemment  égal  aurayonyoun+ry&l'on 
ji  la  ilcine  ^e  tious  venons  de  trouver-i  mais-dans  la  (nppofif^ 
tion  de  c  *=*  —  r ,  c'eft-â-dire ,  dans  la  fuppofition  de  c  né* 
^df,  ûna^*»+»r»f»+r*»^o,  dont  la  racine  e(l 

i«-f.r»«aim^xyR^;  «ce.  c*cft-à-dite , que  cette  racine 
!note  .le  produit  4es  droites. impures  m ^  ,  md  ,  &c.  % 
donc  (f»  — r»)x(^'"  +  r»)  — ^^•— r*"=-»ï*  x  aie 
x  mé ,  Sec  ^  -équinion  qui  renferme  la  £btution  dn  FraUéme'j 
A  ie  célebce  Tbéorême  de  M.  Cous^ 


.*Jiio&  oettA  éqtHUtof»  eft  léMqUe  «n  un  nombre  9  .  dç 
trinômes. 

**  Cette  équation  êft  évidemment  réfoltiKle  tmn  ùiEtcva:s\ 
pm£q[ue.fes  racines  font  ao  nombcfi.jl^:uiu&4>3r<:e  que  l'é^- 
quation  {  *  *  qp  i  r»  ^*  +  r*  » =p^  eft  C9mpofée  d*un  nom- 
bre n  de  fà^urS  tAncrmes  ,  eHe  eft  réfoluMè  eh  un  nombre  » 
de  ces  Bi£leun.'  T^t  plus  parce  qife Içs  rach^s  réeHes  d'une  é^mh 
(ion  donnent  jchacune  un  faÂeut  filrhple  féel ,  les  ricmé^ 
imagifiQres  fe  ttouv^at  toujours  en' 'nombre  pu:  dans  ùnè 


«■ 
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18^.  Remarque»  La  çirconfifrence étant  <livifie  en  on  nombre 

%  n  de  uarties  égales,  chacun  des  &£keua  {"*— r"^,  t^  +  ^^y 
teprélence  toutes  les  droites  paires  ,  ou  toutes  les  droites 
impaires  1  car  il  ne  peut  reprë&nter  à  Ja  fois  les  unes  Ac  les 
autres  ,  puiftjue  cnacun  n'a  qu'un  nombre  n  de  dunen-^ 
fions.  Mais  le  ladeur  ^  "  —  r  "-,  qui  répond  a  la  fiippofition 
de  c=^  -j-Ty  doit  évidemment  repréfeater  la  droite  qui  ré« 
pond  à  Tare  o-  a=^o  y  oum  a  ^  &.  conune  il  ne  peut  repré- 
l'enter  deux  droites  de  fuite  ;  il  ne  peut  représenter  m  h*  Sa, 
on  TuppoTe  /i  »»  ^ ,  il  eft  vifSblè  que  le  faôeur  f  *  -{-  r  »  don 
reprélenter  la  droite  m  (t  qui  r^ond  â  c»»  —  n  Ponc  il  QO 
peut  repcéfeoter  ma  i  donc»  &c. 

Trigonométrie  Spkérique^ 

iSy.Si  unangiefolideC(fig.  130}  eft  formé  par  trois  angles 
plans  ACB,ACP»BCP  (  que  nousappellerons  côtés  de 
l'angle  (blide  ) }  ce|  angles  auront  pour  ^nefure  1er  arcs  A  B., 
AD,  BD  décrics  encre  leurs  côtés  du  j^oinc  Ç  comme  centre^  fi 
nous  fuppofons  que  ces  arcs  font  décrics  avec,  le  même  rayon , 
le  point  ^.  pourra  être  regardé  comme  le  centre  d'une  (pnere^ 
Ces,arcs  feront  des  parties  de  trois  grands  cercles-de  la  ipherç  : 
4c£:>rmecont  un  triangle  BAI)  qu'on  n^tamt  sriangit  Jph^ 
rique*  La  trigonométrie  fphérique  s'occupe  de  la  réiblution, 
de  ces  fortes  de  triangles  comme  ]a  irigonométrie  plane  ^  on 
rcAîLi^ne  (c'eft  celle  dont  aous  avons  ^éja  parié  ibus  le  noji^ 
de  trigonométrie)'  traite  des  triangles  rediligneSy^eft-^-dire., 
des  triangles  dont  tous  les.  côtés  font  des  lignes  défîtes*  Pour 
mefurer  un  angle  (phérique ,  tel  que  l'angle^  %  pat  exempU^ 
il  fulfic  de  trouver  la  mefure  de  l'aqgle  formé  par  léa  deux  plan» 
ACB]  DCBqui,enfe  joignantdiapslaligBeBC,foD«ent€aé 
angle  ;  mais ,  (elon  ce  qulbn  a>  dit  «drdefnis  { a^.  -83  ) ,  on  c|| 
angle  eu  égal  â  celui  que  ibcmeroient  .deux  perpçnaiculairet  , 
4qenées  i.  la  Ugpe  B  C  par  un  même  point  p  »  par  txempU^ 


^^f^^^mm^tmmmmmmmm 


équation,  &  telles  que  leurproduh  deux  à  deux  eft  un  faAeus 
tationel  du  fécond  degfé^  il  s'eâfoit  que  toute  ^nation  ratio-r 
nette  eft  réfoluble  en  »deurs  réels  ,  fimplirs  oq  doi^tdes ,  çu  €% 
partie  fimples  Iç  en  partie  doubles^ 


>/ 


4^z   Cour  s.  DE  Mathématiqvss. 

Time  dans  le  plan  D  C  B  «  Tautre  dans  le  plan  ABC.  Mais  ces 
lignes  écaat  perpendiculaires  au  uyoncoomiun  B  C  des  arcs  BA 
&  B  D  feroienc  évidemment  des  tangentes  de  ces  arcs  ^  donc 
en  général  un  aiïgle  iphérlaue  quelcoaaue  fermé  par  deux  arcs 
de  grands  cercles  fuf  la  Ou&ct  d'one  (pnere  eil  égal  à  celui  que 
forment  entr'elles  les  tangentes  de  ces  arcs  menées  an  pomr 
oii  ils  fe  rencontrent, 

.  «iSS*  Un  triangU  fphirique  ABD  n'eft  antre  chofe  qu'oAe 
partie  d'une  farfàce  rphérique  terminée  par  trois  arcs  de  grands 
cercles  de  cette  (ph^e  AB«  AD  ,.B  D^  oui  font  les  côtés  de 
ce  trianglç,  dont  les  angles  A^B,  D  fent  les  mêmes ^ue  ceux 
que  formeroient  \cs  tangeates  de  ces.  arcs ,  pienées  aus  points 
A,  B,  D. 

Les  angles  pbns  ACB,  ACD ,  BCD,  qui  fenc  les  cotés 
de  l'angle  folide  C,  ont  pour  mefure  les  arcs  AB ,  AD  ,  BD 
qui  forment  le,  triangle  (phérique  ABD*  Et  fi  Ton  exprime 
les  côtés  &  les  angles  d'cm  triangle  (phérique  par  degrés»  mi- 
nutes ,  fécondes  ,  tierces ,  &c.,  ces  nombres  feront  les  me« 
fures  des  côtés  &  des  angles  de  Tangle  folide  ACBD* 

i8^.  On  peut  facilement  concevoir  la  conftruâxon  d'an 
angle  folide  de  trois  côtés  ,  ft  d'un  triangle  fphétimie  de  la 
manière  (ùivante.  On  prendra  pour  bafe  un  (èôeor  de  cercle 
AC  D  (  fig.  13 1  ),  &  l'on  mènera  par  fon  centre  une  ligne  CE 
perpendiculaire ,  ou  inclinée  au  plan  du  feûeur.  On  décrira 
enfuice  du  centre  C  &r  dans  le  plan  ACE  un  arc  AE  qui  ter-^ 
minera  le  (èâeur  ACE,  on  aécrira  de  même  avec  le  ravoa 
D  C  «  AG  l'arc  ED  qui  terminera  le  fe^eur  E  C  D.  Le  fec- 
•teur  ACD  qu'on  prend  pour  ba&  étant  ûppofé  plus  petit 
qu'un  dei-nî  eercle  ,  (on  (ùpplément  -  à  3^0  degrés  (èra  d/u» 
grand  qu'un  demi'Cercle  ;  &  l'angle  qui  (era  oppo&  à  ce  fup- 
plément ,  (era  le  (upplément  de  1  angle  AED.  Mais  celui-ci 
vaut  moins  de  deux  angles  droits  y  put(qtte,  û  Von  conçoit  le 
^an  du  feâreur  ACE  prolongé,  les  plans  AED,  ACEfor^ 
meront  deux  angles  de  fuite ,  qui  ne  vaudront  nue  deux  angles 
droits  ;  donc  û  -un  angle  A  E  D  vaut  moins  oe  deux  angles 
droits ,  le  côté  oppofé  vaudra  moins  de  1 80^  ,  &  le  côté  op- 
poféatrfiipptémentde  cet  angîe,c*eft-â-dîre,^le  côtéoppo(éà  un 
angle  faillant^  ou  extérieur  &  (upplément  à  3  ^o  °  de  l'angle  AE£^ 
vaut  plu^dç,,iSo®.  Mais  dans  là  trigonométrie  phérique  on 
ne  cpnddcirq  pas  ces  {brtes  d'ang)es.^  ni  les  côtés  qui  leur  ftnç 
oppofés  'y  àinfi  dans  la  fuite  il  ae/^ra  queiUon  que  des  criaoglea 
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donc  tous  les  angles  &  les  cutis  font  moindres  que  i8e°.  Au 
refle  fi  un  des  angles  du  triangle  eft  droit ,  le  triangle  ffiiià'^ 
que  eft  appelle  reQangU^  le  côté  oppofô  â  l'angle  &oit  prend 
ie  nom  à*^potkétfufe  y  l'on  nomme  éafeVwi  des  autres  côtés , 
êc  le  troifieme  s'appelle  la  perpendiculaire.  Si  aucun  des  angles 
n'eft  droit  y  le  triangle  fphërique  fe  nomme  obliquanele^ 

Dans  la  fuite  lorlqu'il  fera  quellion  d'an  triangle  ^hérique 
reâangle  ,  nous  défienerons  (à  bafe  par  B  ou^,  le  côté  perpen- 
diculaire par  Pou /y^Thypothénufe  par  H  ou  A  y  l'angle  droit 
par  R  ou  r ,  l'angle  compris  entre  l'hypothénufe  &  la  bafe  , 
&  oppofé  i  la  perpendiculaire  par  M  ou  m  ,  &  enfin  l'angle 
oppoie  à  la  baie ,  &  formé.par  la  rencontre  de  l'hypothénufe 
ëc  du  côté  perpendiculaire ,  par  N  ou  n. 

i^o.THiOKBMB.  Dans  un  triangle  fpkériquere&angle  NRM 
(fig.  1 31}  y  y?  t angle  M  efl  plu^petit  ou  plus  grand  qu*un  angle 
droit ,  le  côté  P  qui  lui  efl  oppofé  fera  plus  petit  ou  plus  grand 
quun  quart  de  cercle  ;  &Ji  tangte  M  ejl  droit  ,  le  côté  P 
fera  un  quart  de  cercle,  fe  Ëùs  pafler  par  la  ligne  C  M 
dans  laquelle  le  plan  de  l'hypothénufe  coupe  le  plan  de  la  hafc, 
nn  plan  M  CD  perpendiculaire  au  plan  de  la  bafe  ;  cela  poCé, 
pulique  le  plan  P  eft  perdendiculaire  au  même  plan  B ,  D  C 
coilimime  interfe6Uon  des  plans  P*  Ôc  MCD  fera  perpendicu- 
laire â  B  (  voyez  le  n°  8t  ).  Donc  le  point  D  fera  éloigné  du 
plan  de  la  baie  de  ^0 ,  en  comptant  cette  diftance  (or  nn  grand 
cercle  de  la  (phere  donc  le  point  C  eft  fuppefé  le  centre  ;  &' 
par  conféquent  DR  &  D  r  ieront  des  quarts  dé  cercle.  Donc 
Je  côté  N  K  (èra  plus  petit  qu'un  quart  de  cercle,  ou  égal  1  un 
quart  de  cercle  >  on  plus  grand  qu'un  quart  de -cercle,  Celon 

Îue  M  fera  plus  petit  qu'un  angle  droit ,  qu'il  (èra  un  angle 
roit  ,  ou  plus  grand  qu'un  angle  droit.  Car  fi  M  =  ^o^  , 
MN  tombera  fur  DM  ;  puifque  l'angle  DMR  efl  droit,  le 
point  D  étant  éloigné  du  plan  jB  de  90  degrés.-  Si  M  '^  ^o^  , 
rsu'c  M  N  fera  iicue  entre  le  plan  D  CM  &  la  bafe^  donc  lè 
point  N  fera  éloigné  de  B.  de  moins  de  90°  ,  mais  il  fera 
éloigné  de  B  de  plus  -  de  ^o^  fi  M  >-  ^**  :  parce  qu'alors 
M  N  fera  fitué  au-delà  du  plan  DCM  ,  c'efl-idire ,  fera 
fittté -entre  ce  plan  &  le  prolongement  de  celui  de  la  ba(è. 
'  -CoiipLLAiRB.  En  prenant  r  pour  ba(e,  B  devient  le  côté' 
perpendiculaire  ^.doiic  HferaauiG  de  mfone  c/pece  que  le  côté 
oppofé ,  c'eft-â-dire ,  qi;ci  l'angle  fi  fera  aigu ,  droit  ou  obtus , 
félon  que  B  fera  <^  90^ ,  ou  «-  >>o*' ,  ou  >►  ^o*'  j  de  fonc 
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qi/an  angle  ivié  fur  Hiypothénafe  efi  toujouis  de  la  mèoie 
eipece  que  le  dSvt  oppolé  y  &  réciproquement 

lyi*  XHéoREME.  Dans  Wi  trisn^e  fpkériquc  re&uigU  fi 
Us  câtés  B  &F  font  tous  les  deux  plus  petits  ^  ou  tous  Us  deux 
plus  grands  qu'un  quart  dt  cercU,  thypothénufi  fira  plus  petite 
qu'un  quart  de  cercle  i  fi^un  de  deux  câtis  efi  plus  grand  &  Cau^ 
tre  plus  petit  qu'un  quart  de  cercle^  l  hypothinufe  fera  pbts  grande 
qu'un  quart  'de  cercle.  Mais  fi  tun  de  deux  côtes  efi  Un  quart  de 
cercle  f  thypothénufefiraaujfiun  quart  de  cercle*  Dans  le  plan. 
RMr  (  fig.  1 33  )  fur  lequel  eu  ficuée  la  bafe,  &  auquel  le  plan 
RAr  eft  perpendiculaire^  mtpons  la  ligne  M  C  oblique  an 
diamètre  K  r  * ,  à  laquelle  le  plan  D  AE  (qui  coapc  en  A  C  le 
plan  rAR)  doit  être  perpendiculaire;  donc  la  Ligne  AC, 
commune  ieâion  des  plans  AD  E ,  R  A  r  perpendiculaires  au 
plan  RMr  y  fera  perpendicu^ire  fur  ce  dernier  plan  &  fur 
la  ligue  rCK  fituée  (ur  RMr  y  les  angles  A  CR ,  A  C  r  fe- 
ront droits ,  8c  les  arcs  A  R  &  A  r  feront  des  quarts  de  cercle* 
l4es  angles  formés  par  la  ligne  M  C  &  toutes  celles  qu'on 
>eut  mener  oar  le  point  C  dans  le  plan  D  AE ,  feront  drôles 
8i).  Donc  M  C  G  fera  droit,  ^C.M,auflî-bien  que  N.CM^ra 
<^  po^jmais  M  C  q  fera  ^  po^.  D'où  il  fuît  que  dans  un  trian- 
gle reâangle  fphérîque  N  R  M  ,  doiu  les  côtés  B ,  P  font  plus 
petits  qa*un  quan  de  cercle ,  l'hypochénufe  N  M  eft  plus  pecice 

3{ue  le  quart  de  cercle  G  M.  De  même  dans  le  triangle  MrN  , 
ontles c6tésNr,  Mr,  c'eft-à-<lire ,  B&  P  font  plus  grands 
qu'un  quart  dç  cercle  ,  l'iiypothénufe  MN  eft  plus  petite  qu'un 
quart  de  cercle.  Mais  dans  le  triangle  (phérique  MR^i  dans 
lequel  ;tR  ou  P  eft  plus  grand  quui^  quart  de  cercle ,  candis 
que  M  R  ou  B  eft  plus  petit  qu'un  quart  de  cercle  y  J'hypothé— 
nufe  M  n  fera  plus  grande  que  le  quart  dp  cercle  M.  g»  De  même 
^s  le  triangle  (pnërique  r  Mn, dans  lequel  a  rou  P  eft  plus 
^tit  qu'un  quart  de  cercle ,  de  rM  ou  B  plus  grand  qu'un  quars 
des  ceiçcle,  l'h^pothénufe  eft  plus  grande  qu'un  quart  de  cercle.' 
Mais  £P  devient  AR,  alors  l'hypottiénufe.  mefuram;  l'angle 
droit  ACM»  devient  un  quart  de  cercle* 

CoROULAiES*  De-*Uil  fixit  réciproquement  que  l'hypoclié- 
nufe  (fun  irîaagic  Iphérique  étant  aifisuë,  c'eft-i  dire,  moiil^ 
dre  qu'un  quart  de  cercle  ,.les  deux  cotés  P  &  B  feront  cous  les 


? 


i*» 


*  Il  hm  concevoir  <)tie  la  tifne  R  r ,  dont  une  partie  eft  ponâué»  , 
pÊflê  far  le  centrt  C  4r  la  ip)ii«^ 
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deux  plus  grands  ou  plus  petits  qu'un  quart  de  cercle,(îl'hypo- 
thénufe  eftobcufe  ou  plus  grande  qu'un  quan  de  cercle,  l'un  des 
côtés  fera  plus  grand  Se  l'autre  plus  petit  qu'un  quan  de  cercle  ; 
mais  fi  rhypochénufe  efl  un  quart  de  cercle ,  l'un  des  côtés  an 
moins  fera  un  quart  de  cercle  ;  car  il  eft  viiible  que  B  &  P  peu- 
vent être  à  la  fois  des  quarts  de  cercle. 

t9%.  RBMA.B.QUE.  Si  lliypothénufè  eft  moindre  qu'iu 

Îuan  de  cercle  »  le  triangle  fera  ou  NMR  dont  les  côtés  P  âc 
i  font  moindres  qu'un  quart  de  cercle ,  &  dont  les  angles  M  9c 
N  fon:  aigus,  ou  NMr  auquel  le  premier  triangle  ITmR  dk 
contigu.  Si  lliypothénufe  en  plus  grande  qu'un  quart  de  cer* 
cle  y  le  triangle  (èra  ou  n  MRou  /zM%  mais  /iMr  a  pooi 
triangle  conugu  un  triangle  fitué  de  ïzattt  côté  du  plan  RAr , 
dont  l'hypothénnfe  eA  le  fiipplément  de  l'hypochénufe  Mn^êC 
par  conléquent  plus  peûte  qu'un  quan  de  cerdeyft  dont  la  bafe  eft 
fupplémcnt  de  labaiè  M  r  &= MR,&  par  confôqaent  auflî  plus 
petite  qu'un  quart  de  cercle.  Mais  r  n  on  le  côté  perpendiculaire 
eft  au(u  plus  petit  qu'un  quart  de  cercle  ;  donc  tous  les  côtés  de 
ce  triangle  feront  plus  peut  chaam  qu'un  quan  de  cercle,  &  par 
conféquent  les  angles  fitués  Cm  Hiypothénufi;  feront  aigus  *•  Il 
y  aura  aufC  (ùr  la  nafe  CMR  un  triangle  contien  au  triangle 
»  M  R,  dont  rhypothénufe  (  fituée  au-denbus  de  la  haSe  )  (èra  le 
fupplément  de  n  M ,  &  dont  le  côté  perpendiculaire  (  ficué  auffi 
au-deflbus  de  la  même  bafè  )  fera  fupplément  de  n  R.  On  voit 
donc  qu'un  triangle  fphérique  redlangle,  dont  l'un  àe$  côtés  çû 
plus  grand  qu'un  quart  de  cercle ,  a  un  triangle  contigu,  dont 
tes  côtés  font  moindres  qu'un  quan  de  cerde  ,  dont  la  baie  Se 
les  angles,  lût  l'hypothénufe  font  aigus  ;  or  les  côtés  Se  rhy- 
pothénufe de  ce  triangle  que  nous  appelions  contigu ,  font 
toujours  égaux  aux  côtés  &  â  l'hypothénufe  de  Fautre  où  fent 
leurs  fupplémens. 

.  i^^.Problbmb*  J}ans  un  trUngle fi/ténque^-rêSangle ^ 
dont  Ui  câtés  foitnt  moindres  qu'un  quart  de  eercû ,  &  dont  pitr 
ionfêquent  Us  angles  fur  thypothinufe  foient  aigus,  étant  don* 

*  *  L>fpcce  àt  niypoA^nufe  détermine  rcfpecrdu  triangle.  Or  lliypo* 
tbénufe  eft  plus  pctUe  ou.pJut  giaodt  ^'an  quan  de  cercle  »  onrcUa  e4 
^Ic  à  un  quan  decetck.  Mais  parce  qu'on  peut  itprdei  Tangle  droi| 
comme  le  phi 5  grand  des  angles  aigus  ,  ou  comme  le  plus  petit  des  an- 
^es  obtus  »  on  ne  diftingue  que  deux  efpeces  de  triangles  fpiiériqiies** 
redangles%  Tune  «  dot>t  rhypothénufe  eft  plus  grande  qu'un  quan  de 
cercle ,  l'autre  »  dont  rhypoihétiufe  eft  moindre  quVn  quan  de.  cercle» 
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nés^  ou  Us  deux  angles  aigus  ou  les  deux  côtés  y  ou  un  angle  aigu  & 
un  côté ^  ôu  l'hypochéaiife  avec  un  angle  aigu  ou  avec  un 
côté ,  réfoudre  ce  triangle.  Ayant  pris ,    au  lieu  du  triangle 
(phérique ,  un  angle  folide  <le  trois  côtés  NCMR(fig.  134)^ 
tel  que  R  M  ibic  pcrpendictilaire  (ùr  M  C ,  8c  que  les  plans 
M  N  R ,  N  R  C  foienc  perpendiculaires  (ur  la  bafe  R  C  M  5  N  R 
commune  interfedtion  de  ces  derniers  plans  fera  perpendicu- 
laire i  la  même  bafe  RC  M,  aufE-bien  qu'aux  lignes  R  C ,  R  M 
fituées  fur  cène  ba(è  &  paffiint  par  le  point  R*  Mais  la  ligne 
MC  (ituée  fur  le  plan  RMC  perpendiculaire  au  plan  NmR 
&  perpendiculaire  i  la  commune  inter(èâion  RM  de  cespianSy 
eft  évidemment  perjjlhdlculaire  au  plan  N  R  M  aufG  bien  qa*i 
là  ligne  M  N.  Doncks  triangles  N  R  C,  R  CM,  NCM&  NRM 
feront  tous  reâaneles,  &  Tangle  M  de  l'angle  (ôlideièra  le  même 
que  l'angle  M  de  1  angle  plan  NMR  (  83  )•  Sappo(ons  mainte- 
nant ou  on  développe  ces  triangles  fur  un  plan  (  fig.  135)1 
&  quon  emploie  les  mêmes  lettres  dont  on  s'eft  (ori  dans 
l'angle  folide  trilatere;  Il  eft  vifible  que  les  triangles  RCM, 
NCIM  reâanglesenM  donnent  CM  MN::/-:tang.H*,  te 
CM:MR::r:tang.B.  Donc  C M :V::MN.tang. H  &  CM:r 
::MR:tang«B,  &partantMN:MR:*tang.  H:tang.B. 

Le  triangle  NRM  donne  MN  :  MR  ::  r:co-£n.M.  De 
cette  analogie  &  de  la  précédMite  on  peut  en  tirer  cette  autre. 
-    L  r  :  co-fin  -  M  :  :  tang.  H  :  tang.  B,ou  r  :  co-fin.  M  *  :  co-tane»  B 
:  co*tang.H;  parce  que  (  134)  les  tangentes  font  en  raifoa 
inverfe  des  co -tangentes. 

Mais  il  eft  vifible  qa  on  peut  changer  les  dénominations  M, 
N  en  mettant  Tune  à  la  place  de  l'autre ,  (i  Ton  appelle  B 
ce  qu'on  vient  d'appeller  P ,  Se  réciproquement^  donc  on  aura 
r:co-fin.  N  :: co-tang.  P  :  co-tang.  ri. 

Mais  fi  l'on  prend  N  G  (qid  fe  trouve  deux  fois  dans  la  figure) 
pour  rayon»  letriangleMCNdonneraNC :r:^MN:fin.  H, 
tandis  que  le  triangle  NCR  donne  N  C  :  r  :  :  N  R  :  fii^.  P.  Donc 
MN:NR::fm.H-fin.  P.  D^un  aiure  côté  le  triangle  NRM 
fidt voirqueNM:NR::/':fin.M;  donc 

ILr:'un.M::fin.H:fin.P)  êc  en  changeant  enti^eUes  les 
dénominations  M  ôcN,  BôcP  y  i':fin.N::fin.H:fin.B. 

.  *  H  défigoe  Tanglc  M  C  N  ou  Tare  qui  mefurr  cec  angle»  oa  f*hypotbf- 
Bufe  du  triangle  fpbérique  correrpondanc ,  B  défigne  la  baie  du  tnétnc 
triangle  fpbérique  «  ou  Tare  qui  meCuie  l^angle  RMC,  &  P'  la  peipen- 
^culairc  on  le  côté  perpendiculaire  4tt  même  triangle  fphérique 

Maincenant 
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MaÎD,tenaoc  (i  l'on  prend  RC  pour  rayon,  le  ttiaiigle  RCM 
âoimera  R  C  :  h  :  :  RM  ifm.  B  y  niais  par  le  triangle  Jf  R  C  *  ^ 
RC  :  r  ::NR  :  tang*P.  DoncRM-:  MR  :;  fin.B  :  tang*P> 
D'tin  autre  côté  le  triangle  N  R  M  donne  R  M  :  RN  ::  /-  : 
tang.M)  c'eft  pourquoi! on  a  cette  troifiéifte  analogie^   '  '  ' 

III.  f  :  tang;  llll  ::  fia.  B  :  tang. P,.«^ r^  \  fin.  B  :\  tang. M  : 
tang.  P,  Ou  r  :  fin.  B  ::  co-tang.  P  :  cô-tang.  M  ;  &  çn  chim-' 
geaut les dëndoûnsKions^  r  :  fio«. F.^::  cot.ang.B. ;  co-taog*  N4 

Par  la  féconde  analogie  ,  on  a  les  deux  proponions  fiii- 
vantes-^  r  :  fin*  H  ::  fin.^  M  :  fin.  P ,  ^  ''.  •  fio*  H  :: 
fin.  N  :  fin  '  B«  Do»c  fin.  B  :  fin«.;^.  ::.  fin.  P  :  fin.^  M^ 
de  cette  analogie  &  de  la  troifiéme  r  :  jin.  d  ::  co-tang.'F: 
co-taog.  M,  on . tire  JÙfônefit  /  eli  liiuftlpHam  par* ordre ,  r: 
fin.  N  :  :  fin.  P  X  co-tang.'^  :  fin. 'M  •  co  tang.  M.  £c  parce  que 

ii3i)  r:  fin  ::  oo-t^ng  :  co-fiji ,  oa  r  •  coUn=^fin.  co-tâng  j 
au  lieu  de  fin.  r  .'cô-iang.  V  \^  ^^  ^^i-  M .  to-cang.  Aï  ;  on 
écrit  refpeûivement  r.  co-un.  r\f.  <fo-fihl  M ,  Ton  aÇiia  la 
quatrième  anaioeié  fuiyance.     '        '  'r^  '    '. 

I Y-  r  :  fin.  NQ^^ co fin.P  :  co-fiû.  M,'  &  en  daftgeaîi  les 
dénominatioiis^  y  r  :  (iiî.  M  '::  co-fin.  B  :  co-fin.  N.    Mais 
par  la  troifiémé  aÂalogi'e \  co-tang.  M  :  co*tang.  P  ::  «fin.  B 
:  r ,  &  par  Tanalpgie  1 1%  îiXi.  M  :  ^fih.  t^  ::  r  :  fih.  H  \ 
donc  y  en  multij^Hapt  par  ordre  ,  fin.  M  •  co-tanj{..M  : 
fin.  P  •  co-tang.  P  :f  ^ni  B  i  fin.  H«  Si  a  la  place  de.fm..M  x 
co^tatve.  M&de  fin^P  7  co-rang«Pj<}p  é^rit  refpeâivement 
r*Co-*fitt.  m ,  r^  corfia^  P ,  il  viendra  cc^fin.  M  :  co-JSb.  P  :: 
'tih^  B'-^  fin*  H«  Matts!  iWlogits  I  donne  r  :  co-fin.  JVI  ;: 
^^Éotaagb  9  :  cx^rax^i^é  H  j  .donc ,  en  multipliant  encore  par 
«ordre  ^  on  trouvera  r  a  ^cofrfin^iP  ;:  ^,  Ç  •  co-tang.  B  :  fin.  H  x 
-  co^g.  H ,  ic.pai.«tic  fiibfUtujdon  fei^blableâ  celle  dont  nous 
'  Vendus  dcéqre/afigs .. 

'^  'V*  r  :  co-fin;  P  •:^te^.  B,  :  côfin*  H.  Mais  Tatialogie  I 
donne  f  :  co-^n;  llk  • '.^  cp-tàng.'B  ^  CQtang^  H»  proportion  que 


oafiikBi:  r  :;:  cckaoe.M  :  «o-xaag.Pi  &  en  chatigeant  fes 
''dénofBMatJonÉ'itltn.r  :  r  ::  co-tang. N,:  co-tang. B.  Multl- 
''fAtaiit'par*!ordrelc&.<erinesde  cettç.  dernière  proportion  par 

:  < 'r<riftoilai«aMfif|iqiid(iB>siofWBjkiktixt:P«   .  . 
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ceozdes  proportions aâci^il  vient  fin.  M  :  co fin.  M  ::  rx 

co-cang*  N  :  fin.  H  X  co-tang*  H.  Mais  fin.  co-tang  oarx 

^                  ^:     -f          fin*  M.  co-tang.  M     "    ^    „ 
co-un,  ou  co-fin.  m  ■» « ,  4rnn. Hx 

co  tang.  H  «—  r*co-fin.  H  ;  donc  en  (bbftitoant  ces  valeurs  » 

on  aura 

VI.  r  :  co-tai^.  M  ::  co-cang.  N  :  co-fin.  H* 

X  94.  Les  fix  anak>gies  oue  nous  venons  de  trouver^  quatre 

autres  dont  nous  avons  beioin,  A^que  nous  avons  déduites  pac 

le  changement  des  dénominations ,  Cbm  les  fnivmtet 

!•     r  :  co  fiow  M  ::  co-tang.  B  :  co-tang.  H  , 

ou  CQ-fin.  M  i  r  ::  co-tang.  M  :  co-^mg.B 
IL    r  :  fin.  H  ::  fia.  M  -jfin.  P 
..  .  Il),    r  :  fin.  B  ::  co-tang. r  :  co-tang; )ft 

IV.  r  :  fin.  N  ::  co-fin.  P  :  co-fîn.M 

V.  r  :  co  fin.  B  :  :  co-fin.  P  :  co  fini  H 
VL  r  :  co-tang.  M  ::  co-tang.  M  :  co-fia.  H 

..   VIL  r  :  co-fin,  N  ::  co-tang. P  :  co-taug.H 
VULr:fin  H  ::  fin.N:  im.B 

IX.  r  :  fin.  P  ::  co-tang.  B  :  co-tan|.  ^f 

X.  r  :  fixu  M  ::  co-fin. B  ;  co*fin.N 

ip^.  Etant  donné  dans  un  triangle  rtr^ugte»  dont  les  ç&téf 
foilt  phis  pe:its  qu'un  qnart  de  cercle  ^  les  angles  fiic  Thypo* 
thénufe  aigus,  outre  l'angle  droit  dcui' autres  chofi^st  qwj* 
conques ,  c^eft-â-dire ,  ou  les  côtés  ou  1^  angles  aigus  ^  ou  ipa 
angle  avec  lliypothénufê  ,  ou  un  angle  de  un  côté ,  om 
l'hypothénufè  Se  «n  tàté  ,    on  trouvera  facilement  k$  au* 
.  très  par  les    analogies  précédentes  , ,  qu^Mi .  peut  rcgardjcr 
comme  anunt  de  Théorèmes.  Supposons  ^  pàt  exemple.  ^^  que 
dans  le  triangle  reébngle  NMR(iig.'i3jf)on  coanoiflè  l'an* 
gle  M,  labale  Bou  le  côté  adjacent ,  ft  qtfoo  demande^ l'hf- 
pothénufcyla  première  analogie  nous  dit  que  le  rayon  cft  au 
co-finus  de  Pangle  M»  comme  la  co  tangente  du  côté  quifail 
eft  s^jacent  eft  a  la  co-tangente  de  lliyporhénufê.  Je  cncfcfae 
donc  dans  \ts  tables  le  co-finus  de  rangle  M»,  ôc  la  co-«angèore 
du  côté  B  oa  de  l'arc  M  R,  dont  le  nom&e  des  degrés  eft  jCOQ^a 
par  fiippofition  ;  ainfi  jecottnokiui-le»  tsois  premiers  termes 
de  la  I  analogie,  ôc  par  coniSquent  je^toufctai  facilement  ie 
quatrième.  £  l'on  veut  employer  les  logaciduaes>  oikii^tt'- 
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Xta  les  logaûchqief  des  1110760$»  on  recnmefaera  le  logarithme 
du  rayon  y  &  Ton  aura  le  logarithioe  de  la  co-cangcnce  de 
fh7l>j^inufe»  Ce  logarithme  étam  cherché  dans  les  tables 
Jans  la  colonne  des  co-eangentes^era  çoonoître  Thypochénufe. 
i  196*  Si.quplque.câcéda  triangle iphéifiqne  écoi^  plMS.gt^nd 
^wi  quart  dft-eerck  »  au  lieu  de-ce  triangle  on  hiibudroit  \e 
consigu  l' dont  :  les.câtés  8c  les  angles  ù^^y^thén^  vuk^c 
n^ni  de  90  deg^  (  t^).  Or  Qoimoil&nt  les  cÀtésnt^-^ 
JKiglis  de  ce  ttlaoeU  comigu .  il  fera  très-fiu:ile  de  çonooîtru 
lek  atgles  &,  les  colis  du  criatigie  propofii.^  Mais  >  parce  qtiejp 
£iius  aun  angle»  obta  eille  même,  que  .cdili  dW  stngt^-^igii 
qui  eft  Ton  fimpLément  y  (L  ce  quW  detche  eft  eiprimé  |^ 
on  finusy  il  nitdra  tâcher  de  cotmoicre  (parlen^  li^etrfi 
l'angle  ou  le  câcé  cherché  eft  plus- petit  ou  plus  grand  <M 
•^oP.  Sll  ^au^t  d'un  angle  obtus ,  (on./Qo-finus  doitWojut  lie 
îigne  --  aum-Men  que  U  tangente  &  là  co^tacgeatc^  .^aîa  il 
11  ne  peut  y  avoir  &  cas  douteux  que  loil^ûe  M  ^  P  Gm^ip^ 
néfy  on  bien  N  dcB.  Suppofons  les  ptaos  de^deoxdemftTcer^ 
cks MN /B,  M  R  j^  (fig.  i^sS)  iacliné$  l'un  à  l'autre, .&4)M4e 
coupent  dans  b  ligne  Al  in  ^  fi  par  le  centre  .C  de  Ce$:demi^ 
ceides  on  fait  patter  le  plan  NCRperpeodicuiaireyudetfj' 
cerde  MRpt  »  l'on  aura,  deux  triangles  fph^iques-reûangjifs 
•MNR,MmR,quLauront  chacun  un  anglçdrpitenR  ies'in^es 
JIA>  éçttuli  M  le  .c&téNR«.P,<x>«mH*i#.Don(;.4tapc 
Jonnés.M&P  »  <»aiie  peut  pas  iiémmotx  B  e«  H.,  rc'e^- 
:â'dire^  on  ne  peur  pas  iàroir  fi  ce  quW  î:herche.;aeat  p)|is 
jminoins  de  po^.  Maisies  cas  do^beux.n'pQt  guère  lieu  daAs 
la^ratique  de  niftTimc!mte,Dà  Fon  n'emoloie  ^s  le  cuipul  des 
tfiendes  redbmgles  ^^ne  des  ascs  momres.que  iJo°  «  Jpacçe 
-que  1  quand  on  a  des  arcs  plus  grands^,  otipfti^d  leurs  Gmit' 
linenren  ht  fiippbfant  prolongés  jufqu'à  la  deiiii- cincoûè^ 
reiceXoiàmefi  <dansla  fig.  i  ^  ^.I^jqo  ai  oit  à  calculer  le  iriau- 

Î;le  rcébnglemNR  ,  on  cakûlercirk  triangle -M N A  ^ 
e moyen  duquel  ayant  trouvé  MN,  parexempU^M  1^0°.  , 
on  cbnctooit  que  N  m  y  fnpplémem  de  M  N  ,  eft  de  i%<^?é 
l$7*  TRéoREMB.  Si  dans  un  triangle  fphériqut  <Mquan^ 
UT  m  (fig.  J^S  &  137)  on  aUîfe  du  point  TU  Oté  ou-far^ 
Tt'Kperpendkahire  au  côté  oppoje  Mm  ,  C£  tété  ionJkra  danâ 

*  Awç/c  T«=  VLTmyfiyi  if  m/ont  tous  ies  deux  aigus  oUtoasJfS 

♦  diftte  ^tusi  niais  TH  tùmlufu  hors  de  ^angit-  \  ^  fi  (i/m  dti 
éntXLoagitêNLpmfP  aigu  &faiarêàkus.ÇwoAti$i^gitk$  tàm- 
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glcs  fcôandcs  TM  R  &  Tm  R  qui  ont  le  côté  TR**F 
counntm,  fi  Mcft&ppôféaûgu,  &to  obcus(fi^.  i3é),lec6téP 
devroh  être  de  même  cTpece  que  M  { i$^')^  êc^comtot  il 
dbh  àxjflfî^e  de  itiéme  espèce  que  Taugie  tn^pà  lui  éft  op*. 
•p^dânslc  triangle  T|rR>  il  fcroiti  la  fbi»  plis  petit  de 
)>kls  'grîMiil  quNm.quaft  ^  cercle  ,  ce  qm:.^taac  impoflibltt^ 
on'tioJcconclaie'qtte  M&  m  font  de  'aièiii«''e(pcce  (orfipie  V 
t6iïAc<ÀUkt  fangle  T.  Si  P  (  fig.  1 37  )  tosnhe  hou  de  L'angle 
^\^  qu'on  fuppofe  M  aigu  aaifibien  que  T  m  M ,  TtmR 
qfelit'0lHtfii  ^  &  Fiievt^it  Alors  être  i  la  fois^plus  petit  âi  pkvk 
ittrand  qu*u]i^qiiart)ie>cercle;oarF  doit  écft^^de  même  e^xce  que 
in  àSiUks  le  cri&ngkt  WtlfU^^  de  -même  eipece  qoeTm  Rdans 
î|e  triangle  T «1 R.  &é«lèil fuit  queM ScTmR Ccm  de mêine 
:^%c^^)  dotic  fi  M  éft4g0\  T  f.  M,  fiippléBent  de  T/nRi» 
^tfA^^i^as»  &  fédptoqnement.  Donc^F  tombera  bots  de  Taur 
iglé'T^,  £  Mde  »»  (dAtW'^-diffêreate-  ^ptcù  9  ibais  il  tombem 
'£ife  ftUigie  T^  fi  M&  m. font  de  même  e(pece«   • 
-:  -;i^8  ScHOLiB.  L^tihue  P  tombe  idans'faùjilé  T  (fig.  ij^)^ 
^fè^àkgle  obliquaà^lt  MTm  rêfîilte  de  PadditloB  dei^tiiai»- 
^tiftftreâangl^s  MTR  »  m  T  Rs  au  coattâiié  dans  le  cas  de 
&%*'1l)7  ce' triangle  eft  la  différence  des  deux  triangies.ieo- 
lànglèi  dottt  dû  vient  de  parlerl  Si.dans  le  triangle  reâan*» 
^gle  T  RM  (  figé  k3«&-i37  )  n4Mis.défignoi|s. les  oôc^  ,rrU4- 
^pothàuife'  &  krttÉgleiTcomriie  ci-deflos  par  l^>fi,  P  vMkN, 
dr  quc'daM  Daiirre  «fisttîtle  TmR  quia  le  cAci  T  R^isoqb 
«  '^gî^oB  les^aiêmes  q^aiiHtés  par  à ,  i]y  P ,  vn  ,  n  (/m  inéc 
'  P  6^'lfOflipas  ^v*parce  que  T  R  eil  Je  même  pour  les  >dcMr 
triangles  )•;  dans  le'premier  cas  daaciequel  tH&m  bat  tpds 
les  deux  aigus,  ou  tous  les  <ieuz  obiw^oT'ièras^  N-f^n 
'<ég^  1)8  )  y^iNirm^'B-^h.  Mais  fi  M  &m  font  deiii^ 
'  ^fié^fitt'  eipeoe  (fijg.  13^  )  l'on  aura  T  ^^  N  *^  »i  >  ScMmmtS 
"i*^' h.  ' Dortc  on  aura  coufours  T «*e îJdr w,»&  Miw *=» R it 
*  ^  les iîgees.thpérleiirs  ont  lieu  f\  M  ^' m  font  de  même^è^ 
t  pitie  y  -mais  on  empbyera  les  fignes  iaférieuis  fi  M  &  ai::(bét 
''d?éQ>ece  difRirence.  Sl^eft  aifé  de  voir  que  N  dé^ne  l'angle 
^  formé  par  les  arcs  Hv&  P.  ^»  .  .  ~r 

^'^     i^.  PnOBLfiBtt.  Tnmçer  des  aaatagies  par  it  moytnîàf- 
'  îfutUts  ttàkt  dùnxécs  dans  un  mangU  fphérique  obliquttMghl , 
itàh'dH  CisJfX  ^oftr)  trois  ûn^s.&  irais  tétés  ^  on  pid§k 
'  tro'uver^es  aùrrh.?'AymvmieDé  lstôtéTli(  fi^  .138  ^1.^) 

fitr  le^ôté  oppofé;  pcoldogé  siLkâttc 
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on  aepUqoera  â  chacun  des  triangles  reâangles  reâangles 
M  T  R ,  /»  T  R  les  analogies  cronvees  ci  deiTus.  Par  Tanalozie 
n  l'on  auraR  :  fin»  H-*'  :  fin.  M  :  fin.  P  *,&  R  :  fin*  ^  :  :  fin.  m  :  fin.  r. 
Donci^  R-fia.  P  B»  fin. H  -  fin.  M^» fin.  A- fin*  m.^  donc  %\ 

I.  fin.  H  :  fin.  Â  ::  fin.  m  :  fin.  M. 

Par  l'analogie  m  Ton  a  R  :  fin;  H  ::  co-Guig.  P:  co^ang.  M  » 
&R;  fin.^::co-tang.  P:co<^tang.  m*^  donc  i^  R:co«tang.  P 
::<  fin.  B  :  co-tang.  m  ::  fin.^  :  co-tang.  m  >  donc  i\ 

n.  fin.  B  :  fin.  />  ::  co-cang.  M  :  co-cang.  m. 
.    But  l'analogie  TV  Ton  a  R  :  fin.  N  ::  co-fin.  P  :  co'fin.  M  , 
&R:fin./t::co>fin.F  :  co-fin.iii;  doncR  :  co  fin.P::  fin.  N-^ 
co«»fin.  M  ::  fin.,  n*:  co-fin.  m,,  Se  par  conféquent 

10.  fin.  N  :  ûfXi  n  :  :  co-fin.  M  :  co-fin.  m.   • 

Donc  componcndoy  (fin.  N  -f-  ^^  'z)  -  (co^fin^M  -f-  co-fin«m) 
::  fin.  N  :  fin.  rt,  de  dividendo  (fin.  N  *^ fin.  n)  :  (co-fin.  M 
—  co-fin.  m  )  :  fin.  N  :  fin.  a  ;  &  partant  (  fin.N  -f-  fin./t  )  : 
{ co-fin.  M -|- co-fin.  m)  ::  (  fin.  N  7—  fin. n)  :  { co-fin. M  — 
fio-fin.  m),  ou  (fin.  N  +  %•  n)  :  (fin.  N  —  fin»  n)  :  :  (co  Cm.  M 
•f-  co-fin.  m)  :  (  co-fia.  M  —  co-fin.  m  ).  Mais  (  félon  ce  qu'on 
a  die  ci-deifusn^.  158}  l'on  a  les  proportions  (fin.  N-^ 

fin./z):(fîn.N — fin.  n)  :  :  tang.  f j  ::tang.  f 1 , 

(  co-fin.  M  -|-  co'fin*  m  )  :  (  co-fin.  M  —  co  -  fin.  m  )  :: 

co-tang.  f  — ^—  1    :    tang.  1 V  ou  en  défignanc 

. les  complémens  de  M  &  de  m  par  cMêcc  ny  (  co  fin.  M  -f* 
co-fin.  m  )  :  (  co-fin.  M  —  co-fin.  m)::  tang.  (t^M-f-i  cm) 
:  tang.  (icM  —  i  ^f^)'  L'on  a dbnc  Tanalogie .fiiivante 

IV:  tang.  (fN-f-f  rt)  :<tang.  {i  N  — ji)  ::  tang.  {i  c  M 
-f-  f  c  m)  :  tang.  (t  «M  —  r^"»)*  Mats  parce  que.  a ,  ^  ^ 
fi  g  y  étanc  des  angles  ou  des  arcs  y  on  a  tang.  h  :  tang.  a  :: 
co-tang.  a  :  cotang.d,  &  tang.  /  :  tang.^.  ::  co-tang.  l' s 
co-tang.  fy  on  aura  >  en  fiibi!îcuant  les  co-tangentes  aux  tan- 
gentes dans  la  proportion  précédente ,  co-tang.  (  7  N  —  7  "  )  : 
co-tang.  (tW-|-|/i)  ::  co-tang.  (f^M  —  ^  c  m)  i 
co-tang»  (i  c  M 4-  \cm)y  ou  co-tang.'(  t  c  M+T'^^)  s 
€0-tang.  |[i«M  —  r  c  m  )  ::  co-  tang.  (  r  N  -f-  t  »  )  s 
co-tang {\tt  —  7/i)«neft  bon  de  retenir  cette  fonanle^ 

lÉ       I  'il  i     .   I    I 

»  Nons  défirnoAs  Ici  le  fihm  total  oa  lenyoti  par  R»  au  ïiea  qia 
tkOw  Pavons  défigoé  pacrdanaranalogieJlU  ... 


COI  C0UB.S  DE  Mathématiques. 

3onc  noos  fefoas  «(âge  <Ians  lâpremiew  laUe  fuivsuste.  Sîr<m 
connoit  N  +(0  y  on  çoanoîtta  par  les  cables,  cotang.  (7  N  --f* 
fn)  ,  9^  !ft  quamàne  tenue  de  la  prcportion^  dont  je 
(lippofe  les  trois  premiers  connns ,  fera  crouvct  la  demi-'d^ 
£érenee  des  iiDgIes  N  flc  n.  Ajoutant  cette  demi  dJSërence  à 
l^ur  denii-(bmme  y  Ton  auia  le  plus  grand  angle  que  ;e  'fiip* 
po£e  être  N;  retcanchanr  la  même  demi-diffifrence  de  la  demi* 
fomms;  Fon  ^tira  le  plus  petit  angle  que  je  iîippofe  >»  «•  Si 
l'on  connoifToit  N-^/i,avec  m  fiçM ,  le  troifiàne  terme  de  la 
proportion  feroit  le  terme  cherdié»  L^ayant  trouvé,  on  anroit 
{«icilement  Vêcn, 

P*un autre côc^  l'analogie VdonneR?eo-fin«P  ::  c6-fin.B  • 
co-fuL  H ,  âc  R  :  co-fin*  r  :: co-finf  ^  :  co-fin.  A,  ^ delà  ton 
(ire  aiCment 

V.  co-Cn,  B  :  co  fltt.  3  ::  eo^fîn.  H  :  îeo^fin.  A* 
Puîfque  co-fin.  B  :  co^fin.  B  ::  co*fin.  H  :  co-fin*  k ,  fou 
aura  (  co-fin.  B  +  cofin.   è)  :  ( co-fin.  B,—  co-fin«3)  ;: 
(cô-iîn  H  4-co-^ft»  *)  •  (co-fîn.  H  «^  co-fin.  h)*  Mais  (co-fin.  B 


ainfî  l'on  a  l'analogie  fuivante. 

VI.  tanç.  {icB+ich)  rtang.  (^cB^ich)  :: 
rang.  (  i  ctL+jch)  :  lang.  (^çH  —  f  c^)  ,ouco-tang.  (^cH 
^-i(h)  :co-Miig.(f^H — ick)  ::  co-tang.(^cB<4-7c3}: 
€o-rtng.  (f  cB  —  T^*)* 

.  Enfin  y  de  Tanalogie  Vil  y  on  tire  R  :  co-fin.  N  :  :  co-tang.  P: 
eo»tang.  H ,  ou  R:co-tang.  P  :  co-fin.  N  :  co-tang.H)4cR  : 
cotant;.  P  .:  co-fin.  a  :  co-tang. «i;.donc 

VU  co-fin.  N  :*co-fln.«  ::  co-cang.  H  :  co-tang.  ^. 

I.00.  Ces  fepc  analogies  contiennent  la  fokidon  du  Problème 
propofé.  SupporoQsqne  cequ^  Ton  cherche ,  angle  ou  côté,  eft 
4éfignéparQ,  ce  qui  eft  oppofé  â  la  cho(ê  cherchée  c6té  ou 
angle  par  T  >  les  chofes  ad^centes  de  paît  8c  d'autre  de  ce  que 
l'on  cherche ,  de  manière  que  oe.  que  l'on  cherche  angle  ou  coté 
foit  compris  enti^ellei  par  K  &  Jr,  &  les  chofts  entre  lefquellof 
f  ft  compris  ce  qui  eft  oppofë  à  ce  l'on  cherche  par  P  &  />  >  ou 
4Bettant  les  lettres  majuicnles  d'un  tôcé ,  5e  les  petites  lettvei 
de4*2uisc }  dQ  manieie^e  P  &  K  foient  cooûgus  l'an  à  l'autr^ 
luiflU>iea  qnc/^&iiry  on  aura  cinq  (encres  K ,  P ,  fc>/>»T, 
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Q  étant  toujours  ce  qae  l'on  cherche..  Les  lettres  K ,  ^  &  P  »  ^ 
peuvent  être  mifes  les  unes  pour  les  autres ,  fans  reprëiênter 
des  cas  réeliemenc  diffifrens ,  par  exempU ,  le  cas  K  iir  P  nVft  pas 
réellement  différent  du  cas  repréfenté  par  K  Ir  /?  >  parct  quU 
iniporte  peu  de  quel  côté  on  écrive  le>  lettres  K,^  &,  r,p,  pourva 
que  l'on  conferve  le  refte  de  l'ordre».  Par  la  même  njUbn  la 
comhînaîfon  KpTtù  cenfée  la  même  Que  ArP  T.  Cct«  pofô 
il  ell  facile  de  voir  que  tous  les  cas  pombles  Ce  réduifent  aux 
fix  ifttivans  l.Kk?ovLkKp,U.KkTovtkliT  .m.KPpwKp?^ 
IV.KPTouikpT,  V.KpTou^PT,  VI.P/?Tou/iPT. 
Mais  parce  que  la  chofe  cherchée  Q  peut  erre  un  angle  ou  un 
côté ,  il  y  a  en  tout  douze  quefUons  à  réfbudre. 
>.  Si  on  cherche  un  côré^  de  que  T(  choie  oppoSeà  ce  qu'on 
•dierche  )  Toit  connu , .  fuppofez  que-  Q  eft  A  (  dans  les  fig.  139 
&  13P  )  »  &  que  T  eft  M*  Mais  fi  vous  cherchez  un  angle , 
(bppofcz  que  Qefl  M»  &  que  T  eft  A.  Mais  (i  T  n'eft  pas 
donné  ,  &  qu'on  cherche  un  côté,  foppdiêz  que  ce  côté  éft  ro^ 
préfenté  par  B  zp  ^y  &  que  l'angle  cherché  eft  »»  N  :?:  it.  Ayanc 
)enfiiite  marqué  (  dans  les  figures  138  &  J$9  )  les  antres 
choCês  qui  (ont  cenfées  données  ,  fai  joint  ici  deux  tables, 

Jar  le  moyen  desquelles  on  peut  répondre  aux  douze  queltions 
ont'  on  a  befein  dans  la  réfolution  des  triangles  (phériques 
oblique-angles.  Si  l'on  cherche  un  côté  y  on  fera  uC^e  de  la  pre* 
iniere  tafcle ,  &  de  la  féconde  lorfqu'on  cherchera  un  angle. 
Au  refte  dans  ces  tables  nous  avons  défigné  le  finus  par  ^n  > 
le  cofinas  par  cof,  la  cotangente  par  cot  :  ainfi  cou  M  exprime 
la  cotangente  de  l'angle  M  §  cof.  H  le  cofinus  de  l'af  c  H ,  Sec. 
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10 1.  L'tt&ge  de  ces  tables  eft  facile  i  comprendre.  Suppo* 
ions  aae  dans  un  triangle  M  N  m  on  connoiflè  les  angles 
m  ,  M  ,  k  càcé  oppofé  â  l'angle  m  &  qu'on  demande 
le  c&té  h  oppofé  à  l'angle  M  ,  la  première  analone  de 
la  première  table  vous  dit  que  le  fious  de  l'angle  m  eàz  celui 
de  l'angle  M ,  comme  le  finus  de  l'arc  H  oppoié  à  l'an^  m  eft 
'  aufînus  de  l'arc  ou  du  côté  h  cherché.  Mais  œ  même  mas  pou* 
vaut  appartenir  à  un  arc  plus  petit  qu'un  quan  de  cercle  ou  k 
fon  fupplémenc,  on  ne  peut  sWurer  par  cette  règle  fi  A  eft 
plus  grand  ou  moindre  qu  un  quart  de  cercle.  Ici  R  repréfente 
l'ane^ TmM  l'angle  m  T  m  étant  repré&nté  par  k  ,  cet 
angle  dans  la  fig.  13^  eft  une  des  cfaofes  entre  lesquelles 
eft  compris  le  côté  ou  l'arc  k  cherché  Mais  M  eft  compris 
entre  le  côté  H  &  le  côté  B  ;  ainfi  jyou  P  eft  ici  repréiênté 
par  H.  A  l'égard  de  T  on  de  la  choCè  oppo{ée  i  ce  qu'oà 
cherche  ,  il  eft  vifible  que  c'eft  l'angle  M  oppoGS  an  côté 
cherché  km . 

Soppofens  maintenant  qu'étant  donné  le  côté  H ,  h  bâté 
M  fli  =»  B  q:  ^  (  félon  que  le  côté  NR  tombe  en  dehors  ou  en 
dedans  de  fanele  MTm ,  ou  (èlon  ^ue  les  angles  M  êc  m  Coof 
tous  les  deux  de  différente  ou  de  même  elpece{ip7)}  l'angle 
M  f  &  qu'on  cherche^  c'eft-ii^e .  le  côté  oppofé  à  l'angle  M. 
Or  l'angle  1^1  eft  compris  ^ntre  Hôc  M  m\  ainfi  R  ôc  Bq^^ 
repréfentent  ici  P  &  ^.  L'analogie  co-fin.  M  :  r  ::  co-tang.  H: 
co-tang.  B  feri  évidemment  trouver  la  valeur  de  B  ;  B  écani 
connu  9  B  le  (en  aufit ,  pui(bu'on  connoît  B^it(  par  fuppo- 
fition).  Ceft  pourquoi  par  la  féconde  analoete  (qui  eft  a  la 
droite  de  celle  dont  nous  venons  de  parler)  conn*  B  :  co4îii«  ^  :: 
co£i^.  H  :  co-fin*  k ,  on  tsouvera  la  valeur  de  A. 

Au  refte  on  peutfe  di(pen(èr  de  faire  attention  i  la  première 
colonne  de  chaque  table  ;  fuppofons ,  par  extmplt  ,  qu'étant 
domié  te  côté  H  adjacent  à  1  angle  M  arec  les  denx  angles 
■M  &  m  qui  comprennem  le  côté  M  m  annuel  eft  oppofi  l'angle 
N  ip  n  cherché.  Les  données  H,  m,  M  fe  trouvent  au  nis 
de  la  féconde  colonne  de  la  (econde  cable  ,  &  1  côté  dans 
la  troifiéme  colonne  je  trouve  )}  =p  /s.  L'analogie  cot.  M 
:  r  ::  cof.  H  :  cot.  N  me  &it  trouver  N.  L'analogie  (  qui 
eft  à  côcé  )  cof.  M  :  cof.  m  :!  fin.  N  :  fin.  n  mt  fera  con- 
nottre  n ,  pourvu  que  je  (âche  £  n  eft  un  angle  aigu  ou 
obtus*  Donc  je  trouverai  âcilement  N  hP  ^  >  ^^  ^f!^  ^P^ 
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xteur  aanlieu  fi  M  âc  m  font  d'e^ece  difFéreme  y  &  le  figne 
înférieui:,  fi  M  &  m  if  m  de  même  e/pece. 

loi.  Cependsmc  on  ne  peut  pas  toujours  s^dSTurer  par  lé 
moyen  des  règles  précédentes  fi  le  côté  où  Tangle  chercné  eft 

5 lus  gcanci  ou  moindre  que'  po^*  Car  fuppofons  ^ue  le  plan 
u  demi-cercle  A  KB  Çng-  40  )  eft  oblique  k  celui  du  demi- 
cercle  ADB  &  aue  da  centre  C  de  la  (phere  avec  le  fayon 
CN.y  on  décrive  lare  NR  perpendiculaire  au  plan  du  demi- 
cercle  ADB,  qu'on  décrive  de  même  »  en  prenant  R  D  «3« 
RE,  les  arcs  N  D ,  N  E,  il  eft  vifible  que  les  triangles fpiié^ 
riques  reébmgles  NRD»  NRE  ayant  les  cAtés  qui  corn* 

Srennenc  l'angle  droit  égaux,  font  égaux  *•  Donc  lésantes 
F  D  R ,  N  E%  (ont  ^ux  entr'etn  auffi-bien  que  leurs  mp- 
plémens  NDA  ,  NEB.  Ceft  pourquoi  l'on  peut  focmet 
deux  triangles  Q>hériques  obliquaneles  diflérens  N  D  A^ 
NEB  dans  lefquels  les  angles  Â&Jd  foient  égaux  entrée» 
auffî'bien  que  les  câtés  N  D,  N  E  oui  leur  font  oppofis ,  U  les 
angles  ND  A  &  NEB.  De  11  il  fiiit  I^  qu'étant  donnés  deux 
angles  A,  ADN,  AclecdtéND  adjacent  i l'un  de  ces  an* 

Îles ,  le  triangle  n'eft  pas  déterminé  ;  puifiiue  deux  triangles 
îffirens  peuvent  avoir  ces  trois  chofes  égales,  i^^  Deux  câ- 
tés  donnés  N  A ,  N  D  &  l'angle  A  non  compris  entre  ces 
câtés  ne  déterminent  pas  non  plus  im  triangle  fpnérique  NAD^ 
pui(que  le  triangle  N  A  E  a  ces  trois  mîmes  chofes  égales. 

De-Ià  il  fuit  que  toutes  les  fois  que  par  le  moyen  de  deux 
angles  &  d'un  c6té  qui  n'eft  pas  compris  entre  ces  angles  » 
on.  cherche  un  côté  ou  un  angle,  on  ne  peut  s'affîirer  fi  ce 
que  l'on  a  trouvé  vaut  plus  ou  moins  de  ^o^.  De  forte  qu'é* 
tant  donnés  M,iit,&rl,ilyade  l'ambiguité,  i  moins  qu'on 
ne  (àche  d'ailleurs  ^  le  côté  ou  l'angle  cherché  eft  aigu  on 
obtus.  II  y  anra  auffi  la  même  ambiguité  ,  lorfqu'on  cher- 
chera un  angle  ou  un  côté  par  le  moyen  des  trois  données 
H ,  A  y  M  9  c'eft-i-dire ,  par  le  moyen  de  deux  côtés  9c  d'un 
angle  qui  ne  fera  pas  compris  entre  ces  côtés.  Ainfi  dans 
k  premier  cas  de  la  féconde  table  on  ne  ùïz  pas  fi  Tanglo 

*  Si  dans  deux  triangles  itâaagles  ,  dont  les  côtés  qui  coniprenneni^ 
rang  le  droit  font  ftippotés  égaux ,  on  conçoit  les  c6tés  qui  comprennent 
Tangie  dioit  de  Pun  appliqués  Ipr  ceux  qui  comprennent  Tanglc 
droit  de  Pautie  f  il  eft  f ifiMe  que  ces  côtés  fe  confondront  aaff- 
Men  que  les  deux  hypothénufes ,  &  que  ces  triangles  nt  fbrmeiont  410*00 
if  al  i,  même  triangle  ;  de  forte  qu'ils  fouf  ég^ux  en  xovti 
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dierché  m  eft  aûga  on  obtus  ;  parce  que  le  même  finus  pêne 
iprartenir  â  deux  angles  diSirens ,  fupptémeQs  l'un  de  l'aucre* 

I>ans  le  cio(|uiéme  cas  dé  la  même  table  fambiguité  con« 
fifie  en  ce  qu'on  n'a  pas  plus  de  raifôii  pour  prendre  u  (bmme  ^ 
que  là  différence  des  andes  N&  /i.  Dans  le  cinquième  cas  de 
la  première  table  on  qc  tait  pas  non  plus  fi  Ton  doit  prendre 
la  ibmme  ou  la  diffi&ence  de  B  &  de  b. 

Dans  les  cas  diflSfrens  de  ceux  dont  on  yietu  de  parier ,  il 
oe  Cuttoit  y  ?voir  aocon  doute. 


Fin   bu   Tomb    primieji. 
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